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I.  DES  COMBINAISONS  ET  DES  PUISSANCES. 


Permutations  et  Combinaisons • 


47B.  Lorsque  des  termes  sont  composés  de  lettres  semblables 
ou  différentes,  placées  dans  divers  ordres,  nous  nommerons  ces 
assemblages  des  Arrangemens  ou  des  Permutations  ; mais  si  Time 
de  ces  lettres  au  moins  est  différente  dans  chaque  terme , et 
qu’on  n’ait  point  égard  aux  rangs  des  lettres  , ces  termes  seront 
des  Combinaisons  (*).  Ainsi  abc , bac  y daby  bda , sont  4 per- 
mutations, et  seulement  2 combinaisons  de  5 lettres. 


(*)  Les  combinaisons  sont  aussi  appelées  Produits  différens  ; nous  rejetons 
cette  expression  défectueuse;  car  ab  et  cd,  qui  sont  des  combinaisons  diffé- 
rentes de  deux  lettres,  peuvent  cependant  former  des  produits  égaux,  comme 
3 x 8=6  X 4 — T2  X 2.  On  distingue  aussi  les  permutations  des  arrange - 
mens , en  ce  qu’on  réserve  le  Ier  nom  aux  arrangemens  de  p lettres  entre 
elles  , ou  p à p : mais  cette  distinction  n’a  aucun  but  utile , et  nous  n’en 
ferons  pas  usage,  non  plus  que  de  plusieurs  auprès  dénominations. 


2 


algèbre. 

Pour  désigner  le  nombre  de  permutations  qu'on  peut  faire 
avec  m lettres,  en  les  prenant p à p,  nous  écrirons  [mPp2\  le 
nombre  des  combinaisons  sera  indiqué  par  [piCp]. 

Proposons-nous  de  trouver  le  nombre  y de  toutes  les  permu- 
tations de  m lettres  p à p,  ynrjÿnPp].  Considérons  d’abord 
les  arrangemens  qui  commencent  par  une  lettre  telle  que  a , 
mais  qui  diffèrent  soit  par  quelqu’autre  lettre  à droite  de  a , 
soit  seulement  par  l’ordre  suivant  lequel  elles  sont  rangées.  Si 
l’on  supprime  cette  initiale  a,  on  aura  un  égal  nombre  d’assem- 
blages de  p — 1 lettres  ; ce  seront  visiblement  tous  les  arran- 
gemens possibles  des  m — i autres  lettres  b , o,  d ...  prises  p — > i 
ensemble;  leur  nombre  sera  désigné  par  — 1 )P(p — 1)]. 

Donc  si  l’on  prend  ces  m — 1 lettres  b,  c } d... , qu’on  forme  avec 

elles  toutes  les  permutations  p 1 à p — 1 , qu’ enfin  on  place 

a en  tête  de  chaque  terme , on  aura  toutes  celles  des  permuta- 
tions p à p qui  ont  a pour  initiale.  En  effet,  pour  que  l’une  de 
celles-ci  fût  omise  ou  répétée  plusieurs  fois , il  faudrait  qu’après 
y avoir  supprimé  a>  qui  est  en  tête , les  assemblages  résultans 
présentassent  la  même  erreur,  et  que  quelque  permutation 
p — 1 à p — î des  lettres  btc3d...  fût  elle-même  omise  ou  ré- 
pétée; ce  qui  est  contre  la  supposition. 

i 

Il  y a donc  précisément  autant  d’arrangemens  de  m — î lettres 
p — î à p — î , que  d’arrangemens  de  m lettres  p à p,  où  a est 
initial  : ce  nombre  est  (p.  Or,  si  l’on  raisonne  pour  b comme 
on  a fait  pour  n,  on  trouvera  de  même  <p  permutations  qui 
commencent  par  b\  il  y en  a <p  qui  ont  c en  tête,  etc...;  et 
comme  chaque  lettre  doit  être  initiale  à son  tour,  le  nombre 
cherché  y est  composé  d’autant  de  fois  p qu’il  y a de  lettres  , 

y — m(p , ou  \_mPp~\  = m . [(m  — î)  P(p — i)]. 

Il  suit  de  là  que,  i°.  pour  obtenir  le  nombre  y"  d’arrange- 
mens de  77i  lettres  2 à 2 , (p  est  alors  le  nombre  d’arrangemens 
ûe  m — i lettres  prises  î à î , ou  <p=77i — î ; àoncyu=m{m — î). 

2°.  Si  l’on  veut  le  nombre  y"  d’arrangemens  de  m lettres  3 à 3, 
p est  3,  et  (p  désigne  la  quotité  d’arrangemens  de  771 — 1 lettres 
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2 à a , c.-à-d.  yu  où  m est  changé  en  m — i ; <p—(m — i ) (m — 2); 
d’où  y ~ m (m  — 1 ) (m  — 2) . 

3°.  On  trouve  de  même  pour  le  nombre  des  arrangemens  4 à 
4 , yv  = m (m — 1)  (m  — 2)  (m. — 3).  Il  est  visible  que  pour 
passer  de  l’une  de  ces  équ.  à la  suivante,  il  faut  y changer 
m en  m — 1 , puis  multiplier  par  m ; ce  qui  revient  à adjoindre 
aux  facteurs  m,  m — 1...  , l’entier  qui  suit  le  dernier  de  ces 
nombres;  ainsi,  pour  p lettres  ce  dernier  multiplicateur  sera 
771  — (p  — O } d’où 

y = [_mPp~]  = ni  (m  — 1)  (jn  — 2)...  X (rn — p- f- 1),  . . (1)  ; 

le  nombre  des  facteurs  est  p.  C’est  ainsi  que  9 choses  peuvent 
se  permuter  4 à 4 d’autant  de  façons  différentes  qu’il  est  mar- 
qué par  le  produit  des  4 facteurs  9.8.7. 6 = £9 P4J  — ^024  ; 
c’est  le  nombre  de  manières  dont  9 personnes  peuvent  occuper 
4 places.  De  même  les  arrangemens  de  m choses  1 à 1 et  2 à 2 
réunis,  sont  en  nombre  m -f-m(/7i  — 1)  = ma. 

En  faisant  m~ p , on  obtient  le  nombre  z d’arrangemens  de 
p lettres  p à p , c.-à-d.  en  comprenant  toutes  les  p lettres  dan* 
chaque  terme  - > 

ZZ=z\_pPp~]  = p(p  1)...  3.2 . 1 = 1 ,2.3.4***  p,  . . (2). 

Le  nombre  d’arrangemens  de  7 lettres  entre  elles  est.  .... 

1 .2. 3.. .7  = 5o  40. 

476.  Cherchons  le  nombre  x des  combinaisons  différentes  de 
m lettres  prises  p à p , x = \jnCp~].  Supposons  ces  combinai- 
sons effectuées , prenons  l’une  d’elles  et  déplaçons  les  p lettres 
qui  la  forment,  de  manière  à produire  toutes  les  permutations* 
possibles,  en  nombre  z , équ.  (2).  Une  autre  combinaison  donne 
également  z arrangemens,  différensdes  1ers,  puisqu’ici  il  y a au" 
moins  une  lettre  différente  : chaque  combinaison  donnant  z ré- 
sultats , nos  x termes  en  produiront  ainsi  zx , formant  des  ar-? 
rangemens,  tous  différens,  dep  lettres.  Or,  ces  xz  résultats  con- 
stituent tous  les  arrangemens  possibles  de  nos  m lettres  p à p, 
sans  qu’aucun  soit  omis  ni  répété,  en  nombre  équ.  (1);  dore 
y — xz  , et  a:  est  le  quotient  de  y divisé  par  2, 
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x—[_mCp~] 


ImPpl 

XpPpl 


m m 

1 


2 


■i  m— a v,m— p+i 

• ' • • • /\  " *“  • • • l 


Les  équ.  î et  2 étant  composées  chacune  de  p facteurs,  l’équa- 
tion (3)  en  a aussi  p,  qui  sont  des  fractions  dont  les  termes 
suivent  l’ordre  naturel , décroissans  à partir  de  rn  pour  le  nu- 
mérateur, et  croissans  jusqu’à  p pour  le  dénominateur.  Comme 
par  sa  nature  x doit  être  un  nombre  entier,  la  formule  (t)  doit 
être  exactement  divisible  par  (2)  : au  reste,  c’est  ce  qu’on 
pourrait  prouver  directement. 

477.  On  a 


[mCq~]  = x' 


m — q -f-  1 
<7 


Soit  p^>  q , tous  les  facteurs  de  cette  équ.  entrent  dans  l’équa- 
tion (3)  qu’on  peut  par  conséquent  écrire 


, m — q m — q — 1 
‘q  + r q-f-  2 


771  — p -f-  t 

P 


I.  Cherchons  d’abord  s’il  se  peut  que  x = x'  : il  est  clair 
qu’il  faut  que  le  produit  de  toutes  ces  fractions  se  réduise  à 1 , 
ou  que  les  numérateurs  forment  le  même  produit  que  les  déno- 
minateurs ; si  l’on  prend  ceùx-ci  en  ordre  inverse  on  a 

(m  — q)  (m  — q — 1).  . . = p{p — 1). . . (q-f- 1). 


Or,  ces  deux  membres  admettent  un  égal  nombre  de  facteurs 
continus  et  décroissans  ; si  chaque  facteur  d’une  part  n’était 
pas  égal  à celui  qui  a même  rang  de  l’autre  part , l’égalité  se- 
rait impossible,  puisque,  suppression  faite  des  facteurs  com- 
muns , il  resterait  des  facteurs  tous  plus  grands  d’un  côté  que  de 
l’autre  et  en  pareil  nombre.  Ainsi,  cette  équation  exige  que 
771  — q = p,  pour  que  x = x ; de  là  ce  théorème  : 

\jnCp~]  ~ \jnCq~]  quand  m = p -f-  q. 

100  lettres  prises  88  à 88  , et  prises  12  à 12  , donnent  un  égal 
nombre  de  combinaisons  ; et,  en  effet,  100  C 88  a pour  nu- 
mérateur 100. 99...90. 89.88. . . i3  , et  pour  dénominateur 
1 1 2.3. . . 1 2 . 1 3. . .88  *,  supprimant  les  facteurs  communs  1 3. 1 4. . . 88s 
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que  x y 


x ==  x X 
° On  a 


. /m- 4-  i \ 

= x ~ * 1Je  • • (4)* 


il  reste  -0--— ^ ■ 9 — 100C 12.  Cette  remarque  sert  à rendre 

1 t 2i  • O*  • « 1 2 

plus  faciles  les  calculs  de  la  formule  (5) , quand  p \ m* 
On  a plutôt  trouvé  100  6’4  que  100  £96  = 3 921  225. 

II.  Supposons  q = p — 1 *,  x n’a  qu’un  seul  facteur  de  plus 
ou 

m — p + l=x'(  m ±1 

i°.  On  a 

[ mCp, ] = [_mC(p  - 1)]  X • • (5)  ; 

@n  en  tire  cette  règle  pour  déduire  successivement  les  unes  des 
autres  les  quotités  de  combinaisons  de  m lettres  1 à 1 , 2 à 2 , 
3 à 3...  Écrivez  les  suites  m , m — 1 , m — 2... , et  1 , 2,3..., 
divisez  ces  nombres  respectifs , vous  aurez  les  fractions.  . . 

— g”»»*  ; enfin,  multipliez  chacune  par  le  produit 

de  toutes  les  précédentes . Par  ex. , pour  8 lettres  à combiner,  on 
écrit  f-,  l y § , et  on  a 8 ; 8. \ = 28;  28  = 56...  ; c’est  ainsi 

qu’on  trouve  que  8 numéros  de  la  loterie  forment  8 extraits  , 
28  ambes , 56  ternes , 70  quaternes  et  56  quines.  Les  90  numéros 
donnent  90  extraits,  4 oo5  ambes,  117  480  ternes,  2 555  190 

quaternes  , 43  949  2^8  quines. 

20.  Nos  facteurs  successifs  ont  des  numérateurs  décroissans  et 
des  dénominateurs  croissans;  les  produits  augmentent  tant  que 
ce  facteur  est  > 1 *,  ils  diminuent  ensuite.  On  a vu  (I)  que 
passé  le  terme  moyen , les  nombres  se  reproduisent  en  sens  in- 
verse , les  termes  à égale  distance  des  extrêmes  étant  égaux. 
( Voy . le  tableau  ci-après). 

Si  m est  impair,  le  plus  grand  terme  répondu  p 1 ) 

et  se  reproduit  comme  les  autres  > la  série  des.facteurs  1.2.3..., 
qui  forme  le  dénominateur  de  l’équation  (3),  est  terminée  par 
■|(mqii)',  le  dernier  des  facteurs  du  numérateur  est^(m-}~5)  ou 
Donc  ce  terme  moyen  est 


m m 
— # -i 

1 


m — 2 Hm+_3) 

3 


ou  X 


$ algèbre. 

Si  m est  pair  on  a p = - m\  d’où  résulte  le  terme  unique 

mm — i m — 2 £ m -h  1 

• ' • ” • « • ; « 

12  2 “ 771 

3°.  L’équ.  (4)  donne  aussi 

x-j-.x'z=z  xr  X mJr  1 — m~l~  1 - m — P + 2 

P 1 2 '”*  P - * 

acause  de  l’équ.  n°  477,et  de  q = p — 1 j ce  2e  membre,  com- 
paré à l’équ.  (3),  donne 

K m + 0 QO  =••[> QQ  4-  lmC(p  — 1)]. 

Cette  relation  apprend  à déduire,  par  une  simple  addition,  les 
combinaisons  de  m -f-  1 lettres  de  celles  de  m lettres  ; c’est 
ainsi  que  dans  le  tableau  suivant,  qu’on  nomme  le  Triangle 
arithmétique  de  JP ascul ,■ chaque  nombre  est  la  somme  des  deux 
termes  correspondons  de  la  ligne  précédente.  Cette  loi  explique 
le  retour  des  mêmes  termes  en  sens  inverse,  puisqu’il  suffit  qu’il 
ait  lieu  dans  une  ligne  pour  qu’il  se  trouve  aussi  dans  la  sui- 
vante. Du  reste , nous  savons  déduire  les  termes  d’une  même 
ligne  les  uns  des  autres  et  de  proche  en  proche  (10.),  GU  à 
l’aide  des  termes  de  la  ligne  qui  précède  (3°.),  ou  eTffin*  di- 
rectement à l’aide  de  l’équ.  (3)  qui  en  est  le  terme  général. 
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III.  Soient  i , m,  a , b,  c...  b,  a,  m,  1 , les  nombres  d’une 
^igne;  ceux  de  la  suivante  (3°.)  sont  i , i -f-  m,  m-\-a,  a -{-b... 
m + 1 > i : la  somme  des  termes  de  rangs  pairs  est.  .... 
1 a + 1 > ta  même  que  ceux  de  rangs  im- 

pairs, et  aussi  la  somme  des  termes  de  la  ligne  précédente.  En 
ajoutant  tous  les  termes  de  la  ligne  m + î , on  a donc  le  double 
de  la  somme  de  la  ligne  m.  Or,  la  2e  ligne  du  tableau  est 
i î r =4  = 2%  donc  les  lignes  suivantes  ont  pour  somme 

23,  2b..  2m.  Ainsi,  la  somme  des  combinaisons  de  m lettres  est 
2>m ) celle  des  termes  de  rangs , soit  pairs,  soit  impairs  , est  2‘,I~i, 
somme  qu'on  trouve  pour  les  combinaisons  de  m — î lettres. 

478.  Parmi  nos  lettres^,  b , c...  v , distinguons-en un  nombre 
m , telles  que  i,  k....  v , et  proposons-nous  de  trouver  combien 
il  y a de  combinaisons  de  m lettres  p à p,  qui  renferment  pré- 
cisément p'  des  lettres  désignées  i , k...  v. 

Chacun  des  résultats  cherchés  contient  p lettres,  dont//  sont 
prises  par  les  m'  désignées  i , k...  v,  et  les  p — p'  autres  parmi 
les  m — m non  désignées.  Opérez  donc  toutes  les  combinai- 
sons des  ires  p'  à p' y et  celles  des  dernières  p — p'  kp~p  ; le 
nombre  des  unes  sera  m Cp  , celui  des  autres  (m — m)C(p-p')  ; 
accouplez  chacun  des  iers  résultats  à chacun  des  2mes;  p fac- 
teurs d’une  part,  réunis  à p — p ' de  l’autre,  formeront/?  fac- 
teurs; et  il  est  visible  que  ces  systèmes  accompliront  tous  ceux 
qu’on  cherche.  Leur  nombre  est  donc 

X — [(ra  ml  ) C (p  — p')~]  X \jn'  Cp'~]. 

I.  Dans  combien  de  combinaisons  entre  la  lettre  al  m'—p'~iy 
etX— (m— i)C(p— 1).  Par  ex.,  îc  lettres  se  combinent  4 
à 4 de  210  façons  , dont  84  contiennent  a. 

II.  Combien  de  combinaisons  contiennent  a sans  b^e t b sans 
al  m'  ç=  2 , p’  = 1 ; d’où  X = 2 X [ {rn — 2)  C(p  — 1)].  Des 
210  combinaisons  de  10  lettres  4^4;  il  en  est  112  qui  con- 
tiennent ou  a,  ou  b. 

III.  Combien  renferment  a et  b ensemble?  m — p'  — 2 , 
X—(m — 2)  C(p  — 2).  Dans  notre  exemple,  il  y a 28  com? 
binaisons  contenant,  ab . 
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IV.  Combien  ne  contiennent  ni  a , ni  bl  m = 2 , pr  ~ o et 
X ~ (m — 2)  Cp.  Il  y a 70  combin.  de  îo  lettres  4 à 4 sans  a ni  b. 

Y.  Suri  es  combinaisons  de  m lettres  p à p,  combien  en  est-il 
qui  contiennent  deux  des  3 lettres  a , by  cl  m — 3,  p'  = 2 , 

X — 3 X [(m-  — 3)  C (p  — 2)]. 

VI.  Quant  aux  permutations  de  m lettres  p à p,  qui  con :■* 
tiennent  p'  lettres  prises  parmi  m'  qu’on  a désignées  , leur 
nombre  F=IX  1 • 2 3...  p.  En  effet,  il  suffit  de  prendre  cha^- 
cune  des  X combinaisons , et  de  permuter  entre  elles  les  p 
lettres  qui  y entrent. 

Et  si  l’on  veut  que  chacune  des  m désignées  occupe  partout 
une  place  marquée  d’avance,  les  permutations  à faire  dans  les 
divers  termes  de  X , ne  frappent  plus  que  sur  les  p — p ' lettres 
non  désignées  ; d’où 

Y = X . 1 . 2 . 3 . . . ( p -u  p) = [(  77i— m'  ) P (p  — p )]  X [jri  Cp'-] . 

A moins  cependant  que  les  m désignées,  qui  ont  leurs  p' places 
marquées,  puissent  les  occuper  toutes  indifféremment;  car  elles 
doivent  aussi  être  permutées  entre  elles  dans  les  places  assignées, 
et  il  faut  multiplier  le  produit  précédent  par  1.2.3 ...  p',  ou 

Y = [(m  - m'  ) P (p  - p')]  X tm'Pp'l. 

4.7p.  Effectuons  les  permutations  p à p des  m lettres  a,  b,  c. . .v, 
de  toutes  les  manières  possibles.  Otons-en  p — i,  telles  que 
i,  k. . . v ; apportons  l’une  d’elles  i à côté  de  chacune  des 
7n— p-f- 1 autres  a}  by  c...h-}  d’où  ia}  ibt  ic...  ih.  Changeons  tour 
à tour  i en  a , b , c...  h , et  nous  aurons  tous  les  arrangemens 
2 à 2 des  m — p -f-  2 lettres  i,  a , b...  h . En  tête  de  ces  ré- 
sultats, plaçons  la  2e  lettre  supprimée  k \ kia , kib...kih,  puis 
changeons  successivement  keniya,b...hy  et  nous  aurons  toutes 
les  permutations  3 à 3 des  m — p - f-  3 lettres  k , i,  a,  ù...  hy 
et  ainsi  de  suite. 

Par  ex. , pour  permuter  3 à 3 les  5 lettres  cl,  b,  c,  d,  e , 
j’ôte  d et  e,  et  portant  près  de  «,  ù,  c,  j’ai  day  db , c?c  ; 
changeant  r/,  en  a,  b et  c , il  vient  tous  les  arrangemens  2 à 2 
des  4 lettres  a,  b,  cy  d . 
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da,  db , de,  ad,  ab , ac , ba,bd , bc , ctz,  cb  , ce?. 

Il  reste  à apporter  e en  tête  de  chaque  ternie , eda,  edb , ede ..., 
puis  à changer  e en  a , en  b , en  c et  en  d ; on  a alors  les  60 
arrangemens  demandés  (*). 

480.  Soit  proposé  de  former  les  combinaisons  p à p.  Cher- 
chons-les  d’abord  2 à 2 ; ôtons  a,  et  apportons  cette  lettre  près 
de  b,  c...,  savoir  ab,  ac , ad...  : ce  sont  les  combinaisons  2 
à 2 où  entre  a.  Plaçons  de  même  b près  de  c,d... , puis  c près 
des  lettres  d,  e...  qui  sont  d sa  droite , etc.,  nous  aurons  toutes  les 
combinaisons  2 à 2. 

Pour  combiner  3 à 5,  ôtons  a et  combinons  2 à 2 les  autres 
lettres  b,  c,  d... , ainsi  qu’on  vient  de  le  dire;  puis  apportons  a 
près  de  chaque  terme , b près  de  chacun  de  ceux  où  b n’est  pas 
déjà,  c près  de  ceux  qui  n’ont  ni  b , ni  c,  etc.,  et  nous  aurons 
les  combinaisons  3 à 3. 

* - ■ . - • > ■ • % If-)  f •>  J » 'ÔM'*  kJ 

En  général,  pour  combiner  p à p,  ôtez  p— -2  lettres  i,  h...v, 
et  combinez  2 à 2 les  autres  lettres  a , b , c...  ù ; portez  près 
de  chaque  résultat  l’une  des  lettres  supprimées  i , puis  a près 
des  termes  sans  a , b près  de  ceux  qui  n’ont  ni  a,  ni  b... , vous 
aurez  les  combinaisons  3 à 3 des  lettres  a,  b,  c...  h ,i'?  portez 
de  nouveau  l près  de  chaque  terme,  a près  de  ceux  qui  n’ont 
pas  a , etc. , et  vous  aurez  les  combinaisons  4 à 4 de  a , b...  i,  l , 
et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce  qu’on  ait  restitué  toutes  les  (p  — 2) 
lettres  supprimées. 

Développement  de  la  puissance  d’un  polynôme . 

481.  Lorsqu’on  fait  a — b = c...,  le  produit  de  m facteurs 
(x-f-a)  (x-f  b)  (x+c)...  devient  (x  + «)m;  le  développement 


(*)  Cette  the'orie  sert  à trouver  le  logogriphe  et  Y anagramme  d’un  mot. 
Ces  pe'nibles  bagatelles  offrent  quelquefois  des  résultats  heureux.  Dans  Frère 
Jacques  Clément , l’assassin  de  Henri  III,  on  trouve , lettre  pour  lettre: 
C'est  F enfer  qui  m'a  créé.  Jablonski  fit  les  anagrammes  de  Domus  Lescinia . 
en  faveur  de  Stanislas  ,,  de  la  maison  des  Leczinski  ; il  trouva  ces  mots: 
Ades  incolumis , omnis  es  lucida , mane  sidus  loci,  sis  columna  T)ei , 
I scande  solium.  Ce  dernier  fut  prophétique  ; Stanislas  devint  roi  de  Pologne. 


I 


10 


algèbre. 

cîe  la  puissance  me  d’un  binôme  se  réduit  donc  à effectuer  ce 
produit  et  à rendre  ensuite  les  2CS  termes  o , b,c , ...  égaux  ; ce 
procédé  permet  de  reconnaître  la  loi  qu’observent  les  divers 
termes  du  produit , avant  d’éprouver  la  réduction.  Or,  on  a 
vu  (n°  97,  4°-)  que  ce  produit  a la  forme 

xm  -f-  Axm~ 1-f*  Bxm  2 -f-  Cxm~K.,-j~  Nxm~n...- f-  abcd.... 

* ' } ‘ ■ v ' - ’ * , . , . i ï.»  , » * > f 

A étant  la  somme  a -f-  b -f-  c...  des  2mcs  termes  des  facteurs 
binômes , B la  somme  ab  -f-  ac  -f-  bc...  de  leurs  produits  2 à 2 , 
C celle  des  produits  5 à 3,  abc  -f-  abd...y  etc.  En  faisant... 
a~b  = c...,  tous  les  termes  de  A deviennent  = a , ceux  de 
B sont  = u2,  ceux  de  È,  a3...  ; Ceux  de  N , = an... 

Donc  A devient  a répété  m fois , ou  ma. 

Pour  B , a®  doit  être  répété  autant  de  fois  qu’il  avait  de  pro- 
duits 2 à 2 , ou  B — a2 . m £2]  = £ m (m.  — 1 ) a2. 

Pour  C , a3  est  pris  autant  de  fois  que  m lettres  donnent 
de  combinaisons  3 à 3,  C=  Im  (m  — 2)  a3-}  et  ainsi 

de  suite. 

Pour  AT,  an  est  multiplié  par  mCn  ; enfin  le  dernier  terme  est 
an.  De  là  cette  formule  , découverte  par  Newton  : 


, „ 772—  T . 772- T 777-2 

(x-^-a)m~xm-\-rnaxm-* -\-m. a*xm— 2 -i-m 


T~\jnCn\anxin~n—ni . 


777- T 777-2 


2 3 

777  - 77-+-  I 

n 


a3xm~3*..-i-am  (6). 

anxm-n (ÿ). 


T est  le  terme  qui  en  a n avant  lui , ou  le  terme' général  qui 
reproduit  tous  ceux  du  développement  de  (x  -f-  c)m,  en  pre- 
nant 71  = 1,2,  3...  Pour  obtenir  celui  de  fr—  a)m,  il  faut 
changer  ici  a en  — a,  c.-à-d.  prendre  en  signe  contraire  les 
termes  où  a porte  un  exposant  impair. 

482.  La  formule  (6)  est  composée  de  (m  -f-  1 ) termes , et 
les  coejjiciens  sont  tous  entiers  ; ceux  des  puissances  jusqu’à  la 
20e,  ont  été  donnés  p.  6.  Les  exposans  de  a vont  en  crois- 
sant de  terme  en  terme;  ceux  de  x en  décroissant,  la  somme 
de  ces  deux  puissances  de  a et  x est  m pour  chaque  terme  ; 


/ 
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I I 

ainsi  (p.  5,  i°.)  un  terme  étant  multiplié  par  - et  par  l’expo- 

,x 

saut  de  x , puis  divisé  par  le  rang  dé  ce  terme  dans  la  série , ou 
a le  terme  suivant.  Par  ex. , on  trouve 

= -f-36a2ar7  -p84<23i:6  -f-  12 -f-  I26ürs.r4-f-. .... 

Pour  obtenir  (2&3  — 5c3)9,  on  fera  dans  cette  équ.  x — Q.b3, 

a—  — 5c-3,  et  il  viendras^27  — g.  5c3.  28£a+-f-  56. 52c6.2762'1... 

ou 

(2^3-5c3)s=5i2ia7  -^5. 256c3/^34+3(3.  25.  i28c6&ai  -84-  i25.64e9£l8. . . 

Du  reste,  on  sait  que  dans  la  formule  (6), 

i°.  Après  le  terme  moyen  , les  coefficiens  reviennent  en  ordre 
rétrograde,  et  les  coefficiens  à ég^le  distance  des  extrêmes  sont 
égaux  : ces  coefficiens  vont  en  croissant  jusqu’au  terme  moyen 
dont  on  a donné  la  valeur  (p.  5,  2°.). 

2°.  Les  coefficiens  successifs  de  la  puissance  me  étant  ajoutés 
2 à 2,  donnent  ceux  de  la  puissance  (m  -f- 1)*. 

3°.  Si  x — a = î , l’équ.  (6)  se  réduit  à 2n  — la  somme  de 
tous  les  coefficiens  , comme  on  l’a  vu  (p.  7)  ; celle  des  Coef- 
ficiens alternatifs  est  2m“1,  la  même  que  la  somme  des  coeffi- 
ciens de  la  puissance  m - — 1. 

4°.  Quand  x=  1 et  a — zi  î’équ.  (6)  devient 


. , v . , 771-1  „ , 777-1  771-  2 „ 

(l-[-2,)m,=  l-[-77lZ-f-7n.-^-22-|-77l.  etC..  . (8). 

• . i 4 i . » • f . ‘**  > a / . T . 

Comme  cette  expression  estbeaucoup  plus  simple,  on  y ramène 
le  développement  de  toute  puissance  proposée.  Pour  ( A -} -ZQm, 
on  divisera  le  binôme  par  A pour  réduire  le  ier  terme  à être  1 , 
et  on  multipliera  par  Am , pour  rendre  à la  quantité  sa  valeur 

m 

. En  faisant  cette  fraction  ~ z , on  retombe 


sur  l’équ.  (8).  Ainsi,  après  avoir  formé  les  produits  consécu- 
tifs des  facteurs  m,  i (7n — i),  j (m  — 2),  ^(771 — 3)..., 
comme  on  l’a  dit  (p.  5),  on  aura  les  coefficiens  du  dévelop- 
pement qu’il  faudra  ensuite  multiplier  par  les  puissances  crois- 
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santés  de  z.  Par  ex. , pour  (2a-f-3£)8,  je  prends  (2 a)8f  1 ) , 

3 b 

et  je  fais  z=-.  Je  forme  les  fractions  f,  §,  f,  et,  par 

des  multiplications  successives,  j’ai  les  coefïiciens,  8,  28,  56, 
70;  passé  ce  terme  moyen,  les  suivans  sont  56,  28  , et  8. Dis- 
tribuant les  puissances  croissantes  z,  z2,  z3...,  multipliant  tout 
par  256a8,  enfin,  mettant  pour  z la  fraction  que  cette  lettre 
représente , j’ai 


(2a 4- 36)8  = 256. a8  3072 .a7b  -f-  i6i28.a66û  -f-  4858 4 a553 

-f-  90720. nd&4  -j-  1 08864. a3£5... 

483.  Pour  développer  (a  b c d...  -f-  i)m,  faisons 


ô + L..  = (a  + z)m  a pour  terme  général  [rnCu]aa-zp , 

u et  p étaut  quelconques,  pourvu  que  u -\-p  = m.  Mais  si  l’on 
pose  c -f-  c?. ..  — |-  i — y,  on  a z b -j-y,  et  le  terme  général  de 

zp  = (6  -j-y/)?  est  avec  ^a  condition  /3-4-q=p, 

savoir , « ,-4-/3  -f-  q ~ m.  Faisons  de  même  d -f-  e...  -f-  i = or, 

le  terme  général  de  yi  = (c  -f-.r)'7  est  [<jf6y]c  xr,  et  y -}-  r = q, 
ou  « -fi  Z3  "f"  y “f*  r ~ m’ 

En  remontant  par  des  substitutions  successives,  il  est  clair  que 
îe  terme  général  du  développement  cherché  est 

Ar=  [m C*] . [p C/3] . [q Cy] . . . ûVc>.  . . . i‘,  «+/3+y . . . ■ + u=m. 

* . * ï v 

Du  reste  , y...  sont  des  arbitraires  qui  désignent  les  rangs 

de  chacun  de  nos  termes  généraux  particuliers  dans  leurs  séries 

respectives.  Le  dénominateur  du  coefficient  de  N est 

j.2.3...*Xi.2.3.../3X...,  on  prenant  autant  de  séries  de  facteurs 
qu’il  y a d’exposans,  le  dernier  u excepté.  Introduisons  - y, 
pour  l’analogie  ^ le  produit  1 .2.3  ...u,  ainsi  que  dans  le  numéra- 
teur, qui  prendra  la  forme 

m(m-i) . . . (m-ct+i)  xp(/7-i)...(/j-/2+i)  x <7 . . . (<7— > -f- 1 ) — x u(u-i)...2. 1. 

Or,  p = m — a *,  les  facteurs  p,  p — 1... , continuent  donc  la 
série  m {m,  — 1)..,  jusqu’à  (m — a — /3-f- 1),  qui  est  à son  tour 
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continuée  par  q ==  m — a — /3*  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à 
u{u — i)...2.i  ; le  numérateur  est  donc  la  suite  des  facteurs 
décroissans  m(m — 1)...  jusqu’à  2.1,  qu’on  peut  écrire.... 

1.2.3...  ( pi — 1)  m.  Le  terme  général  cherché  est  donc 


N 


1.2.3...  77i  X a"  b^c* ...  iu 


1.2.3...  et  X 1 .2. 3... /S  X 1*2.3...  y X***n 


(9)- 


Les  exposans  et,  /S,  y...  sont  tous  les  nombres  positifs  et  entiers 
possibles,  depuis  o,  avec  la  condition  que  leur  somme  = ms 
et  il  faudra  admettre  autant  de  termes  de  cette  forme , qu’on 
peut  prendre  de  valeurs  qui  y satisfont,  dans  toutes  les  com- 
binaisons possibles.  Le  dénominateur  est  formé  d’autant  de  sé- 
ries de  facteurs  i.2.3...«e,  1.2.3.../3,  qu’il  y a de  ces  exposans. 
Par  ex.,  pour  (a  -f-  b -f-  c)l°,  l’un  des  termes  est 


1 .2.3... 10  .a5b3c2 
1.2. 3.4*5  X 1*2.3  X 


— — 2020  a5b3cz, 
1.2 


et  le  même  coefficient  2620  affectera  les  termes  a5b*c5}  a*b3c5... 

484.  Tout  ceci  suppose  que  l’exposant  m est  un  nombre  en- 
tier positif ; s’il  n’en  était  pas  ainsi,  on  ignore  quel  serait  le 
développement  de  (1  -f-  z)m , et  il  s’agit  de  prouver  qu’il  aurait 
encore  la  même  forme  (8).  ( Voy . n°  675,  IV).  C’est  à cela 
que  se  réduit  la  proposition  pour  tout  polynôme  à développer  : 
car  en  multipliant  l’équ.  (8)  para?1",  on  a la  série  de  (xf-x z)m, 
ou  (x-\-a)m,  en  faisant  xzz=ia\  ce  calcul  reproduit  l’équa- 
tion (6)  , qui  deviendrait  alors  démontrée  pour  tout  exposant 
m : et  par  suite  la  doctrine  du  n°  483  , serait  applicable. 

Ainsi  m et  n désignant  des  grandeurs  quelconques , posons 

x ~ 1 -f  mz  + i 7 n(m  — 1)5 2 -f  etc. , 
y=  1 + nz  -4-  £ n(n  i)z*  - f-  etc.  ; 


d’où  on  tire  xy  = 1 + p*>  -f-  i p(p  — i)za  + etc., 
en  faisant  p — m n. 

En  effet,  sans  nous  arrêter  à faire  la  multiplication  des  poly- 
nômes x et  y,  qui  donnerait  les  isr$  termes  d’une  suite  indéfinie, 
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sans  faire  connaître  la  loi  quelle  suit,  observons  que  si  m 
et  n sont  entiers  et  positifs-,  il  est  prouvé  que  x — (i  -f-  z)m,. 
y=(i  + z)n , d’où  xy  ~ (i  rFa)m+"  = (i  -f-  a)?  : dans  ce 
cas,  le  produit  xy  est  bien  tel  que  nous  l’avons  posé.  Or,  si 
m ou  n n’e.it  pas  entier  et  positif,  la  meme  chose  doit  arriver, 
puisque  les  règles  de  la  multiplication  de  deux  polynômes  ne 
dépendent  pas  des  grandeurs  qu’on  peut  attribuer  aux  lettres 
des  facteurs.  Par  ex. , le  terme  en  z 2,  dans  xy,  doit  être  le  pro- 
duit de  certains  termes  de  x et  de  y,  termes  qui  seront  les 
mêmes  quelles  que  soient  les  valeurs  m et  n ; et  puisque  ce  pro- 
duit est  A p(p  — i )a2,  dans  un  cas  , il  sera  tel  dans  tout  autre  cas. 

D’après  cela,  i°.  si  m est  entier  et  négatif,  comme  n est 
arbitraire  , faisons  n — — m,  n sera  entier  et  positif , et  on  sait 
qu’alors  y = (i  -f-  z)n  ; p =z  o réduit  la  5e  équ.  à xy  = i , 
d’où  x ï=yy—1  = (i  + = (1  +z)m. 

2°.  Quand  m est  fractionnaire  (positif  ou  négatif  ),  fai- 
sons n~m # d’où  p—2,m  etxy  — oc*-,  ainsi,  x^—i-fpz-}-  etc. 
multiplions  de  nouveau  cette  équation  par  x , nous  aurons 
a;3r=i-f -qz-f\q(q — i)z2 , en  faisant  q ~m-\~p~  3m. 
Pareillement  x'h  ==  î -\-rz  +•••  et  r — /pn  ; enfin  « 

xk  i lz  — f—  4 /(/  i ) z1  — f— . . . et  / - — : h/n. 

Soit  pris  h = le  dénominateur  de  la  fraction  m , km  ou  l sera 
entier,  et  il  est  alors  prouvé  que  le  développement  est  celui 
de  (î  -f-  z)1-,  donc  xk~  (i  -f-  z)1  et  x = (i  -f-  2>)m,  à cause  de 
t r3=  km. 

3°.  m étant  irrationnel  ou  transcendant  (y  oy . note,  n°  5i6), 
soient  n et  h deux  nombres  entre  lesquels  m soit  compris  : cha- 
que terme  de  x~  î -f-  mz.  ...  est  entre  ses  correspondans  dans 
les  séries  (i  + zf  et  (î  + Z)A-  est  clair  que  x est  entre  ces 
deux  expressions,  qui  diffèrent  entre elleé  aussi  peu  qu’on  veut. 
Donc,  (i+2.)ri  approche  indéfiniment  de  x,  à mesure  que  n 
approche  de  m : soit  * la  différence,  ou  (î  -\-z)az=x-{-  o&.  De 
même  /3  étant  la  différence  entre  (î  -f - z)n  et  (i  -f-  z)m,  on  a 
x -f-  a ==  (i  -h  z)m  -f-  /3,  u et  fi  étant  aussi  petits  qu’on  veut  : 
donc  (n°  U 5)  x ==  (i  -f-  z)”\ 
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4°.  Enfin,  Y exposant  étant  imaginaire  ; c’est  par  convention 
qu’on  traite  ces  expressions  par  les  mêmes  règles  que  les  réelles  j 
caron  nepeutse  faire  une  idée  juste  d’un  calcul  dont  les  élément 
seraient  des  symboles  qui  ne  sont  l’image  d’aucune  grandeur  ; 
ainsi,  il  n’y  a ici  rien  à démontrer  (n°  128). 

485.  Appliquons  la  formule  (6)  à des  exemples. 

I.  Pour  développer  — r~~—  =-  X — --7 — , k étant  = - . 

rr  -f-  (Sx  a \-\-kx  a 

formons  la  série  de  (1  -\~kx)~~1  (n°  482,  4°*).  Ees  coefliciens 

ont  pour  facteurs  — i,f( — 1 — 1),  è ( — 1 — 2)...,  qui  tous 

sont  — 1 ; ces  produits  sont  alternativement  + 1 et  — 1 , d’où 

résulte  cette  progression  par  quotient  1 — kx~\~k*a?  -~k3x3...9 

dont  la  raison  est  — kx.  Donc 


a a f (Sx  (S2: 

— - ( 1 — ■-] ; 

a — j—  (Sx  ci  \ a a 


@x  $2x2  fi3X3 


a 


1 ■ ' ■■ 

SHxn  \ 


IL  Pour  {/(a2  dzx2)  écrivons  a^J ^1  rh  =a]/(i  dry2)  9 

en  posant  x = ay.  Pour  développer  la  puissance  \ de  1 ± y% 
composons  les  facteurs  des  coefliciens  savoir  : * , — i)  , 

j ( l — 2 )... , ou  £ , — j,  — | , — |... , les  coefliciens  sont  des 
fractions  dont  les  numérateurs  ont  les  facteurs  impairs  1 .3.5.7... 
et  les  dénominateurs  les  facteurs  pairs  2. 4*6. 8...  De  la  ré- 
sulte 

v'(i-f-ra)=  * 


jr  2 

1 *.r 4 _4_ 

1 .3yG 

x3.5f  7_^_ 

2 

2.4 

2.4.5 

2.4.6. 8 

l . ad  , 

1 .3. a:6 

l.3.5.:r8  \ 

2 aa 

2.4«4 

2. 4. 6. a6 " 

2. 4-6. 8. a8  ) 

III.  On  obtiendra  de  même 

— i. 


(i±y9) 


i.ra  x.3  .yl 
1 qz  — h - — ' 


i.3.5r6  t.3-5. 7 v8 


, T f . ï.3ar<  I.3.5t6 

= - f 1 = j — qr  — -f- 

2a2  2.4  2.4.6a1» 


2-4  2-4-É>  ‘ 2. 4- 5. 8 

_____  1.3.5. 7-r8 

4«4  2.4 -6a6  ~T~  2.4.6.8a® 

22X5 


0 
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A/i_rO  = i-  — -•£?  __  5l9  _ Mr1*  . 22v^  _ 

3 9 81  243  729  ‘ 

( 1 — a)“a  = 1 4-  2ct  -f-  3aa  -f.  4a* -f.  (rc  -f.  i)a* 

48G.  Tous  les  coefïiciens  de  quand  m est  un 

nombre  premier,  sont  multiples  de  m,  abstraction  faite  de  xm 
et  de  am;  en  effet,  l’équ.  (3)  p.  4 donne 

1.2.3...  p X [ mCp~]  ~ m(m  — 1)  (m  — 2)...  (m  — p -f- 1) , 

et  comme  le  2e  membre  est  multiple  de  m,  le  ier  doit  aussi 
l’être;  on  suppose  m premier  et  p;  ainsi,  m doit  diviser 
mCp. 

On  prouve  de  même  que  tous  les  termes  de  (n  + ù -f-  c...)OT 
sont  multiples  de  m,  excepté  bm-\-  cm...  K désignant  un 
entier;  on  a donc 

( a -f-  b -f-  = am  -f-  cm...  + mK. 


Si  l’on  fait  1 = a — b^c....,  h étant  le  nombre  des  termes  du 
polynôme,  on  trouve  h'n—h-\-mK\  d’où  hm — h— multiple  de  m} 
}ifhm -1 — 1) 

ou = entier.  Donc  , si  le  nombre  premier  m ne  di- 


m 


vise  pas  h,  il  doit  diviser  (hm~l — 1).  C’estle  théorème  de  Fermât , 
qu’on  énonce  ainsi  : Si  V entier  h ri  est  pas  multiple  du  nombre 
premier  m,  le  reste  de  la  division  de  h'u— 1 par  m , est  V unité. 

Autrement  : comme  m — 1 est  un  nombre  pair  tel  que  2 q... , 
hm~l — 1 — (ù?  — • 1)  Qiq  -f"  O ; ainsi  m doit  diviser  l’un  de  ces 
deux  facteurs  ; c.-à-d.  que  le  reste  de  la  division  de  ri  par  m 
est  dti , quand  m est  un  nombre  premier]>  2 et  (m — 1). 


Extradions  des  Racines  4es^  5es. 

487.  Le  procédé  que  nous  avons  donné  {n®s  G 2 et  G7)  pour 
extraire  les  racines  carrées  et  cubiques , peut  maintenant  être 
appliqué  à tous  les  degrés.  Par  ex. , pour  avoir  la  racine  4e 
de  53i 441  > désignons  par  A la  4e  puissance  la  plus  élevée 
contenue  dans  ce  nombre , par  a les  dixaines , et  par  b les  unités 
de  la  racine.  Comme  A~  (a  -J-  b)4  = ed  -f-  4 rib,.. , le  premier 
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terme  a}  est  la  4e  puissance  du  chiffre  des  53.i44If27 
dixaines  , à la  droite  de  laquelle  on  placera  4 16  < çT> 

zéros.  Séparant  donc  les  4 chiffres  I441  > on  371. 441  * 
voit  que  53  contient  cette  4e  puissance  du  chiffre  des  dixaines, 
considéré  comme  simples  unités  ; et  comme  16  est  la  4e  puis- 
sance la  plus  élevée  comprise  dans  53,  on  prouve  que  2,  ra- 
cine 4e  de  16,  est  le  chiffre  des  dixaines.  Otant  16  de  53  , et 
rétablissant  les  chiffres  séparés,  le  reste, '371  44  l > renferme 
les  quatre  autres  parties  de  (n  -f-  ù)4,  ou  4°3b  Mais  4°? b 

est  terminé  par  trois  zéros , qui  proviennent  de  a‘3\  séparant  les 
trois  chiffres  44 1 * Ie  reste  071  contient  4 fois  le  produit  des 
unités  b,  parle  cube  du  chiffre  2 des  dixaines  , considéré  comme 
imités  simples , ou  4 X 8b  — 32 b ; 01 1 contient  en  outre  les  mille 
qui  proviennent  de  6<22ùa-f-...  Le  quotient  de  371  divisé  par  32  , 
sera  donc  b ou  1>  b.  Ce  quotient  est  ici  10  ; et  comme  b est 
g au  plus,  il  s’ensuit  que  la  racine  cherchée  est  29  ou  29. 
On  formera  donc  29^  pour  voir  si  ce  nombre  excède  le  pro- 
posé ; et  comme  cela  arrive  , en  effet , il  faut  supposer  28  pour 
racine,  et  même  par  suite  27,  qui  est  la  racine  demandée. 

Ce  calcul  peut  être  appliqué  lorsque  la  racine  a plus  de  deux 
chiffres , ou  lorsqu’étant  irrationnelle  on  veut  en  approcher,  ou 
quand  le  nombre  proposé  est  fractionnaire.  Ce  qu’on  a dit  pour 
le  2e  et  le  3e  degré  rend  superflue  toute  autre  explication,  et  cha- 
cun y pourra  aisément  suppléer. 

488.  Les  tables  de  logarithmes  rendent  les  extractions  bien 
faciles;  mais  elles  ne  suffisent  plus  lorsqu’on  veut  approcher 
des  racines  au-delà  des  limites  que  ces  tables  comportent.  On 
fait  alors  usage  des  procédés  suivans. 

I.  Les  séries  (II,  p.  i5)  serventà  extraire  les  racines  carrées 
avec  une  grande  approximation.  Pour  avoir  ]/N , coupez  N en 
deux  parties  aa  et  dzx%  dont  la  ire  soit  un  carré  exact,  et 
très  grande  par  rapport  à la  2e  ; \/N~  \/(ci*  zh  xa)  sera 
donné  par  une  série  très  convergente.  Soit,  par  exemple,  de- 
mandé y/2.  3e  cherche  |/8  — 2y/2  ; comme  8 — 9 — 1,  je 
prends  a—  3,o:2=:  1 ; d’où  y/8  = 3(i  — ~ — £§••;).  Pour 
2.  2 
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rendre  la  série  plus  rapidement  convergente,  prenez  les  trois 
premiers  termes  qui  font  et  comparez  à 8 le  carré  de 

cette  fraction,  vous  verrez  qu’il  surpasse  8 de  =__  eu 

2iba 

8 = r—T) Faites  donc  , dans  notre  série  . x°‘  = , 

\21  6/  2 1 0 21b 


et  a 


vous  trouverez 


|/8=Æ- 

216 


73 


2.611.216  8 . 611 :i 


-^=2,8284271247784; 


enfin , prenant  la  moitié  , vous  avez  \/  2 = 1 ,4i4  2 1 35623892. 

On  a soin  de  conserver  tous  les  termes  de  la  série , qui , ré- 
duits en  décimales,  ont  des  chiffres  significatifs  dans  l’ordre  de 
ceux  qu’on  veut  conserver  au  résultat;  le  ier  terme  négligé 
doit  commencer  par  0,000000...,  jusqu’à  un  rang  plus  avancé 
que  le  degré  d’approximation  exigé. 


II.  Supposons  qu’on  connaisse  déjà  une  valeur  approchée  a de 
la  racine  me  d’un  nombre  donné  N ; la  correction  x que  devra 
recevoir  a sera  très  petite.  Or,  soit 

m 

]\T—am±b,  et  \/N~ciit.x, 

d’où  am  db  b — (a  dr  x)m;  b et  x sont  supposés  très  petits  rela- 
tivement à a \ développant,  nous  avons 

b = x(inam~ 1 db  A' xam~~2-\-  A" x<2am~~3 . . .) , 

* 

ni , Ar , A étant  les  coefficiens  de  l’équ.  (6),  p.  10.  Pour 
une  première  approximation,  négligeons  les  petits  termes  en 
x 3...  savoir,  b — mxam~l  ; d’où  l’on  tire  la  correction  x , à 
très  peu  près.  Substituant  donc  cette  valeur  de  x , dans  le  terme 
Arxam~2j  et  négligeant  les  suivans  , on  obtient  une  nouvelle 
équ.  qui  conduit  à cette  valeur  bien  plus  approchée 

2 a b 

x = . 

2mam  db  (ni  — i)b 

m 

Cette  quantité,  mise  dans  \/N  — <2  dix,  donne  la  racine  ap- 
prochée de  iY . Par  ex. , pour  772  = 2 et  3,  on  trouve 


\/N  = \/ (a2  ±ib)  ~a 


\ZNz=  y/ (a3  db  b')  — a 
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9 


4 a2  dz  b 
ab 


a 


zab 


3 a3  zt  b 


-7  — a 


3a2  -J-  Ar  * 

ab 

2 a3  -f-  A^* 


L’approximation  va  sur-tout  rapidement  en  faisant  usage  de  ces 
formules  plusieurs  fois  successivement  , comme  on  l’a  fait 

pour  obtenir  |/8.  Prenez  a = 2,8  ; d’où  a2  7,84  , „ 

“h  0,16,  et  \/8  ==  2,8  + jf-y—  = 2,82842 • prenant  en- 
suite a = 2,82842,  d’où  «2,  b et  enfin  la  même  valeur  de  y/S> 
que  nous  avons  obtenue  précédemment. 


Des  Nombres  figurés, 

l 

Ier  ordre  t . 1 . 1.  1.  1.  1.  1.  1.  r.  i.... 

2e 1.2.  3.  4-  5.  6.  7.  8.  9.  10.... 

3e. ï.3.  6.10.  i5.  2i.  28.  36.  45.  55.... 

4e 1.4.10.20.  35.  56.  84-  120.  i65.  220.... 

5e. . . . . . 1 .5. i5.35.  70.126.210.  33o.  496.  715.... 

6e 1.6.21.56. 126. 262. 462.  792. 1287.2002. . . . 

7e 1.7.28.84.210.462.924. 1716.3003. etc. 

489.  Voici  la  loi  que  suivent  ces  nombres  : Chaque  terme  est 
la  somme  de  celui  qui  est  à sa  gauche , ajouté  à celui  qui  est 
au-dessus  ; 2002  — 1287  -j-  715.  De  cette  génération,  com- 
parée à celle  du  tableau,  page  G,  on  conclut  que  les  nombres 
sont  les  mêmes,  mais  rangés  dans  un  ordre  différent.  Une  ligne 
de  ce  dernier,  telle  que  1.7.21.35...  est  ici  une  hypoténuse;  on 
a donc,  Tz=z[m  C (p — 1)],  pour  valeur  d’un  terme  quelconque 
d’ordre  p , ou  pris  dans  la  ligne  p%  et  sur  une  hypoténuse  me. 
Prenons  deux  lignes  consécutives  : 


©n  a 


(p  — i)^ordre...i  .a  ... . q > r . s . t .v  . . . , 


j4  rrz  1 — f-  a 


. . . . . 1 . .jSl . . . . * l .1 . ' y . jI  ..... , 

+ S = R+s,  T=S  + t ... 


i°.  Ajoutant  toutes  ces  équ.,  il  vient  T=  1 -f-  a...r  -f-  $ + 
ainsi,  un  terme  quelconque  T est  la  somme  de  tous  les  termes 
de  l’ordre  précédent,  jusqu’à  celui  t qui  est  dans  la  même  co~ 


2,. 


20 
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lonne  : ou  bien , le  terme  général  de  l’ordre  p est  le  terme 
sommatoire  de  l’ordre  p — 1 . 

2°.  On  verrait  de  même  qu 'un  terme  est  la  somme  de  la 
colonne  précédente  limitée  au  même  ordre.  C’e^  d’ailleurs  ce  qui 
résulte  de  ce  que  la  pe  colonne  est  formée  des  mêmes  nombres 
que  l’ordre  p ; car  ces  termes  ; deux  à deux,  sont  ceux  qui  se  repro- 
duisent dans  une  même  hypoténuse,  comme  étant  à distance  égale 
des  extrêmes  (' voy . p.  5,  2°.). 

3°.  Sur  une  hypoténuse,  les  termes  se  dépassent  d’un  rang 
dans  les  lignes  consécutives  ; tels  sont  T et  u.  Si  X’  est  le  7i e 
terme  de  l’ordre  p,  ou  dans  la  ne  colonne  et  la  pe  ligne , v est 
3e  (ra-f- 1)€  terme  de  l’ordre  p — î ; le  terme  de  la  ligne  précé- 
dente est  le  C n + f)  e de  l’ordre  p — 2 ...  ; pour  remonter  jus- 
qu’au 2e  ordre  1.2. 3. . .771,  il  faut  donc  au  rang  n ajouter  p — 2r 
différence  des  deux  ordres  ÿ c.-à-d.  que  le  terme  m,  n°  de  l’hy- 
poténuse, s’y  trouve  occuper  le  rang  n -j-  p — 2, 

m ~ n -f-  p — - 2 ; 

l’équ.  T—  mC  ( p — 1)  revient  donc  à (p.  4) 

T—  [0+p  — 2)  c(p  — O ou  O1  — OD  0°)> 

Ou 

^ n 11-]-  1 n -f-  2 71  -f  P — 2 pp-f-i  p-\~n — 2 

jj  ; — _ # „ • • • — — — • — • — — * . , ■ * - 

12  6 p — 1 12  n — 1 

en  développant  par  Féqu.  (3)  p.  4>  et  prenant  les  facteurs 
du  numérateur  en  ordre  inverse.  On  emploie  de  préférence  la 
ire  ou  la  2e  de  ces  expressions  du  terme  général  T,  selon  que 
p est  ou  n.  On  vérifie  même  ici  que  le  11e  terme  de  l’ordre  p 
«st  le  même  que  le  pe  de  l’ordre  n. 

En  posant  p = 3,4,5,...  on  a 

3e  ordre,  i.3.  6.10...  T~\  n (11  -f-  1)  = (77 -f*  1)  C2,  ; 

4e 1 «4*  ^ 0*20. . . T -g-  7 1 (jï  -f-  1 ) (jl  — f—  2)  — ^ (gl  — 2)  (2  3 j 

5e.  . . é . . i.5.i5.35...  T -f- 1)  ( n -{-2)  {n  +3)  ; 

etc. 


1 
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Four  développer  (:r  -f-  a)~h}  on  a (n°  /\%o. , 4°0 

i » — h)  \h  (h  -f  1),  —%h(h  + 0 (fc  + a),.  ./ 

pour  coefficient;  quand  h est  entier,  ces  facteurs  rentrent  dans 
î’équ.  (io),  où  p est  remplacé  par  h ; ainsi,  les  coefficiens  suc- 
cessifs T’ de  la  puissance  — h d’un  binôme  , sont  la  pe  colonne , 
ou  la  pe  ligne  de  notre  tableau,  avec  des  signes  alternatifs  : 

zh  T7 (h  -f-  n — 2)  C (/z  — i ) ou  (n  — i). 

Par  ex.  (x  zh.a)~l  coeff.  î.  qz  î i.  qz  î.-f-  i..„ 

(x  zh  a)~ 2 î . zp  2 . 3.  qz  4*  5... 

(x  zh  a)-3 i.  +3.  6.  qzio.  1 5 . . . 

(x  zh  a)~X  . . . . î.  zp  4*  io.  zp  20.  35... 

Pour  obtenir  le  terme  sommatoire  X,  ou  la  somme  des  n 
1ers  termes  de  l’ordre  p,  dans  le  tableau  n0  489  j il  suffit  (i°.) 
de  chercher  le  ne  terme  de  l'ordre  p -p-  1 > c.-à-d.  de  changer 
dans  (îc)  p en  p -j-  1. 

En  comparant  les  termes  Ty  t et  S , on  a 
T ~mC  (p—  1)  , t = (jn — 1)  C (p — 2),  S = (771 — 1)  C (p— 1). 
Développons  et  réduisons  (équ.  3,  n°  47Q  > nous  trouvons 


Tr=z 


— n-i-p  — 2 ^ g n-hp  — a 


xr 


(u). 


7Z I p 1 

Ces  formules  servent  à déduire  les  uns  des  autres  et  de  proche 
en  proche  les  termes  qui  composent  soit  la  ligne  pey  soit  la  ne 


colonne.  Par  ex.  p = G donne  T 


n —f“  4 


zz 


. S ; faisant  n = a , 


3,  4,. . . on  trouve  f , |,  §,  f , . . . pour  les  multiplicateurs  de 
chaque  terme  S du  6e  ordre,  donnant  au  produit  le  terme 

ry  4_  5 

suivant  T . Pour  71  — 7,  7'  — ^ . t,  donne  7,  fac- 

teurs qui  servent  à passer  d’un  terme  t de  la  7e  colonne  au  sui- 
vant T. 

Cette  équ.  (11) , où  l’on  change  p en  p -j-  1 , T en  2,  £ en  T 


32 


ALGÈBRE. 


. p -f-  n — i 

devient  2 = 

P 


X L\  équ.  qui  exprime  la  somme  2 


de  la  série  d’ordre  pe  arrêtée  au  ne  terme  T.  Ainsi,  pour  le 
7e  ordre,  2 = y (/z  -f-  6).  l'\  la  7e  série,  arrêtée  au  9 e terme 
5oo3,  a pour  somme  jXi5 ,5oo3  ou  6435. 

490.  Nous  avons  pris  pour  origine  de  notre -tableau  la 
série  1.1.1...,  prenons  1 . <î\  . . , et  suivons  la  même  gé- 

nération • le  2e  ordre  sera  l’équidilFérence  1. 1 -f-J\  i-j-2^. 
et  ainsi  des  ordres  suivans  , comme  on  le  voit  dans  ce  tableau , 
dont  le  précédent  n’est  qu’un  cas  particulier. 


Ier  ordre 

I . 

b 

J'  . 

<T  . 

(T . • • « 

2e 

I . 

I 

b 

1 

4- 

2cf. 

1 

4 

3cT  . 

1 

4 

4b. . 

3e 

I. 

2 

4 

«T. 

3 

-f- 

3b 

4 

4 

6<T  . 

5 

+ 

10b . . 

4e 

I . 

3 

-h 

b 

6 

-h 

4cT. 

10 

4- 

tocT  . 

i5 

4- 

20b . . 

5® 

I . 

4 

-t- 

b 

10 

4 

5b 

20 

4 

t5cT  . 

35 

4- 

35b . . 

6e 

I . 

5 

-f- 

b 

i5 

4 

6b 

35 

4- 

2 1 «T  . 

70 

4 

56b  . . 

Il  est  visible  que  tous  les  termes  ont  la  forme  Tz=zA  -f-  Bê"; 
et  rapprochant  les  nombres  de  ceux  du  ier  tableau,  on  trouve 
que  A est  le  terme  de  même  rang  11  dans  l’ordre  précédent  p — 1 , 
et  que  le  facteur  B est  le  terme  de  même  ordre  p dans  le  rang 
précédent  n — 1 : 

T z=.ne  terme  de  l’ordre  p — i-f-[(/2 — i)ff  terme  de  l’ordre 


T — [(/i  -f"  P — 

T=  (n—  1)  - . 

2 


3)  C {n  — 2)  ou  (p  — O]  _ 1 + È) , 

1+±...Ï+£=Ë(Z=±+  A 

6 p — 1 \n  — 1 / 


Tel  est  le  terme  général  de  ce  dernier  tableau.  Le  terme  som- 
mât oire  2 de  l'ordre  p,  est  le  terme  général  de  l’ordre  p -f-  1 , 
comme  ci-devant.  Par  ex.,  p— 2: 3 donne,  pour  le  3e  ordre, 


T = n -ff  nJ  (/?.  — 
* 

1.2.2.  2.  2 . . . 

I.  o.  5.  y . Q • • • • 

1 . 4.  9.  16.  2 5.  . . . 

T=  n» 

„ n -f-  1 2/î  — f-  1 


1)  , 2 — }dn  (rc-f-  1)  [i  -f-  l «È(n  — 1)]. 


1 . 3. 

1 . 4- 


3.  3.  3. 


7.  10.  io 
12.  22.  35. 

r 3/1—1 
1 = fi. 


2 = /i1 


2 

n 4 t 
2 


1 . 4 • 4 - 4 • * • * 

1.5.  9.10.... 

1.  6.  i5.  28 

T —n  (2/7.  — 1) 

n 4 1 4 n — 1 


1 — n 


3 
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On  fait  dans  le  ier  ex.  — 2 , et  les  quarrés  1.4-9- 16... 
dérivent  de  la  progression  impaire  1.0. 5. 7...;  dans  la  seconde 
série  =3,  etc. 

491.  Si  l’on  coupe  le  côté  al (fïg.  1)  du  triangle  alm  en  n — 1 
parties  égales  , aux  points  b , d,  f, . . - et  qu’on  mène  6c,  de,fg... 
parallèles  à la  base  Im,  ces  longueurs  croissent  comme  les 
nombres  1 .2 .3.4>  •••  En  plaçant  un  point  en  a,  2 en  b etc, 
3 sur  de,  4 sur  fg...,  la  somme  de  ces  points  depuis  a est 
successivement  1 .3.6. 10. ..  ; et  le  triangle  alm  contient  autant 
de  ces  points  qu’il  est  marqué  par  le  11e  de  ces  nombres  du 
3e  ordre,  qu’on  a,  pour  cette  raison,  nommés  triangulaires. 
Ces  points  sont  équidistans  quand  le  triangle  est  équilatéral. 

De  meme,  dans  un  polygone  de  m côtés,  on  mène  des  dia- 
gonales de  l’un  des  angles  a,  et  on  divise  ces  lignes  et  les  côtés 
de  l’angle  a en  parties  n — 1 égales  : joignant  par  des  droites 
les  points  de  même  numéro,  on  forme  n—~  1 polygones  qui  ont 
l’angle  a commun  et  m — 2 côtés  parallèles.  Les  périmètres  de 
ces  côtés  croissent  comme  1 .2.3-4  • - • Qu’on  place  un  point 

à chaque  angle  , un  au  milieu  des  côtés  parallèles  du  2e  poly- 
gone, 2 points  sur  chacun  des  côtés  du  3e, , , . ces  côtés  contien- 
dront 1,2,3,  ...  points  de  plus,  et  le  contour  des  771  — 2 
côtés  parallèles  auront  chacun  m — 2 points  dé  plus  que  dans  le 
précédent.  Faisons  iï'—m- — 2,  l’aire  de  notre  polygone  con- 
tiendra donc  des  points  (équidistans,  si  la  figure  est  régulière) 
en  quotité  marquée  par  le  11e  terme  de  la  série  du  3e  ordre, 
qu’on  tire  de  1 .<L2*h.3<h . . C’est  ce  qui  a fait  nommer  Carrés 
Pentagones , Hexagones ...  les  nombres  de  ces  séries,  dont 
nous  avons  donné  les  termes  général  et  sommatoire , pour 
ï — 2,  3,  4)  • - • ou  77i  = 4> .5  , 6 . . . En  général , on  appelle 
nombres  polygones,  tous  ceux  du  3e  ordre,  parce  qu’ils  peuvent 
être  équidistans  et  contenus  dans  une  figure  polygonale. 

Si  l’on  raisonne  de  même  pour  un  angle  trièdre,  on  verra 
que  la  série  1.4.10.20...  représente  la  quotité  de  points  qu’on 
peut  y placer  sur  des  plans  parallèles,  ce  qui  a fait  nommer  ce 
nombres  Pyramidaux . Les  nombres  polyèdres  composent 


/ 
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séries  du  4e  ordre , dont  nous  savons  déterminer  les  termes  géné- 
ral et  sommatoire,  en  faisant  p = 4 et  5.  L’analogie  a porté  à 
généraliser  ces  notions,  et  on  appelle  nombres  figurés  tous  ceux 
qui  sont  soumis  à la  loi  du  n°  4^9  > et  compris  dans  le  tableau 
précédent,  quoiqu’on  ne  puisse  réellement  représenter  tous  ces 
nombres  par  des  figures  de  Géométrie,  au-delà  du  4e  ordre. 

Sur  les  Permutations  et  les  Combinaisons  9 dans  le  cas 
ou,  les  lettres  ne  sont  pas  toutes  inégales. 


4q2.  Effectuons  le  produit  du  poly- 
nôme a -f-à-f-c. .. , plusieurs  fois  fac- 
teur,  en  ayant  soin  d’écrire , dans  cha- 
que  terme,  la  lettre  multiplicateur  au 
ier  rang , et  de  laisser  à sa  place  chaque 
lettre  du  multiplicande. 


a b -f~c.  . . 
ci  — f-  b — f-  c.  . 

aa-t~ab-{-ac.  . 
ba  -f -bb  -\-bc.  . 
ca-pcb  -f -cc.  . 


fi  -f-  b —f—  c . . . . 


C...aaa  -f-  àab  + aac.....-\-aba  -f-  abb-\-abc..,-\~aca  -f-  aeb... 

baa  -f-  bab  -f-  bac -f-  hba  -f-  bbb  -f-  bbc...-\-bca  -f-  bcb... 

caa  -f-  cab  -f-  cac, . ....+  cha...  et  ainsi  de  suite. 

Le  produit  B est  formé  des  arrangemens  2 à 2 des  lettres 
a , b , c . . . C , des  permutations  3 à 3 , . . . en  admettant  qu’une 
lettre  puisse  entrer  î , 2,3...  fois  dans  chaque  terme,  et  ainsi 
des  autres.  En  effet,  pour  que  deux  arrangemens  3 à 3 dont 
a est  initial , fussent  répétés  deux  fois  dans  C , ou  qu’un  d’eux  fût 
omis,  il  faudrait  que  le  système  des  deux  lettres  à droite  de  rz„ 
fût  un  arrangement  de  2 lettres  répété  lui-même  ou  omis  dans  B. 

Le  produit  Z?,  a m termes  dans  chaque  ligne,  et  m lignes; 
m étant  le  nombre  des  lettres  a,  b , c...  Ainsi,  il  y a ma  arrange- 
mens 2 à 2 ; le  produit  C,  a m lignes  chacune  de  m 2 termes, 
ce  qui  fait  m3  arrangemens  3 à 3.  . . enfin  mn  est  la  quotité  des 
permutations  n à n de  m lettres , quand  chaque  lettre  peut 
entrer  1,2,  3 ,.  . . et  jusqu  à n fois  dans  les  résultats,  n peut 
d’ailleurs  être  > m.  Par  ex. , 9 chiffres  pris  4 à 4 donnent  f,  ou 
656 1 nombres  différens.  ■ y 
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La  somme  des  arrangemens  de  m lettres  1 à 1 , 2 à 2 , 3 à 3,... 

771 n --  I 

n à est  m 4-  m?  4-  m3..,  4-  mn,  ou  m. .Avec  5 chiffres, 

1 771  1 

pris  seuls , ou  2,  ou  3 ensemble  , la  quotité  des  nombres  qu’on 
peut  écrire  est  | (53  — 1)  , ou  1 55. 

Soient  n dés  A,  B,  C. . . à / faces  marquées  des  lettres 
a,  b,  c...  ; un  jet  de  ces  dés  produira  un  système  tel  que 
abacc...  Si  l’on  prend  le  ?er  dé  A , et  qu’on  lui  fasse  présenter 
tour  à tour  ses  diverses  faces,  sans  rien  changer  aux  autres 
dés,  le  système  ci-dessus  en  produira/’;  ainsi  nos  tî  dés 
donnent  f fois  plus  de  résultats  que  les  (77,  — - 1)  autres  dés 
B , C...)  donc  deux  dés  donnent/’2  hasards,  3 dés  en  donnent/3, 
4 dés  f *,...  n dés  à f faces  produisent  ïn  hasards.  Nous  regardons 
ici,  comme  différons,  les  résultats  identiques,  lorsqu’ils  sont 
amenés  par  des  dés  différens. 

Si  le  Ier  dé  a /faces,  le  2 */',  le  3e f", . . . le  nombre  des 
hasards  est  / x/  Xf".  . • 

4q3.  Soient  77?.  places  vacantes  A , B , C...  qu’il  s’agit  de  faire 

occuper  par  m lettres  , savoir,  u par  ay  /3par  b , etc.  Cherchons  de 

combien  de  façons  on  peut  faire  cette  distribution  .11  est  clair  que 

pour  placer  les  & lettres  a,  il  suffit  de  prendre  a.  des  lettres 

A,ByCy...  et  de  les  égaler  à.  a : cela  se  peut  faire  d’autant  de  façons 

qu’il  est  possible  d’égaler  de  foisàzz,  ce  des  lettres  A , B , C.  % . 

[jnCef\  marque  donc  de  combien  de  manières  on  peut  faire 
« :•«  -- 

occuper  a places , sur  m qui  sont  vacantes. 

Il  reste,  dans  chaque  terme,  771— -^  places  vacantes,  dont  (2 
peuvent  être  remplies  par  la  lettre  b , d’autant  de  façons  qu’il 
est  marqué  par  (m  — a)  C/2  : le  produit  mCa  X ( m — ci)  C/S, 
indique  de  combien  de  manières  on  peut  distribuer  a lettres  rz, 
et  (2  lettres  6,  dans  m places  vacantes. 

Sur  les  m — u — /2  places  qui  restent  à occuper,  on  peut 
placer  y lettres  c,  et  chaque  terme  en  produit  un  nombre 
(777  — u — (2)  Cy, . . . etc.  ; ainsi , jusqu’à  ce  qu’il  n’y  ait  plus  de 
places  vacantes,  ce  qui  arrive  quand  on  a 6 CQ  = 1.  Donc,  si 

l’on  veut  distribuer  les  m facteurs  a^b^c? . . . de  toutes  les  ma- 
nières possibles , ou  former  tous  les  arrangemens  quils  peuvent 
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subir,  les  résultats  seront  en  nombre  marqué  par  N,  formule; 

(9)>  Paëe  10>  coefficient  du  terme  générai  d’uc  po- 

lynôme. 

Par  ex. } les  10  facteurs  éfb3csd  forment  des  permutations  en 
1 .2.3. . . 10 

nombre  N — — ^ — -= ou  12600.  Les  7 lettres  du  mot 

2.  o.  4x2. 0X2  ' 

Etienne  peuvent  être  arrangées  de  420  façons  différentes. 

Ce  coefficient  N exprime  aussi  combien  il  y a de  hasards 
qui,  avec  m dés  à f faces , peuvent  amener  un  résultat  donné. 
Car  si  ces  dés  ont  sur  leurs  faces  les  ^lettres  a , b , c et  si  l’on 
veut  que  u dés  offrent  la  face  a , ce  sera  comme  si  » lettres  a 
devaient  se  placer  dans  des  rangs  dont  le  nombre  est  m : ce 
qui  donne  mCa  hasards  pour  produire  a lettres  a.  Pour  que  /$ 
de  nos  m — «t  autres  dés  présentent  la  face  b , il  faut  de  même 
faire  remplir  $ places  sur  m — a vacantes  ; chacun  de  nos  résul- 
tats précédens  en  produit  donc  (m  — u)  Cf 3,  et  ainsi  de  suite. 

494-  Cherchons  les  combinaisons  des 
lettres  a,  b,  c,...  en  admettant  que 
chaque  facteur  puisse  entrer  plusieurs 
fois  dans  les  divers  termes  ( comme 
n°  492)  excepté  que  l’ordre  des  facteurs 
est  ici  indifférent).  Multiplions  plu- 
sieurs fois  par  lui-même  le  polynôme... 

a + ^ + f en  ne  prenant  pour  aaa-fbbb-\-  ccc-\~ddd... 

facteur  d’un  terme  a , b , c,....  que  -\-abb~\-bcc-\-cdd... 
les  termes  du  multiplicande  qui  sont 
dans  la  même  colonne  ou  à sa  gauche. 

C* 

Il  est  visible  qu’on  aura  pour  résultats 
successifs  les  combinaisons  demandées 


a-f- 
o— f— 


b-f-  c- f* 
b— f-  c-f* 


d. .. 
d ,. 


aa- j~  bb~ f-  cc-f-  dd... 
-f-  ab-\-  bc-j-  cd... 
+ ae  -f-  bd... 
4-  ad. . . 


<*\-aab  -\-acc  -f-  bdd... 
-f -bbc-\-add. .. 
-j-abc-j-ccd . . . 
-faac-\-  etc... 


\ _ r~r  \ ry 

2 a 2 , o a 0.  . . 


Quant  au  nombre  des  combinaisons,  chaque  colonne  d’un 
produit  contient  autant  de  termes  qu’il  y en  a dans  la  colonne 
qui  est  au-dessus,  plus  dans  celles  qui  sont  à sa  gauche.  Si 
1,  u,  p,  y,...  sont  les  nombre/  des  termes  des  colonnes  d’un 
produit,  ceux  du  produit  suivant  sont  donc  1 , \-\~a  , 1 +<*-+■  Æ >. 
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I + * + /3  — f -y...  Cette  série  se  tire  de  i.a.fi...  selon  la  loi 
des  nombres  figurés  (n°  489)  ; donc,  pour  les  combinaisons  2 à 2, 
les  colonnes  successives  contiennent  1 . 2 . 3.4*--  termes  ; pour 
les  combinaisons  3 à 3,  elles  en  ont  1 .3.6. 10...;  pour  celles 
p à p}  on  a la  série  du  pe  ordre.  Le  nombre  total  des  combinai- 
sons, ou  celui  des  termes  d’un  produit,  est  la  somme  de  la 
série,  étendue  à 2,  3,  4*-'  colonnes , selon  qu’on  a 1,  2,  3... 
lettres  à combiner;  pour  n lettres,  il  faut  ajouter  les  n iers  termes 
de  l’ordre  p,  c. -à-dire  prendre  le  11e  terme  de  l'ordre  p -f-  1 . 
Ainsi,  la  quotité  de  combinaisons  de  n lettres  p à p,  en  ad- 
mettant que  chacune  puisse  y entrer  i,  2,  3. . . p fois , est  le 
ue  nombre  de  l’ordre  p -fi-  1.  Il  faut  donc  changer  p en  p-fi  1 
dans  l’équ.  (10)  page  20  : 


T — [(«  -fip  1)  Cp  ou  ( n — 1)]  ...  (1 1)  ; 

p -f- 11  — 1 


nn±1npL  n±Lz^  = (p+l)P_±ï 


2 


2 


n 


n peut  être  ^>,  =ou  <fip.  Par  ex.,  10  lettres  4 à 4 donnent 
7 15  résultats  ; 4 lettres  10  à 10  en  donnent  286.  On  voit  d’ail- 
leurs que  n lettres,  prises  p à p,  et  p -fi-  1 lettres  prises  n—  1 à 
n — 1 , donnent  autant  de  combinaisons  , puisqu’on  peut  rem- 
placer n par  p -fi- 1 et  p par  n — 1 , sans  changer  T, 

Le  développement  de  {a  -fi-  b -fi-  c. . b)p  est  formé  (n°  480) 

d’autant  de  termes  de  la  forme  Na  oc...  qu’on  peut  prendre 
de  nombres  différens  pour  les  exposans  a , y,...  leur  somme 

demeurant  — p.  La  quotité  totale  des  termes  est  donc  égale  à 
celle  des  combinaisons  p à p qu’on  peut  former  avec  les  n 
lettres  a,  b , c,...  en  leur  attribuant  tous  les  exposans  de  zéro 
à p.  Il  est  clair  que  T est  le  nombre  de  tenues  de  la  puissance  p 
du  polynôme  a -fi  b -f-  c... 

Si  l’on  veut  la  somme  des  combinaisons  de  n lettres  1 à 1 , 
2 à 2, ...  p à p,  il  faut  ajouter  le  ne  nombre  des  ordres  : acc^  sifs 
i.2.3.  .p  4-  1 dans  le  ta1  laau  du  n°  89  ou  la  11e  colonne, 
qu’ofl  sait  avoir  pour  somme  le  fn  4-  i)?  nombre  de  m ême 
ordre  p -fi  1.  Changeons  donc  n en  n -fi  1 dans  l’équ.  (11),  et 
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nous  aurons,  pour  la  somme  demandée, 

S — [_{n  -J-  p)  Cp  y ou  n ] — r. 

Cette  unité  soustractive  répond  aux  combinaisons  zéro  à zéro, 
qu  on  doit  omettre  ici.  Par  ex.,  5 lettres  combinées  depuis  î à i, 
jusqu’à  4 à 4>  ou  4 lettres  de  î à i jusqu’à  5 à 5,  donnent  ce 

nombre  de  résultats  — ---  f- ^ — i — 12b. 

i .2.0.4 

si  r on  veut  les  combinaisons  depuis  p à p,  jusqu’à  p à p\ 
on  applique  deux  fois  la  formule  (aux  nombres  p et  p ')  et  on 
retranche  les  résultats.  5 lettres  prises  de  4 à 4 jusqu’à  G à 6 

forment  4G1  — 125,  ou  35G  combinaisons. 

! 

4q 5.  Proposons-nous  d’avoir  toutes  les  combinaisons  des 

lettres  du  monome  a^b^c^...,  prises  1 à 1 , 2À  2, 3à  3 , jusqu  à 
la  dimension  «-M  + r-  Les  exposans  1 , 2 , 3,...  a peuvent 
affecter  a ; de  même  1 , 2 , 3, ...  /3  pour  etc.  ; la  question  se 

réduit  visiblement  à trouver  tous  les  diviseurs  de  a^b^c* . . . , qui 
sont  les  termes  du  produit  (note  page  01  du  ier  vol.) 

(1  -f-  a -f-  a2. . .a*)  (1  -f-  b -f-  b%. . .^)  (1  + c. . .c^)  . . . 


Le  nombre  des  termes,  ou  celui  des  combinaisons  demandées 
est  (1  +4)  ( 1 “H $)  (1  -(- y)...  Par  ex. , a5b^c3dÂ  a 3Go  diviseurs 
(G. 5.4-3)  en  y comprenant  1 ; il  y a donc  35g  manières  de 
combiner  les  facteurs  1 à 1 , 2 à 2 , etc. 

Et  si  l’on  ne  veut  que  ceux  de  ces  diviseurs  qui  contiennent  a, 

comme  les  autres  divisent  et  que  ceux-ci  sont  en 

nombre  (1  -f-  /3)  ( 1 -f-  y)  . . . , en  les  retranchant , il  reste 
et,  (1  -f -(6)  (i-f-y)...  pour  la  quotité  des  diviseurs  qui  admettent  a : 
comme  si  l’on  eût  apporté,  près  de  toutes  les  combinaisons  sans  a, 
les  facteurs  a,  a 1%  a3,... 

Pour  savoir  combien , parmi  les  diviseurs  de  ctb^ <? . . il  en 

est  qui  renferment  ambn , je  prends  tous  ceux  de  (? df . . .,  dont 

le  nombre  est  (1  + y)  (1  -f- «T)...,  et  j’apporte  a,U b™  près  de 
chacun  : les  résultats  sont  donc  en  nombre  égal. 


ê 
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Notions  sur  les  Probabilités. 

» 

4g6.  Quand  on  attend  un  évènement  du  hasard,  la  prudence 
consiste  à réunir  le  plus  grand  nombre  de  chances  favorables  : 
l’évènement  devient  probable  à raison  de  la  valeur  et  de  la 
quotité  de  ces  chances.  Des  évènemens  sont  également  possibles, 
quand  il  y a autant  de  motifs  d’espérer  que  chacun  arrive, 
en  sorte  qu’il  y ait  une  égale  indécision  pour  présumer  celui 
qui  sera  réalisé , et  que  des  joueurs  , qui  se  partageraient  ces 
chances  en  même  nombre  pour  chacun , eussent  des  motifs 
égaux  d’espoir,  et  un  droit  égal  à le  voir  se  vérifier.  O11  juge 
-du  degré  de  probabilité  d’un  évènement,  en  comparant  le 
nombre  des  chances  qui  l’amènent  au  nombre  total  de  toutes 
les  chances  également  possibles. 

La  probabilité  se  mesure  par  une  fraction  dont  le  dénomi- 
nateur est  la  quotité  de  tous  les  évènemens  également  possibles , 
et  dont  le  numérateur  est  le  nombre  des  cas  favorables.  Je  veux 
amener  5 etn  avec  deux  dés  dont  les  faces  portent  1 , 2,  5,  4> 

5 et  6 ; il  n’y  a que  deux  cas  , sur  36  également  possibles , de 
voir  5 et  2 arriver;  donc  la  probabilité  est ~ ou  Si  j’espère 
amener  7 pour  somme  des  points,  je  compte  trois  cas  doubles, 
qui  me  sont  favorables  , 5 et  2 , 6 et  1 , 4 et  3;  j’ai  donc  ou  -g, 
pour  probabilité  : il  y a 1 à parier  contre  5 qu’on  réussira. 

Il  faut  donc  nombrer  toutes  les  chances  possibles  et  égales , 
puis  celles  qui  sont  heureuses , et  former  une  fraction  de  ces 
deux  nombres . Quand  la  probabilité  est  i,  il  y a vraisem- 
blance; incertitude  , si  cette  fraction  est  c.-à-d.  qu  on  peut  in- 
différemment parier  pour  ou  contre  T évènement.  La  probabilité 
devient  certitude  quand  la  fraction  est  1 , puisque  tous  les  évè- 
nemens possibles  sont  alors  favorables.  En  réunissant  les  proba- 
bilités pour  et  contre  un  évènement,  on  trouve  toujours  l’unité. 

Nous  allons  faire  plusieurs  applications  de  ces  principes. 

Sur32  cartes  mêlées,  12  sont  des  figures,  20  des  cartes  blanches; 
la  probabilité  d’amener  une  figure , en  tirant  une  seule  carte , 


3o 
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est  jf  = |.  Il  y a donc  3 à parier  contre  5 qu’on  amènera  une 
figure,  5 contre  3 qu’on  tirera  une  carte  blanche. 

Sur  m cartes,  il  y en  a p d’une  sorte  désignée  ; quelle  est  la 
probabilité  d’en  tirer  m'  qui  soient  toutes  de  cette  espèce?  Le 
nombre  des  cas  possibles  est  mCm  \ celui  des  cas  favorables 

/>  r 

est  pCm\  la  probabilité  demandée  est  — ;.  Sur  un  jeu  de 

m Cm 

52  cartes,  par  ex.,  il  y a i3  cœurs  ; en  tirant  3 cartes  au 
hasard , la  probabilité  qu’elles  sont  toutes  trois  des  cœurs  est 
i5C3  :52C3  ou  xlf-—,  environ 

Sur  m cartes , il  y a a cœurs , a!  piques  ...  ; on  tire  jn-\-m” 
cartes;  quelle  est  la  probabilité  qu’elles  sont  m cœurs  et 
m " piques?  mC  ( m ' -f- m")  est  le  nombre  de  tous  les  hasards 
possibles.  Les  a cœurs,  combinés  m'  à rri , forment  aCm  sys- 
tèmes ; les  a' piques,  a Cm”  : en  accouplant  ces  chances,  le 
nombre  des  favorables  est  [_aCm'~]  . [a  Cm”~\  ; c’est  le  numé- 
rateur cherché.  Il  serait  [_aCm^\  . [a  Cm‘~] . \ja”  Cm"~] , s’il  y avait 
en  outre  a”  carreaux  dont  on  voulût  tirer  m!” , etc. 

La  roue  de  loterie  contient  m numéros  dont  on  tire  p ; un 
joueur  en  a pris  m'  ; quelle  est  la  probabilité  qu’il  en  sortira 
précisément  p'  ? Le  nombre  total  des  chances  est  mCp , dénomi- 
nateur cherché.  On  a trouvé  (n°  478)  nombre  des  chances 
favorables  ; ainsi,  le  numérateur  est 

X = [ (771  — m)  C (p  p')]  . \jn  Cp'~] . 

Dans  la  Loterie  de  France  , tu  = 90,  p — 5 : le  dénominateur 
est  90  Ch  = 43  94.9  268.  Qu’un  joueur  ait  pris  20  numéros, 
par  ex.,  m ~ 20  ; s’il  veut  qu’il  en  sorte  précisément 

1 = p',  numër.  20  [70C4]  probabii.  0,4172 

2 = p 2o.j#.[7c6’3]  b....  0,2367 

3 = p'  2o.^.^.[7oC2] 0,0626 

4 = p'  [aoCQ.70  0,0077 

b ~ p [2oC5] 


o/)oo3. 


.Si  l’on  veut  qu’il  sorte  au  moins  1 numéro,  c.-à-d.  qu’il  en 


PROBABILITÉS. 


sorte  i,  2,  3,  4 ou  5 , il  faut  prendre  la  somme  0,7245.  Pour 
qu’il  en  sorte  au  moins  2 , ajoutez  ces  résultats,  excepté  le  ier  ; 
la  probabilité  est  0,307b,  etc.  Si  vous  voulez  qu’il  ne  sorte 
aucun  numéro,  faites  p nul,  ou  prenez  le  complément  de 
0,7245  à 1 ; vous  aurez  0,2755. 

Ces  problèmes  peuvent  s’énoncer  ainsi  : sur  m cartes  , il  y en 
a m ' désignées  ; on  en  tire  p , et  on  veut  qu’il  y en  ait,  ou  pré- 
cisément, ou  au  moins , p'  prises  parmi  les  désignées  : trouver 
la  probabilité?  Par  ex.,  un  joueur  de  piquet  a reçu  12  cartes, 
d’où  il  conclut  que  , parmi  les  20  autres  , il  y a 7 cœurs  ; quelle 
est  la  probabilité  que  s’il  reçoit  encore  5 cartes,  il  y aura  pré- 
cisément 3 cœurs  ? m — 20,  ni  ~ 7,  p = 5 , p = 3;  d’où 

, u [i3Cq].[7C3]  2730  . ? . 

recuite  —Mr = environ  En  raisonnant 

2060  iboc4 

comme  ci-dessus,  on  aurait  pour  la  probabilité  qu’il  viendra 


au.  moins  3 cœurs,  , 


ou  environ 


29* 


On  a dans  une  bourse  12  jetons,  dont  4 blancs  ; on  en  tire  7, 
qu’elle  est  la  probabilité  qu’il  y en  a précisément  3 blancs  ? 
m = 12,  m — 4 , p — 7,  p = 3,  d’où  on  tire  , à peu  près 
La  probabilité  de  tirer  au  moins  3 jetons  blancs  sur  7 est  ~. 


497.  Deux  évènemens  A,  A'  sont  amenés  par  p,  p causes; 
il  y en  a p,  q qui  s’y  oppos'ent  ; on  admet  qu’ils  peuvent  arriver 
ensemble  ou  séparément ,-  et  qu’ils  sont  indépendans  l’un  de 
l’autre;  on  demande  quelles  sont  les  probabilités  de  tous  les 
cas.  Imaginons  deux  dés,  l’un  à p -f-  q faces  colorées,  p en 
blanc , q en  noir  ; l’autre  à p'  -f-  q'  faces  colorées , p'  en  rouge , 
q'  en  bleu  : il  est  visible  que  le  jet  de  chacun  de  ces  dés  séparé- 
ment, amène  des  résultats  comparables  à nos  deux  évènemens. 
A sera  réalisé,  si  l’on  amène  l’une  des  p faces  blanches,  et  il 
ne  le  sera  pas , si  l’on  amène  l’une  des  q faces  noires  , etc.  Le 
nombre  total  des  hasards  (p.  2&)  est  (p -{-</)  (p'  -f-  q') , déno- 
minateur commun  de  toutes  nos  probabilités. 

Si  l’on  veut  qu’une  face  noire  et  une  rouge  arrivent  ensemble, 
les  q faces  noires  et  les  p ' rouges  olfrent  p'q  combinaisons  ; ce 
bout  les  cas  favorables  ; donc  la  probabilité  est 


32 


ALGÈBRE. 


= x _J1*_  - 

(p+q)  (p'-M')  p + 7 p+q’ 


c’est  celle  de  voir  arriver  ^ sans  que  A ait  lieu.  Il  en  sera  dé 
même  des  autres  cas. 

Observez  que  nous  avons  ici  le  produit  des  probabilités  rela- 


tives à chacun  des  évènemens  souhaités  ; donc  si  des  évènemens 
sont  indépendans  les  uns  des  autres,  l a probabilité  qu  ils  arrive- 
ront ensemble  est  le  produit  de  toutes  les  probabilités  relatives  à 
chacun  séparément.  Ce  théorème  des  probabilités  composées 
n’est  ici  démontré  que  pour  deux  évènemens  ; mais  s’il  y en 
avait  un  3e  A",  ou  un  3e  dé  à p"  -j-  q'r  faces , le  même  raisonne- 
ment s’appliquerait , et  justi lierait  la  conséquence  énoncée. 

Par  un  jet  de  deux  dés  à 6 faces,  on  veut  amener  4 et  as  > 
quelle  est  la  probabilité  de  succès?  En  ne  considérant  qu’un  dé, 
il  y a 6 hasards,  dont  deux  favorables  (4  ou  as),  probabilité 
simple  f ou  J $ mais  ce  1er  cas  étant  arrivé  , le  se  dé  doit  encore 
amener  l’autre  point  (as  ou  4),  autre  probabilité  simple  £*,  donc 
probabilité  cherchée  JX  £ = fs'»  comme  si  l’on  eût  comparé 
les  2 cas  favorables  , aux  3b  hasards  possibles. 


On  a séparé  les  couleurs  d’un  jeu  de  3s  cartes,  en  4 paquets  , 
8 cœurs , 8 carreaux,  etc.  ; on  demande  combien  on  peut  parier 
d’amener  l’une  des  3 figures  de  cœur?  Comme  on  ignore  quel 
est  le  paquet  qui  contient  les  cœurs  , J est  la  probabilité  simple, 
qu’on  s’adressera  à cet  assemblage  : mais  dans  ce  cas  même , 
sur  8 cartes,  il  faut  tirer  l’une  des  3 figures,  autre  probabilité 
simple  donc  celle  qu’on  demande  est  composée  des  deux 


? 

3a* 


précédentes  , ou  3 

Quand  les  probabilités  se  composent , elles  s’affaiblissent , 
puisqu’elles  résultent  du  produit  de  plusieurs  quantités  < 1. 
Un  homme,  dont  la  véracité  m’est  connue,  m’atteste  un  fait 
qu’il  a vu*,  j’évalue  à £ la  probabilité  qu’il  ne  veut  pas  me 
tromper,  et  qu’il  n’a  pas  été  induit  lui-même  en  erreur  par  ses 
sens.  Mais  s’il  ne  tient  le  fait  que  d’un  témoin  aussi  véridique  , 
la  probabilité  n’est  plus  que  de  ^xA>ou  rh , à peu  près 
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S’il  y avait  ainsi  20  intermédiaires 


on  n’aurait  plus  que 


c.-à-d.  pas  même  £ : il  y aurait  7 à parier  contre  1 que  le  fait 
transmis  est  faux,  quoique  tous  les  intermédiaires  soient  égale- 
ment véridiques.  On  a comparé  cette  diminution  de  la  probabilité, 
à l’extinction  de  clarté  des  objets,  vus  par  l’interposition  de  plu- 
sieurs morceaux  de  verre. 

498.  Quand  les  probabilités  simples  sont  égales  entre  elles  , 
le  résultat,  ou  produit,  est  une  puissance  de  cette  quantité.  Un 
évènement  A est  amené  par  p causes , il  y en  a q qui  s’y  op- 
posent; quelle  est  la  probabilité  d’amener  k fois  A enn  coups  ? 


Il  est  clair  qu’à  chaque  coup  la  probabilité  simple  est  — ~ - 

p-h  qf 

pour  A , et  — ~ — contre.  Si  l’évènement  se  réalise  h fois,  on 
P ~1~  q 

a la  puissance  k de  la  ire  fraction,  et  s’il  n’â  pas  lieu,  les  n — k 
autres  coups , on  a la  puissance  n — à de  la  2e.  Donc , 
en  multipliant  ces  deux  puissances  , il  vient  la  probabilité  com- 
posée 


pk . qn~k 


(p-f-qO 


n > 


qui  exprime  qu’en  n coups,  A sera  précisément  arrivé  h fois , 
l’ordre  de  succession  des  évènemens  étant  fixé  d’avance.  Mais 
si  cet  ordre  est  arbitraire,  il  faut  répéter  z autant  de  fois  qu’on 
peut  combiner  ces  résultats,  savoir  les  n fois  que  l’évène- 
ment A arrive,  avec  les  n — k où  il  n’a  pas  lieu , nCk  : donc 
z.[nCk]  est  la  probabilité  que  A arrivera  k fois  en  n coups  , 
sans  désigner  ceux  où  il  devra  se  réaliser. 


Et  si  l’on  veut  que  A arrive  au  moins  k fois,  on  changera 
ici  à en  à,  à + »...  . jusqu’à  n y et  on  prendra  la  somme  des 
résultats. 

Donc  le  dénominateur  de  la  probabilité  cherchée  est 
i le  numérateur  s obtient  en  développant  ce  binôme,  et  s’arrêtant 
au  terme  où  entre  pk , qu’on  prendra  sans  ou  avec  son  coefficient, 
selon  qu’on  voudra  avoir  ou  n’avoir  pas  égard  aux  k rangs  où  A 
2. 


% 


o 
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se  réalise  en  n coups.  Et  si  l’on  veut  que  A arrive  ail  moins  k fois, 
et  au  plus  k'  fois,  en  n coups , on  ajoutera  tous  les  termes  où  p 
a les  exposans  k,  k 1 , . . . k'. 

Par  ex.,  un  dé  à 6 faces  en  a 2 qui  sont  favorables  à un 
joueur  ; il  faut,  pour  qu’il  gagne  , qu’en  5 coups  il  amène  3 fois 
Pune  ou  l’autre  (ou,  en  un  seul  jet  de  5 dés,  il  faut  que  3 faces 
soient  favorables)  ; on  demande  la  probabilité  de  gain?  J’ai 

p — 4>  Puis  (P  + qY  ~ 


1 6 coups  qui  amènent  4 fois  l’une  des  faces  favorab. 
128 3 


384 

5l2 

256 


2 

1 

O 


Somme—  1296  — (p  -f-  qY)  dénominateur  des  probabilités. 


Donc,  la  probabilité  d’amener  précisément  3 fois  l’un  des  cas 
favorables  est  yy^fg-  ou  -y;  on  divisera  par  le  coefficient  4,  si 
l’on  doit  désigner  l’ordre  où  ils  arrivent,  et  on  aura  ; enfin  , 
ajoutant  les  deux  1ers  nombres , on  a ou  pour  la  pro- 
babilité que  les  faces  favorables  se  présenteront  au  moins  3 fois. 

Quel  est  le  sort  de  deux  joueurs  M et  N d’égales  forces;  il 
manque  6 points  à M pour  gagner  la  partie,  et  il  en  manque 
4 à N ? La  somme  de  ces  points  est  10  ; je  forme  la  9e  puissance 
cle  p q\  je  réserve  pour  Æf  les  4 !ers  termes  (où  l’exposant 
de  p est  au  moins  6),  je  prends  pour  N les  6 autres  termes; 
enfin  je  fais  p = q — 1.  Je  trouve  i3o  d’une  part,  382  de 
l’autre , et  la  somme  totale  5i2  : le  sort  de  My  ou  la  probabilité 
qu’il  gagnera,  est  , celle  de  N est  ^yf.  Si  la  partie  était 
rompue  avant  de  tenter  rien,  l’enjeu  devrait  être  partagé  entre 
M et  N dans  le  rapport  de  i3o  à 382,  à très  peu  près  comme 
1 à 3 : c’est  aussi  le  prix  qu’ils  doivent  vendre  leurs  prétentions 
à l’enjeu,  s’ils  consentent  à céder  le  droit  qu’ils  ont.  Quand  la 
force  des  joueurs  est,  par  ex.,  comme  3 à 2,  c.-à-d.  quand  M 
gagne  ordinairement  à Ar3  parties  sur  5,  ou  que  M cède  à N 
j point  sur  3 pour  égaliser  les  forces,  le  calcul  est  le  même  en 
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posant  p = 3 et  q — 2.  Dans  ce  cas  on  trouve  que  le  sort  de  M 
est  à celui  de  N environ  ::  14  ! i5. 

499.  Il  arrive  souvent  que  les  causes  sont  si  cachées,  ou  se 
croisent  d’une  manière  si  variée,  qu’il  est  impossible  de  les 
démêler  et  d’en  nombrer  la  multitude  : les  principes  exposés 
précédemment  ne  peuvent  plus  recevoir  d application  . On  con- 
sulte alors  l’expérience,  pour  s’assurer  si  les  évènemens  sont 
assujétis  à un  retour  périodique  , d’ou  on  puisse  conjecturer 
avec  vraisemblance  que  la  cause  inconnue  qui  les  a ramenés 
souvent  sous  un  ordre  régulier,  agissant  encore,  les  reproduira 
dans  le  même  ordre.  Le  nombre  de  ces  retours  est  substitué  a 
celui  des  causes  mêmes  , dans  les  calculs  de  probabilité.  Un  dé 
jeté  dix  fois  de  suite  a présenté  9 fois  la  face  a ; il  y a donc 
dans  l’action  qui  le  pousse,  dans  sa  figure,  sa  substance, quelque 
cause  cachée  qui  produit  le  retour  de  9 fois  la  face  a : si  100 
épreuves  ont  ramené  de  même  90  fois  cette  face  a , la  proba- 
bilité -j%  favorable  à ce  retour  acquiert  une  grande  force,  qui 
s’accroît  encore  quand  les  épreuves  multipliées  s’accordent  avec 
cette  supposition;  puisque  si  l’on  pouvait  faire  un  nombre  infini 
d’épreuves,  qui  toutes  présentassent  9 fois  sur  10  la  face  a, 
il  y aurait  certitude. 

C’est  ainsi  que  constamment,  l’expérience  a prouvé  les  faits 
suivans , dont  il  est  impossible  d’assigner  les  causes. 

i°.  Le  nombre  des  mariages  contractés  dans  un  pays  , pour 
une  durée  quelconque  déterminée , est  à celui  des  naissances  et 
à la  population  à très  peu  près  ! : 3 : 14  *.  3q6. 

20.  Il  naît  constamment  2 1 filles  sur  22  garçons. 

5°.  La  population,  le  nombre  des  naissances,  celui  des  morts 
et  celui  des  mariages  sont  : : 2 o3y  615:71  866  \ 67  700  fi  5 345  ; 
à très  peu  près,  par  an,  les  naissances  sont  le  28e,  les  morts 
le  3oe,  et  les  mariages  le  i32e  de  la  population.  La  différence 
des  naissances  aux  morts  est  l’accroissement  annuel  de  la  po- 
pulation. 

4°.  La  durée  des  générations  de  père  en  fils  est  de  33  ans. 

5°.  Le  nombre  des  morts  du  sexe  masculin  est  à celui  du 

3.* 
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sexe  féminin  ü 26  125;  et  dans  un  pays  quelconque,  le  nombre 
des  vivans  du  ier  sexe  est  à celui  du  2e  II  33  l 29. 

6°.  La  moitié  de  toute  population  est  au-dessous  de  25  ans3' 
et  tous  les  25  ans,  une  moitié  est  renouvelée. 

70.  En  France , le  66e  de  la  population  se  marie  chaque 
année. 

8°.  Les  rebuts  annuels  de  la  Poste  aux  lettres  sont  de  19000. 

€ÏC  ê • • 9 • 

C’est  sur  ces  considérations  qu’on  établit  les  Tables  de  popu- 
lation et  de  mortalité  : on  peut  consulter  à ce  sujet  Y Annuaire 
du  Bureau  des  Longitudes. 

Nous  ne  dirons  rien  de  plus  sur  la  doctrine  des  probabilités 3 
qui  est  si  étendue  qu’elle  fait  la  matière  de  Traités  spéciaux. 
Voyez  ceux  de  MM.  Laplace,  Lacroix,  Condorcet,  JDuyil- 
lard,  etc. 

II.  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS. 


Composition  des  Équations. 


% 


t 


5 00.  Après  avoir  transposé,  réduit  et  divisé  par  le  coëffîbient 
de  la  plus  haute  puissance  de  x,  toute  équation  à la  forme 

xm  -f-  pxm~l  -f-  qxm~* -f-  tx  -f-  u = o , 


que  nous  représenterons  , pour  abréger,  par  X—o  ; p , q u 
sont  des  nombres  positifs , négatifs,  ou  zéro.  On  nomme  Racine 
toute  quantité  a qui,  substituée  à x , réduit  X à zéro,  ou 
donne  am  -f-  pam~l + u = o. 

Soit  a une  quantité  prise  au  hasard  ; divisons  par  x — a le 
polynôme  proposé  X.  On  a démontré,  p.  i32  du  ier  vol. , que 
si  l’on  pousse  le  calcul  jusqu’à  ce  que  x n’entre  plus  dans  le 

dividende  , on  arrive  au  reste  am  -f- pam_1 + u ; expression 

qui  est  nulle  si  a est  racine,  et  qui  n’est  pas  nulle  si  a n’est 
pas  racine.  Donc  X est  ou  n est  pas  divisible  par  x — a;  selon 
que  a est  ou  n’est  pas  racine  de  réquation  X = 0. 
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En  outre , on  a vu  que  les  coefficiens  du  quotient  sont  de  la 
forme  am+pnm~I. . . + sa°)  en  sorte  que  chacun  se  déduit  du 
précédent  en  le  multipliant  par  a,  et  ajoutant  au  produit  le 
coefficient  s du  terme  qui , dans  X,  a la  même  puissance  de  x« 
Donc  pour  diviser,  par  ex. , 

x5  — 5x* -f  yx3  — 4^  — x-j-i3  par  x — a 
fl=2)  -fi  «-3  —2—5;  reste  -f  3, 

je  pose  le  coefficient  1 de  x5  sous —5;  je  multiplie  1 par  2,  valeur 
de  a,  et  j’ajoute  —5;  1X2— 5=—3  que  j’écris  sous  +75  de  même 

— 3X2+7“+i>  ffue  Ie  P°se  scms  — 4>  1X2' — 4— — 2,  etc... 

Les  nombres  de  la  2e  ligne  sont  les  coefficiens  du  quotient 

x4 3x3-f  xa — 2X  — 5,  le  reste  est  -f  3.  Voici  un  autre 

exemple  de  ce  calcul  où  la  division  réussit; 

4x5  + 6x4  — 8x3  — Bx2  + 5x  -f  2 par  x + 2 

© = — 2,  4-4v  —2  —4  4*  2 4- 1 ; reste  zéro. 

B01.  X=o  ayant  cl  pour  racine,  soit  Q'  le  quotient  exact 
de  X divisé  par  x — a , ou  X=  (x  — a)  Q ' ; Q'  est  un  poly- 
nome  du  degré  m — 1.  Or,  si  b est  racine  de  l’équ.  Q'  — o, 

x ù di  vise  exactement  Q4  et  prenant  Q pour  quotient  du 

degré  m — ■ 2 , on  a,  Q'  (x-~ù)  Q ,puisX^r;(x  -a)(x  • 

De  même , c étant  racine  de  Q"  ==  0 , et  étant  le  quotient 
de  Q";(x  — e),  on  aA“  (x  — a)  (x— ù)  (x— c)  Q'",  et 
ainsi  de  suite.  Le  degré  de  Q'Q'Q".,-  s’abaisse  d’une  unité  à 
chaque  facteur  binôme  qu’on  met  en  évidence  : après  m — 2 
divisions  successives,  il  y a donc  m-—  2 de  ces  facteurs,  et  le 
quotient  est  du  2e  degré,  décoinposabïe  lui-même  en  (x-ù)(x-  /)  ; 
donc,  en  admettant  que  toute  équ.  ait  une  racine , X est  formé 
du  produit  de  m facteurs  binômes  du  premier  de^iéi 

X = (x  *■—  d)  (x  ù)  (x  — r c)..  . . . . (x  ■“  /)• 

Cette  équ.  est  Identique , c.-à  d.  qu’il  n’y  a d’autre  différence 
entre  les  deux  membres  que  dans  leur  expression  analytique  ; 
différence  qui  cesse  dès  qu’on  exécute  le  calcul  indique.  Puisque 
le  2e  membre*  est  rendu  nul  lorsqu  on  prend  x — ci,  b } . . . . I s 
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3 équ.  X ==  o a m racines , qui  sont  les  2es  termes , en  signes 
contraires , de  ses  m facteurs  binômes  ( voyez  n°  5i6). 

Prouvons  qu 'un  binôme  x — a',  différent  de  ceux-ci,  ne 

peut  diviser  X.  Posons  X ~ Q (x  — a')  = Q'  (x a ),  et 

divisons  Q par  x — a' , r étant  le  reste  indépendant  de  x et 
q le  quotient,  on  a Q — (x  — a')  q -f-  r : en  substituant  et 
divisant  par  x — a il  vient 

r \ . rix — a) 

Q - {X  - a)  q + 

Cette  fraction  se  réduit  donc  à un  entier  <p,  si  r n’est  pas  nul* 
d où  r (x  aj  = <p  (x  — a').  Il  n’y  a ici  que  des  équ.  iden- 
tiques, qui  doivent  subsister  quelque  valeur  qu’on  attribue  à 3? 
(u.  n°  576“).  Faisons  x — a , r (et  — a)  = <p  (u  — a) , et  divisant 
la  ire  équ.  par  la  2e, 

x — a x — a'  , , , 

= 7 , d ou  x (a  — a)— a (ci  — a)  , 

et  — a et  —a  J J y 

x et  et  sont  quelconques  ; ainsi , cette  identité  ne  peut  subsister 
qu’autant  que  a ==  ci',  contre  l’hypothèse.  Il  faut  donc  que  r 
soit  zéro,  ainsi  x — a!  divise  Ç'  = (r—  b)  (x—  c)... , quoique 
a'  soit  différent  de  b , c...  On  prouve  de  même  que  x — ; a' 
divise  Q",  Q , enfin  x — If  ce  qui  ne  se  peut,  puisque  r(x— a) 
n’est  divisible  par  x — a qu’autant  que  r est  nul. 

Donc,  1°.  tout  polynôme  X n est  résoluble  quen  un  seul 
système  de  facteurs  binômes  du  ier  degré,  et  F équ.  X — ■ 0 ne 
peut  avoir  plus  de  m racines. 

20.  Si  le  produit  XJ  de  deux  polynômes  est  divisible  par 
x — a , X ou  Y l’est  aussi,  x — a rend  ce  facteur  nul  : et 
si  XY  est  divisible  par  P , les  facteurs  de  P doivent  se  trouver 
tous  dans  X et  Y,  etc.  . . (*). 


(*)  On  admet  ordinairement,  sans  démonstration,  que  si  le  produit  XX' 
est  nul  pour  a:  — a,  il  faut  qu’on  ait  X=  o,  ou  Xr  = o , ce  qui  est  évident 
si  a est  un  nombre  ; mais  quand  a est  imaginaire,  comme  on  ne  connaît  pas 
à priori  la  composition  de  ces  expressions,  on  ignore  s’il  ne  se  pourrait  pas 
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3°.  Toute  fraction  qui,  lorsqu’on  fait  x = « devient  f, 
a x — a pour  facteur  commun  de  ses  deux  termes  X *.  3 ^ et 
même  x — a peut  entrer  à une  puissance  quelconque  dans  l’un 
et  l’autre.  La  valeur  de  la  fraction  s’obtient  en  supprimant 
d’abord  les  facteurs  x — a , et  faisant  ensuite  x a , ainsi  » 
cette  valeur  est  nulle , infime  ou  finie , selon  que  * — a reste 
pour  facteur  dans  X ou  T,  ou  ne  reste  dans  l’un  ni  l’autre  , 
c.-à-d.  selon  l’exposant  que  porte  x — a dans  Xet  Y. 

4°.  Si  deux  équ.  ont  une  même  racine  a,  elles  ont  a:  a 

pour  facteur  commun.  C’est  ce  qui  arrive  pour  les  suivantes , 
où  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur  fait  découvrir 
x -f-  3 pour  facteur  de  l’une  et  de  1 autre, 

zx3  — — i'T'x  -f-  ûo  = o , x 6 oy x 84  = °- 

S’il  n’y  eût  pas  eu  de  diviseur  commun,  la  supposition  de  la 
coexistence  des  deux  équ.  aurait  été  absurde.  Quand  ce  diviseur 
est  du  2e  degré , il  y a deux  racines  communes  : les  autres  ra- 
cines sont  d’ailleurs  étrangères  au  problème. 

5°.  On  peut,  par  la  division  , abaisser  les  degrés  d’une  equ. 
d’autant  d’unités  qu’on  connaît  de  racines  (n°  5oo)  ,1a  recherche 
des  racines  et  celle  des  facteurs  étant  la  même  chose.  Les  fac- 
teurs du  2^-degré  sont  en  nombre  Jm(m  - 1)  (n°  47^)  i Pu^" 
qu’ils  résultent  des  combinaisons  2 à 2 de  ceux  du  1er  ( v . n°  52 1)  : 
ceux  du  3e  degré  sont  en  nombre  j m (m—  1)  (m  — 2) , etc. 

5o2.  Puisque  la  proposée  xm  + pxm~l . . .-f-  tx  -f-  u = o , 
est  identique  avec  (.x  — u)  (x — b)... , il  suit  de  ce  qu  on  a \u 
p.  126  , ier  vol. , que, 

i°.  Le  coefficient  p du  2e  terme  est  la  somme  des  racines  en 
signes  contraires; 

V.  Le  coefficient  q du  3e  terme  est  la  somme  des  produits 
djux  à deux  des  racines. 


faire  que  XX'  fût  nul  , sans  qu’on  eût  X~o  ou  X'  = o.  Il  nous  semble 
qu’on  ne  neut  regarder  cette  proposition  comme  évidente,  et  la  faire  servir 
de  preuve'au  théorème  ci-dessus.  : elle  s’ensuit  au  contraire,  ainsi  que  nous 
venons  de  le  faire  voir. 


J 
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o°.  r est  la  somme  des  produits  3 à 3 en  signes  contraires,  etc. 

Enfin , le  dernier  terme  u est  le  produit  des  racines , mais  en 
signe  contraire  si  le  degré  ni  est  impair . 

Quand  une  équ.  est  privée  du  2e  terme  pxm~\  la  somme  des 
racines  est  nulle  : s’il  n’y  a pas  de  dernier  terme  u , l’une  des, 
racines  est  = o. 

Transformation  des  Équations . 

5o3.  Soit  proposé  kxm  -f -pxm~l. . ;-\-tx  . . (î). 

Transformer  cette  équ.,  c’est  en  composer  une  autre  dont 
les  racines  y,  aient  avec  celles  x de  la  proposée  une  relation 
donnée  par  une  équ.  entre  x et  y,  Il  s’agit  donc  d’éliminer  a; 
entre  celle-ci  et  la  ire. 

Si,  par  ex.,  on  veut  diminuer  toutes  les  racines  .r  de  la 
quantité  i,  on  a x — i =c  y \ on  mettra  donc  i -f-  y pour  x 
dans  (i)  ; d’où 

h (.i+y)m+p(.i+y)"l~,+ci(i+y)'n-*. . .+t(i+y)+u  = o (a). 

Sans  nous  arrêter  à développer  les  puissances  de  i -f-jy,  il  suit 
de  la  loi  des  termes  successifs  dans  la  formule  du  binôme 
(n°  482)  , que  la  transformée  (2),  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  y,  est 

x -f  xy  + 1 xy * + ± x'y kym  = o : 

X est  la  somme  des  iers  termes,  ou  le  polynôme  proposé,  x 
étant  remplacé  par  i;  X'  se  déduit  de  X en  multipliant  chaque 
terme  par  l'exposant  de  i et  diminuant  cet  exposant  de  un;  X' 
est  ce  qu’on  nomme  la  DÉRIVÉE  de  X : X"  est  la  dérivée  de  X', 
X*  est  celle  de  X".  . . Ainsi,  on  peut  composer  les  coefficiens 
successifs  de  la  transformée,  sans  développer  les  puissances 
de  i y \ on  formera  : 

X =?  kim  + pim~l  + qim~* . . . 4-  ti  -f-  u , 

X — mkim~l  -f-  (m  — 1)  pim~ 2 -f-  ( m — 2)  qïm~ 3 . . . -f- 1 , 

X " ==  7 n (m  — 1 ) kim \m  — 1 ) (m  — s)  pi,n~3  -f* . . . etc . . . 
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Ainsi y pour  faire  x =:  y + 2 dans x3  — 5x2 -j-x  -{-7  ~ o,  on  a 
i3  — 5 ia+ï-4"7>  3P  — - 1 oi -{- 1 > — 10  : 

mettant  2 pour  i,  divisant  X"  par  s , on  a — 3,  — 7,  + 1, 

d’où  — 3 — 7V  44  y3  = o. 

\ 

Pour  augmenter  au  contraire  toutes  les  racines  x de  i>  il  faut 
poser  x ==  y — i , c.-à-d.  changer  ci-dessus  i en  — r,  ou  prendre 
en  signe  contraire  les  puissances  impaires  de  i. 

5o 4.  Comme  i est  arbitraire,  on  peut  en  disposer  de  ma- 
nière à délivrer  la  proposée  de  l’un  de  ses  termes.  Ordonnons  la 
transformée  (2)  selon  les  puissances  décroissantes  de  y : 


lkym-\-rnik  î m(m — 0** 

4p  4(m — i)ip 

4*7 

Pour  chasser  le  2e  terme , on  pose  mik  -\-p  = 0; 


y1*-**- h . . . 4 -ki 

-hpi 

4</z 


m 

m — 1 

m“2  etc. 


o. 


d’ 


ou 


X 


y — il. 

' mk 


Il  faut  changer  xeny  moins  le  coefficient  p du  2e  terme , divisé 
par  le  produit  du  coefficient  k d,u  i er  par  le  degré  m de  lécju.  : 
bien  entendu  que  sip  et  k sont  de  signes  contraires,  la  soustraction 
devient  une  addition  (y-h  > au  lieu  de  y— ) . Dans  la  transformée, 
la  somme  des  racines  est  nulle  ; on  a donc  augmenté  ou  diminué 
toutes  les  racines  d’une  quantité  i3  ce  qui  a rendu  les  parties 
positives  égales  aux  négatives. 

Le  calcul  est  plus  rapide  en  posant  x 4 y\  dévelop- 

* 

pant  la  puissance  m3  et  multipliant  par  ù,  on  en  tire  de  suite 
la  valeur  des  deux  iers  termes  hxm  -f-  pxm~'.  Par  ex.,  pour 
x3  — 6x2  4 4X  — 7 ~~  0 ) on  Pose  x ■—  2 — y,  d’après  notre 
théorème  : le  cube  donne  x3  — 6x2  r=  y3  — îsx  -f-  8,  et  la 
proposée  devient  y3  — 8x  -(-  1 —y3  — 8 y — i5  = o,  équ. 
demandée. 

Pour  x2  -\-pjç  4 q = o , on  fera  x 4 \ p = y , d’où 


• ♦ « «t 
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x + Px  =y  — i P2  et  la  transformée  y*  — \pz  — q.  On  en 
t*ie  y > Par  su^e  les  racines  x de  la  proposée;  on  a donc  un 
nouveau  moyen  de  résoudre  les  équ.  du  ae  degré. 

Si  1 on  veut  chasser  le  5e  terme , on  fera 


^ 77Z  (77X  — — 1 ) yji  -f - (777,  ] ) ip  4“  q ~ O y 

equ.  qui,  en  général,  conduirait  à des  valeurs  irrationnelles 
ou  imaginaires  de  i. 

-•  1 

Enfin,  pour  chasser  le  dernier  terme,  on  posera 

him  -f-  pim~l.  . u = o;  on  devra  donc  résoudre  la  proposée 
même  : et  en  effet  la  transformée  aurait  une  racine  de  y qui 
serait  ==  o , d’où  x = i. 

5co.  Pour  que  les  racines  x deviennent  h foi  s plus  grandes  , 
p osez ^ = hx\  mettez  donc  x.  — ^ dans  la  proposée  (i)'; 


kym 


E£Z  + i£?:..+&  + u 

hm~l  * hm~*  ' /»  * “ 


d’où  hym  -j~ phym~1  -f  qhfm~\..  -f  uhm  — o. 

Ce  calcul  revient  a multiplier  les  ternies  successifs  de  lécru.  (1) 
par  h°,  h1,  h\..  hm. 


Ooservez  que  si  la  proposée  n a pas  de  coefficiens  fraction- 
naires (et  on  peut  toujours  les  chasser  par  la  réduction  au  même 
dénominateur)  , en  posanty  = hx , c.-a-d.  en  faisant  l’arbitraire 
h — - k , les  deux  iers  termes  de  la  transformée  deviendront 


ym  pym  1 

“ — Tyr-, — '1  multipliant  ensuite  toute  l’équ.  par  hm~\  il  vient 


cette  équ.  y*  + pym~ » -f-  qkym~\..  -f-  ukm~l  = o , dégagée  du 
coefficient  du  1er  terme.  Ainsi,  pour  délivrer  une  équ.  des 
coefficiens  fractionnaires , on  la  réduit  d'abord  au  même  dé- 
nominateur, et  on  chasse  le  coefficient  k du  icr  terme  en  posant 
y =■  kx  ; calcul  qui  revient  à multiplier  par  k°i  k1,  k1...  hm~l  les 
coefficiens  , à partir  du  2e  terme. 


’ Soit,  par  ex. , l’équation  x£  — ® x3  + 4 x3  — 4 x 1 — 0 * 

yJ  * t)  4.  2.  î 

multipliant  par  12,  on  a 1 — 8x3  + ior2  — qr  — o; 
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faisant  x — f*  y > c.-à-d. , multipliant  les  facteurs  10 , 9 et  42 
respectivement  par  12,  122,  123,  il  vient 

y 4 — Sy3  + iao y2  — i2q6y  — 72676  = o. 

On  verra  aisément  que  pour  chasser  à la  fois  le  2e  terme  et 

y ~ — p 

le  coefficient  A:  du  1 er,  on  doit  faire  x — — — • 

Pour  que  les  racines  x deviennent  h fois  plus  petites , il  faut 
poser  x — hy,  c.-à-d.  diviser  les  coefficiens  successifs  de  la 
proposée  par  h°t  h\  h 2...  hm.  Le  calcul  précédent  donnait  à 
l’équ.  des  coefficiens  plus  grands  ; celui-ci  les  diminue , et  s’em- 
ploie dans  ce  but  ; mais  à moins  que  la  division  par  h , ù2...  ne 
se  puisse  faire  exactement , la  transformée  acquiert  des  coeffi- 
ciens fractionnaires.  Soit  l’équ.  x3 — i^x~  io368,  en  faisant 
x — 12 y,  on  a y3  — y x équ.  bien  plus  simple. 

5c6.  Yoici  encore  deux  transformations  utiles  : 

Si  l’on  pose  x — — y}  ce  qui  ne  change  que  les  signes  de  l’équ. 
de  deux  en  deux,  les  racines  positives  de  x deviennent  néga- 
tives pour  y y et  réciproquement. 

En  faisant  £ = les  plus  grandes  racines  de  x répondent 

aux  plus  petites  dejy,  et  réciproquement;  la  transformée  est 
dite  réciproque  de  la  proposée , Comme  x , xa...  xm  sont  rem- 
placés par  les  diviseurs  y,  y2.,.  y"\  en  multipliant  tout  par  ymf 
les  facteurs  x , a:2...  xm  se  trouvent  être  remplacés  par  ym~l> 
ym  2. • Y 1 » 1 i ce  calcul  revient  donc  à distribuer  les  puissances 
de  y en  ordre  inverse  de  celles  de  x\ 


pn  I ym~~ 1 *^y’n— 2 


, t 

, . • -J-  - -f-  U O y 

y 


d’où  uym  -j-  tym  1 -f-  sym’  a...  -j-  py  -j-  k = o ; 

et  si  l’on  veut  en  outre  chasser  le  coefficient  u,  on  posera 

y'  Il 

y — — ; d’où  x ■=  — ; transformation  qui  remplit  d’un  seul 

v 

coup  les  deux  conditions  imposées» 
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607.  Une  quantité  L , qui,  substituée  pour  x dans  une  équ. 

= 0)  donne  un  résultat  positif,  surpasse  toutes  les  racines  , 
quand  tout  nombre  >*  L dorme  aussi  un  résultat  positif,  puis- 
qu  aucune  valeur  de  x^>  L ne  donne  zéro.  Cherchons  la  limite 
supérieure  L des  racines. 

On  a prouve  (n°  gc))  que  A(xn — 1)  est  divisible  par  x — 1 t 
savoir , 


Jx”  = A(x  — 1)  {xn-l+xn~\..  + x + + 

Appliquons  cette  formule  à chacun  des  termes  positifs  de 
X = kxm  -f  pxm~"  + qxm~\..  ; il  vient 


(x 

! (x-i)xm’~3...+h 

+P 

"fp 

...+p 

•f*  q 

t •••-fq 

/ -f  p 

+q 


etc 


Mais  X doit  avoir  des  termes  négatifs,  puisque,  sans  cela,  au- 
cune valeur  positive  de  x ne  rendant  X nul,  zéro  serait  la  li- 
mite supérieure.  Laissons  ces  termes  négatifs  sous  leur  forme  , 
et  plaçons -les  dans  les  colonnes  où  x a le  même  exposant. 
Ces  coefficiens  exceptes,  tout  est  positif , pourvu  qu’on  prenne 
x 1 > mais  toute  colonne  où  entre  un  coefficient  négatif  — s , 
a la  forme  (k  +p  -f  q...)  (x—i)—Sf  le  facteur  der-i 
étant  la  somme  des  coefficiens  positifs  qui  précèdent  s ; il  est 
clair  que  le.  résultat  n’y  serait  négatif  qu’autant  qu’on  prendrait 
(h  +p  -f-  q...)  (x  — 1 x 5 ; 011  aura  le  signe  + si  on  fait 


x <£  1 -f- 


(M). 


Qu  on  en  dise  autant  de  chaque  colonne  où  se  trouve  un  terme 
négatif , et  qu  on  prenne  x — ; ou  la  plus  grande  des  quan- 
tités (M)  y le  polynôme  X recevra  une  valeur  positive,  et  cette 
valeur  (A/)  remplira  la  condition  exigee  pour  la  limite  cher- 
chée L%  Donc , divisez  chaque  coefficient  négatif  par  la  somme 
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des  positifs  qui  le  précèdent , prenez  la  plus  grande  des  frac- 
tions ainsi  obtenues  , ajoutez  un,  et  vous  aurez  une  limite  su- 
périeure des  racines . 

Pour  l’équ.  4x5  — 8a*  + z3x3  -f  i o5xa  — 802?  + 1 1 = o , 
on  divise  8 par  4 , et  80  par  4 -f  q3  -f-  io5 , f > ^ • donc 
1 f j ou  3 , est  x \o  est  limite. 

Observez  que  tout  nombre  plus  grand  que  la  valeur  (M)  , 
jouit  aussi  de  la  propriété  de  surpasser  toutes  les  racines  • met- 
tant zéro  pour p , q ...  on  trouve  x <fc  1 -j-  - ; et  comme  on  peut 

toujours  rendre  k — 1 , on  a coutume  de  dire  que  le  plus  grand 
coefficient  négatif  de  lequ.  pris  positivement  et  augmenté  de 
l unité } est  une  limite  supérieure  des  racines.  Cette  expression 
est  plus  simple  que  la  première,  elle  se  forme  à vue  et  sans 
calcul , on  la  préféré  quand  on  n a pour  but  que  de  démontrer 
des  propositions  générales.  Mais  lorsqu’on  procède  à la  re- 
cherche des  valeurs  numériques  des  racines , il  importe  de  choisir 
pour  limite  supérieure  un  nombre  qui  soit  le  moins  élevé  pos- 
sible ^ et  voisin  de  la  racine  la  plus  grande  ; il  est  plus  avanta- 
geux d employer  la  ire  limite  (3/),  et  même  celle  qui  résulte  du 
théorème  suivant. 

5o8.  Faisons  dans  X , x = L-j-y,  L étant  un  nombre  quel- 
conque ; la  transformée  est  (5o3)  X~\-X'y^-\Xny9...-{-kym~o‘, 
or,  si  l’on  prend  l’arbitraire  L telle  que  tous  les  coefficiens  X Xf 

...  soient  positifs,  aucune  valeur  positive  dey'  ne  pourra  sa— 
tisfaiie  a cette  equ.  \ les  valeurs  reelles  de  x correspondront 
donc  à des  racines  négatives  de  y = x — L , partant  Lf>x. 
Donc,  tout  nombre  qui  mis  pour  x dan»  X et  ses  dérivées  X\ 

X ...  t n en  rend  aucune  négative , est  une  limite  supérieure  des 
racines  de  x. 

Dans  l’ex.  cité,  les  dérivées  sont 

^ 32.r3-f-fty x*...,  8cu73 — g6x2- f-i38...,  2.40X9 — i^q,x...\ 

et  l’on  voit  aisément  que  x = 1 rend  la  proposée  et  ses  dérivées 
positives  ; ainsi  x < 1 , limite  plus  basse  que  celle  qui  avait 
été  trouvée- 
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Il  est  à remarquer  que  si  l’on  change  de  signe  les  puissances 
impaires  de  y,  ce  qui  revient  à poser  x—L-^-y,  les  racines 
réelles  d ey,  qui  étaient  toutes  négatives,  seront  devenues  po- 
sitives. On  sait  donc  , à V aide  de  la  limite  supérieure  des  ra- 
cines d'une  équ.  X — o,  la  transformer  en  une  autre  qui  n'ait 
aucune  racine  négative. 

509.  Changez  x en  — x , ou  les  signes  des  termes  de  rangs 

pairs,  les  racines  positives  de  x seront  devenues  négatives  : cher- 
chez la  nouvelle  limite  supérieure  L\  — L!  sera  au-dessous  des 
racines  négatives,  c.-à-d.  que  toutes  les  racines  de  x seront 
comprises  entre  — U et  L.  Dans  notre  exemple,  nous  avons 
4^5  _ j __  gox — i ï est  limite  ; 

donc  les  racines  négatives  sont  entre  — 4 et  0 > et  toutes  les 
racines  entre  — 4 et  "4“  1 • 

510.  Toutes  les  racines  positives  de  l’équ.  Xr=o,  sont  ren- 


fermées entre  zéro  et  la  limite  L . En  faisant  x=  - , les  plus 

Z» 

grandes  racines  de  x répondront  aux  plus  petites  de  2.;  si  donc 
on  cherche  la  limite  supérieure  l des  racines  de  2, , ous</. 


on  aura  x j : 


on  aura  donc  ainsi  une  limite  inférieure  des 


racines  positives  de  x;  celle  des  négatives  s'obtient  en  chan- 
geant x en  — rr , et  raisonnant  de  même. 

Si  5 est  le  plus  grand  coefficient  de  signe  contraire  au  dernier 
terme  u de  l’équ.  kxm  -J-  pxm~l...  -f-  u ~ o , comme  la  trans- 
formée est  uzin  +...-\-pz-\-k—o } on  sait  (fin  du  n°  507) 


qu’on  peut  prendre  pour  limite  2,  < 1 -j-  - ; donc  x > 

C’est  entre  cette  valeur  et  la  limite  supérieure  L que  sont  com- 
prises toutes  les  racines  positives  de  x ■,  mais  cette  fraction  peut 
être  remplacée  par  une  limite  plus  élevée  (5o7,  5o8) , qui  res- 
serre l’intervalle  où  les  racines  sont  renfermées.  Dans  notre  ex. 
les  racines  positives  sont  entre  jj-et  1. 


5 ! 1 . ]\[e  conservons  que  les  termes  négatifs  de  X et  le  pre- 
mier terme  hxm  ; il  reste  kxm— Hxm'k~-Nxm-n...  \ le  nombre 


EXISTENCE  DES  RACINES.  4? 

L qui,  mis  pour  x,  donne  un  résultat  positif,  produit  visible- 
ment le  meme  effet  sur  X , où  la  partie  positive  est  plus  grande. 
Si  k a le  signe  — , on  peut  de  même  rendre  kxm  la  somme 
des  termes  positifs.  Ainsi , on  connaît  des  valeurs  L de  x qui 
rendent  le  résultat  de  X de  meme  signe  que  le  ier  terme , et 
telles  que  tout  nombre  L remplit  la  même  condition . 

Pour  x = k -f-pju-j-  qoc°\..  devient  ~(kzm-\-pzm~ r...);  le 

Z» 


nombre  L,  qui  donne  un  résultat  de  même  signe  que  k , ré- 
pond à x = , qui  produit  le  même  effet  sur  k-j-px  -j-qxz... 

Là 

Ainsi,  on  connaît  des  valeurs  de  x qui  sont  assez  petites  pour 
que  le  signe  k -j-  px-f-qx2...  soit  celui  de  k,  et  telles  que  les 
nombres  moindres  remplissent  la  même  condition . 


S 

Dans  ces  deux  cas,  on  peut  prendre  L = 1 -J-  7 , s étant  le 

K 

plus  grand  coefficient  de  signe  contraire  à k. 


% 

Sur  V existence  des  Racines . 


012.  X étant  un  polynôme  qui  n’a  pas  de  signes  - — , on 
peut  prendre  pour  x une  suite  de  nombres  qui  donnent  à X des 
valeurs  croissantes  aussi  rapprochées  quon  veut.  En  effet , soit 
fait  x — u}  et  tfî  -f-  i\  les  résultats  P,  et  P -f-  P'i  4-  ~ P"P...  ont 
pour  différence  i (P'  -)-  ~V"i..,)  ; il  s’agit  de  trouver  une  valeur 
de  i qui  rende  cette  quantité  moindre  que  tout  nombre  donné 
h.  Tout  est  ici  positif,  i très  petit  et  1 ; faisons  i = 1 dans 
la  parenthèse,  et  rendons  i(P'  ~ f-  £*>"...)=  ou  < h ; la  condi- 
tion imposée  sera  visiblement  remplie.  Donc  on  y satisfait  en 


r ♦ ri 

faisant  1 = ou  < — 

P £ P -f~ . . . 

Prenant  ensuite  x = 04 -i)  4 i't  et  raisonnant  de  même 
pour  i'}  on  a un  3e  résultat,  qui  diffère  du  2e  de  moins  de  h ; et 
ainsi  de  suite. 


D’après  cela,  soit  P la  somme  des  termes  positifs,  et  N celle 


ALGEBRE. 


48 

des  négatifs  d’une  équ.  X = o — P — N',  supposons  que  X — u 
et  A aient  donné  des  résultats  de  signes  contraires  ; qu’on  substi- 
tue à x y dans  P et  A' , où  tout  est  positif,  une  suite  de  valeurs 
croissantes  de  u vers  A,  et  assez  rapprochées  pour  que  les  ré- 
sultats de  Pdiffèrent  de  moins  de  h consécutivement.  Il  y en  aura 
deux  successifs , au  moins , de  signes  différens.  Par  ex., 

x = vj  donne  P'  — N'  négatif,  ou  P*  A7', 
x ==  ô donne  P"  — N"  positif,  ou  P"'^>]\1'. 

Comme  P et  N vont  en  croissant , il  est  clair  que  les  4 nombres 
P',  A7',  N" y P\  sont  rangés  par  ordre  de  grandeurs  croissantes  : 
et  puisque  les  extrêmes  ne  diffèrent  pas  de  /z,  P ' — N'  et 
P"  — N"  sont  aussi  A;  ces  binômes  sont  donc  aussi  près 
qu’on  veut  de  zéro,  puisque  h est  d’une  petitesse  arbitraire,  et 
jp  — jV  est  rendu  nul , à moins  de  h près.  L’idée  qu’on  attache 
aux  incommensurables  permet  d’en  conclure  epiily  a au  moins 
une  racine  de  X = o,  entre  les  nombres  et  et  A,  qui  donnent 
à X des  signes  contraires.  Le  cas  où  on  aurait  exactement 
P ~ N , n’est  pas  exclu  de  ce  raisonnement. 

Le  procédé  ci-dessus  peut  même  servir  à approcher  à volonté 
d’une  racine  comprise  entre  u et  A,  en  resserrant  indéfiniment 
ces  limites  par  des  substitutions  de  nombres  intermédiaires 
( voy . n°  5^5  ). 

Donc,  toute  équ.  qui  n'a  pas  de  racines  réelles  y ne  peut , 
par  aucuns  nombres  substitués , produire  des  résultats  de  signes 
contraires ; le  signe  de  tous  les  résultats  est  celui  du  ier  terme 
kxmy  puisque  dès  que  zr  a atteint  une  certaine  limite , ils  con- 
servent tous  ce  même  signe. 

5i3.  P et  A7  convergent  d’abord  l’un  vers  l’autre,  tant  que  P 
est  < N y ils  divergent  dès  que  P est  devenu  > N;  mais  si  ces 
polynômes  pouvaient  converger  de  nouveau , et  diverger  en- 
core, etc..,,  P — N passerait  ainsi  plusieurs  fois  d’un  signe  à 
fautre  de  ot  à A;  c’est  ce  qu’il  faut  examiner. 

Admettons  qu’il  y ait  deux  racines  a et  b entre  * et  A ; on 
peut  (n°5oo)  poser  X=  (x  — a)  (x  — b)Q.  Pour  zt— *,  m—a 


i 
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et  x—b  sont  négatifs  ; ils  sont  positifs  quand  x — A ; leur  pro- 
duit a donc  le  signe  -f-  dans  les  deux  cas.  Mais  X doit 
prendre  des  signes  contraires  par  supposition  ; donc  Q change 
aussi  de  signe,  et  Q o a une  racine  entre  a et  A;  o en 
a donc  aussi  pareillement  une , et  se  trouve  en  avoir  trois  dans 
cette  étendue.  Si  l’on  en  suppose  une  4e?  on  en  reconnaît  de 
même  une  5e,  etc. ..  Ainsi,  auaucL  deux  valeurs , nïises  pour -x  dans 
X r=  o , donnent  des  résultats  de  signes  contraires , cette  équ. 
a entre  ces  limites , î,  3,  5...,  ou  un  nombre  impair  de  ra- 
cines interceptées. 

Si  a et  A donnent  des  résultats  de  même  signe,  par  ex.,  P — N 
positif,  il  se  peut  que  tous  les  nombres  intermédiaires  à cl  et  A 
laissent  P^>  I\r;  aucun  ne  donnant  P = N,  il  n’y  a pas  de 
racine  dans  cet  intervalle.  Mais  s’il  y a quelques  changemens 
de  signe,  chacun  atteste  la  présence  de  î,  5...  racines;  et 
comme  ces  variations  , partant  de  -f-  retombent  sur  -f-,  elles 
sont  en  nombre  2 ou  4--*  i on  voit  que  deux  quantités  qui , sub- 
stituées, donnent  des  résultats  de  même  signe , n interceptent  au - 
•curie  racine , ou  en  comprennent  un  nombre  pair. 

La  réciproque  de  ces  théorèmes  est  vraie  ; cer  s’il  y a,  par  ex. , 
trois  racines  a,  b 3c  entre  a et  A,  la  proposée  est 

(x  — a)  (x  — b ) {oc  — c)  Q z=:  o; 

i 

les  trois  1ers  facteurs  sont  négatifs  pour  x~a,  positifs  pour 
x~Xy  et  leur  produit  a des  signes  contraires  ; mais  Q conserve 
le  même  signe,  puisque  sans  cela  , outre  nos  3 racines , il  y en 
aurait  encore  d’autres  entre  cl  et  A ; donc,  etc.... 

Le  cas  de  a~b~c,  suppose  X~{x  — a )3  X Q.  Tout  ce 
qu’on  vient  de  dire  a encore  lieu , seulement  la  racine  a est 
comprise  3 fois  de  à A ; ainsi , les  racines  égales  ne  détruisent 
pas  la  généralité  des  théorèmes. 

B 1 4-  Ces  raisonnemens  supposent  que  « et  A sont  positifs; 
s’il  n’en  est  pas  ainsi,  posons  x~y  — h dans  kxm -f- pxm"'"1 . . . ; 
kous  avons  k(y  — h)m -f-  p{y  —h)1*-1  -f-...  Faisons  x — a et  A ; 
les  résultats  k*m  khm  -f*  pAmr,.<,  sont  précisément 
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ceux  qu  on  obtient  en  faisant  yz=h-)-tt  et  /z  + A dans  la  transe 
formée;  comme  h est  arbitraire,  ces  substitutions  sont  positives, 
si  on  veut,  et  on  juge  aux  signes  semblables  ou  différens  de  ces 
résultats , s’il  y a 1 , 5 , 5. ..  racines  , ou  o , 2 , 4«  • • > entre  h -f-  a 
et  h A.  Chaque  racine  intermédiaire^  = h -}-  6 , en  donnera 
une  x — 9 } comprise  entre  a et  A (*)  ; donc,  etc... 

Le  théorème  du  n°  5i2,  qui  n’était  démontré  qu’ autant  que 
X n’a  que  des  signes  -f-,  l’est  dans  tous  les  cas;  car  P et  A7 , 
considérés  séparément,  recevant  toutes  les  valeurs  entre  celles 
que  donnent  x a et  A,  la  différence  P — N passe  par  des  gran- 
deurs aussi  rapprochées  qu’on  veut. 

5i5.  Examinons  les  deux  cas  du  degré  pair  ou  impair  dans 
l’équation 

hxm  pxm~1....  + t x -f*  u = ° = X. 

ï.  Si  m est  pair , et  le  dernier  terme  u positif,  en  faisant 
x ~ o et  — la  limite  supérieure  l , les  deux  résultats  sont  po- 
sitifs ; s’il  v a des  racines  positives , elles  sont  donc  en  nombre 
pair  (5i3).  Il  en  est  de  même  des  racines  négatives,  puisque 
x — la  limite  supérieure  — l'  de  celles-ci,  donne  encore  le 
signe  -4-.  Donc  il  y a aussi  o,  ou  2,  ou  4--*  racines  imagi- 
naires ; mais  rien  n’indique  si  en  effet  quelque  substitution  peut 
faire  prendre  à X le  signe  — , en  sorte  qu’aucune  racine  n’est 
peut-être  réelle  ; mais  il  est  sûr  que  les  racines  imaginaires , 
les  positives  et  les  négatives , s’il  en  existe  de  telles , sont  en 
nombre  pair , quand  le  dernier  terme  est  positif  et  le  degré 
pair. 

Quand  le  dernier  terme  u est  négatif , comme  x =0  et  — l 
donnent  des  résultats , l’un  négatif,  l’autre  positif,  il  y a une  ra- 
cine positive,  et  peut-être  3,  5...;  changeant  x en  — x , les 
signes  de  kxm  et  de  u restent  les  mêmes , ce  qui  atteste  l’exi- 


(f)  Si  a.  et  x sont  négatifs,  comme  -2  et -7,  un  nombre  négatif  entre  2 et  7,  te| 

que 4,  est  dit  intermédiaire  : et  si  et  etx  ont  des  signes  différens  , comme 

_f-4  et — 3,  tout  nombre  positif 41  ou  négatif  <^3,  est  intermédiaire; 
lois  sont  q-2,—2  et  o ( vof.  le  u° 


EXISTENCE  DES  RACINES.  5l 

•stence  d’une  racine  positive  dans  la  transformée  , et  d’une  né- 
gative  dans  la  proposée,  et  peut-être  de  3,  5...  Donc,  toute  équ. 

de  degré  pair  > dont  le  dernier  terme  est  négatif  , a deux  ra- 
cines réelles  de  signes  contraires  > et  > en  général , un  nombre, 
impair  de  chaque  signe  ; les  imaginaires  sont  en  nombre  pair. 

IL  Si  ïïï  est  impair , et  le  dernier  terme  u négatif,  ^ — q 
et  =s  l donnent  des  résultats  de  signes  dilférens , partant  une 
racine  positive,  ou  3,  ou  5...  Dégageons  la  proposée  de  ces 
racines  , en  la  divisant  par  les  facteurs  binômes  correspondans 
Je  quotient  sera  de  degré  pair,  et  de  plus  le  dernier  terme  sera 
positif , puisqu  il  resterait  encore  quelque  racine  positive  \ on. 
retomberait  ainsi  sur  le  cas  précédent.  Donc,  les  racines  posi- 
tives de  toute  équ.  de  degré  impair , dont  le  dernier  terme  est 
négatif , sont  en  nombre  impair;  les  négatives  et  les  imari- 

• f • j . , D 

naïves , s il  en  est , sont  en  nombre  pair. 

Quand  le  dernier  terme  u est  positif,  comme  en  mettant x 

pour  x , kxm  prend  le  signe  — , ou  plutôt  + u devient  u „ 

on  retombe  sur  le  cas  précédent.  Donc,  toute  équ.  de  degré 
impair  , dont  le  dernier  terme  est  positif  \ a un  nombre  impair 
de  racines  négatives ; les  positives  et  les  imaginaires , s’il  en 
est  t sont  en  nombre  pair. 

Toute  équ.  de  degré  impair  a une  racine  réelle  de  signe 
contraire  à celui  de  son  dernier  terme. 

2°.  Les  racines  imaginaires  des  équ.  sont  toujours  en  nombre 
pair. 

3°.  Une  équ.  qui  na  pas  de  racines  réelles  est  nécessairement 
de  degré  pair  avec  un  dernier  terme  positif. 

» Soient  a y b... , ■ a , ~~  h ...  les  racines  reelîes  d une 

equ.  À = T (x  — a)  (x  — b)...  (cr-f-o ')  (x-j-l/).,.  On  sup- 
pose que  T=o  n’a  pas  déracinés  réelles.  Le  dernier  terme 
de  X étant  le  produit  de  celui  dé  Ty  qui  est  positif  (3°.) , par 
" a>  — b...,~\-dy  -f-  son  signe  ne  dépend  que  du  nombre 
de  ces  facteurs  négatifs.  Donc,  le  dernier  terme  dune  équ . est 
positif  ou  négatif  selon  que  le  nombre  des  racines  positives  est 
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pair  ou  impair > (fuel  que  soit  d ailleurs  le  nombre  des  neQa 
tives  et  des  imaginaires. 

5i6.  Il  est  prouvé,  sans  se  fonder  sur  le  théorème  (5oi),  que 
toute  équ.  X~  o , a au  moins  une  racine  réelle,  excepté  quand 
le  degré  est  pair  et  le  dernier  terme  positif.  S’il  était  possible 
de  faire  voir  que,  dans  ce  dernier  cas,  il  existe,  sinon  une 
valeur  réelle  , du  moins  un  symbole  algébrique  , une  fonction 
des  coejficiens  (*) , qui  réduise  X à zéro,  il  sciait  démontre 
que  toute  équ.  a une  racine,  et  d’après  le  n°  5oi,  quelle  en 
a précisément  m. 

Changeons  le  dernier  terme  -j-  u de  X , en  une  quantité  •—  h 
négative  et  arbitraire;  l’équ.  hxm ...  -f-  tx — h — o,  a au  moins 
une  racine  positive  et,  et  est  divisible  par  x a.  Ainsi,  après 
plusieurs  divisions  partielles , on  arrivera  enfin  à un  dividende 
de  la  forme  ylx — 7z , et  le  reste  suivant  u4a  h devra  etie  o, 
a est  donc  une  fonction  de  h , déterminée  par  cette  condition  > 


(*)  Lorsqu’une  formule  contient  diverses  lettres  p,  q.  • lices  entre  elles 
par  des  signes  , indiquant  des  calculs  à exécuter,  on  dit  que  cette  formule 
est  une  fonction  de  ces  quantités  p,  q.  . . Ici,  l’inconnue  x est  fonction  des 
coefficiens;  car,  si  les  racines  existent,  et  qu’on  les  fasse  varier,  1 équ.  ne 
pourra  pas  conserver  les  mêmes  coefficiens , attendu  qu’elle  est  le  produit  de 
fadeurs  binômes  (x  — a)  (x  - b). . . Il  y a donc  une  dépendance  entre  les 
racines  et  les  coefficiens , et  x doit  contenir  ceux-ci  dans  sa  valeur  : on  écrit 
ainsi  cette  sorte  de  relation  » 

x=/  (p,  q.  • • •)?  x = F(p,q.  ..•}• 

On  distingue  plusieurs  sortes  de  fonctions  : les  implicites  ou  les  quantités 
sont  mêlées  ensemble  otxy  -f-  i est  une  lonclion  implicite  de  x et  y.  Elle 
i-st  explicite  ^uand  les  inconnues  sont  séparées  dans  une  équation  résolue  : 
r __  —H;  y/(xa— ~i)  est  une  fonction  explicite  de  x.  Les  fonctions  algébri- 
ques sont  celles  qui  ne  comportent  que  les  opérations  d’ Algèbre  , jusques  et  y 
compris  les  racines  à extraire.  Les  fonctions  transcendantes  renferment 
des  -logarithmes , des  exposans  inconnus,  des  sinus,  cosinus,  etc.  On  entend 
aisément  les  dénominations  de  fonctions  logarithmiques  , exponentielles , 
circulaires.  On  n’énonce  ordinairement , dans  une  fonction,  que  celles  des 
lettres  qui  y entrent,  auxquelles  on  Ycut  avoir  égard  , d’après  le  but  qu  ou  a 
en  vue  la  note  du  n°  620). 
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et  celte  fonction  existe  certainement,  quoiqu’on  ne  la  connaisse 
pas  ; ainsi  on  a cette  équ.  identique  > 

kxm  -\-pxm~~l  ...  -f-  tx  * — h = Q{x  — -a)».. 

On  peut  prendre  pour  l’arbitraire  h tel  nombre  qu  on  veut, 
et  l’identité  subsistera,  pourvu  qu  on  prenne  pour  a la  valeur 
correspondante  à celle  de  h.  Faisons  h = u,  le  ier  membie 
devient  X,  et  la  division  par  x — a sera  possible  exactement. 
Donc , l’équ.  X = o a la  racine  a ; mais  comme  en  mettant 

u pour  h , les  radicaux  qui  pourraient  affecter  h dans  a,  ont 

peut-être  cessé  d’être  réels  , il  se  peut  que  a soit  imaginaire. 

517.  On  peut,  à l’aide  de  la  Géométrie,  démontrer  les  théo- 
rèmes (n°  5 1 5) . La  courbe  dont  l’équ.  est  y — X,  na  quune 
branche  continue  et  indéfinie  dans  les  deux  sens  Q C1NM  (hg.  2), 
car  chaque  valeur  de  x répond  toujours  aune  dej\  On  donne  à 
ces  courbes  le  nom  de  Paraboliques , a cause  que  1 une  des 
variables  n’est  dans  son  équ.  qu’au  ier  degre,  comme  cela  at- 
rive  pour  la  parabole  ordinaire.  Les  abscisses  JRy  AQy  des 
points  R } Q...  où  la  courbe  coupe  l’axe  des  x , répondent  à 
y = o , et  sont  des  racines  de  l’équ.  X = o ; elles  sont  positives 
pour  les  sections  R,  Ç***,  à droite  de  1 origine  X,  négatives 
pour  R\  Ç'...  à gauche. 

Cela  posé  , tG.  si  x z=  JB  et  JD  donnent  des  résultats  de 
signes  différons,  les  ordonnées  correspondantes  BC,  DE  sont 
de  part  et  d’autre  de  l’axe;  la  courbe,  continue  de  C en  Et 
rencontre  l’axe  au  moins  une  fois  en  R,  ou  3,  ou  o...  fois 
de  B en  D.  De  même,  lorsque  x~JB  et  JP  dorment  des 
résultats  de  même  signe,  les  ordonnées  BC  y PM  sont  du 
même  côté  de  l’axe,  et  la  courbe  va  de  C en  M sans  couper  1 axe  , 
ou  le  coupant  en  2,  4...  points.  Il  est  facile  de  trouver  dans 
ces  circonstances  * les  preuves  de  ce  qu’on  a dit  nüS  5 12 
et  5 10.  ' 

20.  Quand  X est  de  degré  pair  avec  un  dernier  terme  positif, 
x — o et  — la  limite  supérieure  AP  donnent  des  points  de 
la  courbe  qui  ne  supposent  de  A en  H aucun  point  de  section 
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avec  Taxe,  ou  3,  4***  H en  est  de  même  pour  des  valeurs  né- 
gatives de  x.  Mais  si  le  dernier  terme  est  négatif,  # — o donne 
l’ordonnée  négative  AF  (fîg.  3)  ; et  x = les  limites  AB  et  AD 
des  racines  positives  et  négatives , donnent  au  contraire  les  or- 
données positives  BC}  DE\  la  courbe  va  de  E en  F>  puis  en 
C , et  coupe  au  moins  une  fois  l’axe  entre  D et  A , et  une  fois 
entre  A et  B \ elle  peut  aussi  couper  en  3,  5.  . . points  , soit 
d’un  côté  de  At  soit  de  l’autre.  Tout  ceci  est  conforme  au 

$*515,1. 

3°.  Si  le  degré  de  X est  impair , avec  un  dernier  terme  néga- 
tif, x = o et  ~ la  limite  AA  des  racines  positives  (üg.  4) 
donnent  les  points  F et  C des  deux  côtés  de  Ax  \ la  courbe 
passe  de  F en  C,  en  coupant  l’axe  en  î,  ou  3,  ou  5...  points. 
Et  si  le  dernier  terme  est  positif,  x = o,  et  = AB  , limite  des 
racines  négatives  (fig.  5),  donnent  les  points  C et F}  et  î,  3,  5... 
intersections  de  B kA\  comme  n°5i5,  II. 

Observez  que  la  courbe  touche  l’axe  des  x , quand  deux  on 
plusieurs  points  de  section  coïncident,  c.-à-d.  quand  il  y a des 
racines  égales  (voy.  nGS  42 3, 5a3  et  yiS). 

Des  Racines  c o mmensurab  les . 

b 18.  L’équ.  xm  -f-  px7"-^1  + qxm“2  ..  + m=o,  dont  tous  les 
copfficiens  sont  entiers , ne  peut  avoir  de  racine  fractionnaire 

& = g 1 car  ou  aurait  -f-  P ^-7  -f-.-.  = 0,  et  multipliant 

tout  par  bm,  am  -f-  b(pam~l  -f-  qbam~2...  -f-  ubm~l ) = o.  La 
2e  partie  est  multiple  de  b ; donc  am  est  divisible  par  b,  ce  qui 
suppose  ou  que  b ~\  1 , ou  que  a et  h ne  sont  pas  premiers 
entre  eux  ( n°  2/h  6°.).  Donc,  etc... 

Ainsi,  lorsque  l’équ.  est  préparée  d’après  le  n°  5o5,  en  faisant 
y = kx,  les  coelîiciens  sont  tous  entiers  , et  celui  du  ier  terme 
est  1 *,  on  est  assuré  qu’aîors  il  n’y  a aucune  valeur  fraction- 
naire dey  : les  racines  réelles  dey  étant  divisées  par  A,  donnent 
celles  de  x}  lesquelles  ne  seront  entières  que  quand  cette  di- 
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vision  se  fera  exactement.  Ainsi , la  recherche  des  racines  frac- 
tionnaires que  peut  avoir  une  équ.  est  réduite  à celle  des  ra- 
cines entières  de  sa  transformée.  On  obtient  ainsi  les  facteurs 
binômes  rationnels  du  polynôme  X , divisé  par  le  coefficient  k 
de  son  ier  terme. 

619.  Soit  X=z  kxm  px™"1  -f-  qxm~0...  sx°-  -f-  tx  -{-  u ; 

désignons  par  kxm~l  . . sx°  -f-  t'x  + u 

le  quotient  de  X divisé  par  x — a.  Nous  avons  donné  (n°  5oo) 
un  procédé  propre  à faire  connaître  le  quotient  et  le  reste  R , 
savoir , 

ha  -f-  p~p' ...  s'a  -f-  s — t' , t' a t ==  u' y u'a  -f-  u = R; 

Il  étant  le  reste  de  la  division  : donc 

p p — p , 5 — t'  ^ t — u u'  —~u  — ^ 

a a ’ a 3 a 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  exprimer  que  x — a 
divise  X , est  que  R soit  nul,  et  on  peut  par  ces  équ.  déter- 
miner successivement  — u' , — tf , — s'...  en  rétrogradant,  par 
des  additions  successives,  puisque  chaque  quotient  donne  fun 
des  coefficiens  en  signe  contraire.  Or,  si  a est  un  nombre  entier, 
il  suit  de  la  nature  même  du  calcul  que  p ' ...  /,  t',  u , sont 
tous  des  entiers  ; ainsi,  i°.  a divise'  u;  on  ne  peut  chercher  les 
racines  entières  de  ïéqu.  X~o,  que  parmi  les  diviseurs  de 
son  dernier  terme.  20.  a divise  t — n y puis  s— t'...;  enfin , 
p — p',  et  ce  dernier  quotient  est  le  coefficient  k du  premier 
terme  y en  signe  contraire. 

Telles  sont  les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  toute  ra- 
cine entière  a\  et  il  est  clair  que  tout  nombre  a qui  les  rem- 
plit est  racine,  puisqu’en  composant,  par  le  procédé  dont  il 
s’agit,  le  quotient  de  X divisé  par  x-—  a,  on  arrivera  à un 
reste  nul,  et  aux  coefficiens  k3  p'...  /,  t'y  u , tels  qu’on  les  avait 
obtenus. 

Voici  donc  la  marche  à suivre  : on  prendra,  tant  en  -f-  qu’en 
— , tous  les  diviseurs  du  dernier  terme  u,  et  les  quotiens  1/ 
de  u divisé  par  ces  nombres  $ on  les  soumettra  aux  épreuves 
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ci-dessus  prescrites;  si  dans  la  suite  des  calculs,  l’un  de  ces 
diviseurs  donne  quelque  quotient  fractionnaire,  on  le  rejettera 
comme  ne  pouvant  être  racine;  enfin  , on  reconnaît  pour  telle 
tout  diviseur  qui  conduit  à trouver  — k,  ou  le  coefficient  du 
ier  terme  en  signe  contraire.  La  suite  des  quotiens  numériques 
ainsi  obtenus  forme  les  coefîiciens  u,  t\  sr...  k du  quotient  al- 
gébrique de  X divisé  par  x — a , mais  avec  des  signes  con- 
traires. 

zb  ï divise  tous  les  nombres;  mais' comme  les  épreuves  de 
ces  diviseurs  de  u donnent  des  quotiens  toujours  entiers , ce  ne 
serait  qu’au  terme  du  calcul  qu’on  reconnaîtrait,  en  ne  trou- 
vant pas  — k pour  quotient , que  zb  1 n’est  pas  racine.  On  pré- 
fère donc  substituer  zb  i dans  l’équ.  De  même  on  ne  soumet 
pas  à ces  épreuves  les  diviseurs  qui  excèdent  les  limites  des 
racines  (n°  607). 

Soit,  par  ex.  , ad  — a:3  « — îGad  -f-  55a:  — 75  = o;  comme 
75  = 3.5a  on  trouve  aisément  (n°  25)  que  les  diviseurs  de  70 
sont  zb  (1  , 5,  5,  1 5,  25  et  75).  Nous  excluerons  zb  1 , car  la 
somme  des  coefîiciens  de  2 en  2 est  — 90  -f-  5 4 j et  soit  qu’on 
prenne  dz  5 4 , la  somme  n’est  pas  zéro.  Excluons  de  même  les 
diviseurs  qui  passent  + 17  et — 37,  limites  des  racines.  Le  calcul 
se  range  commodément  sous  la  forme  suivante,  où  * marque 
les  diviseurs  à rejeter. 

i5  5 3 — 3 — 5 — i5  — 25 

5 — i5  — 25  25  i5  5 3 

5o  4°  3°  80  70  60  58 

♦ 8 10  ^ — 14  — 4 * 

. — 8 — 6 . . . — 3o  — 20 

...  * - 2 . . : +6 

. • • — 3 ...  — f-  5 

« •>  • ■*  1 • • • * f 

Ainsi,  la  proposée  n’a  que  ces  deux  racines  entières , 3 et  — 5 ; 
le  quotient  par  x -f-  5 est  x3  — 6a:2  -j-  i/\X  — ' 1 5 ; divisant  de 
nouveau  par  x — 3,  on  a 

‘ (x  -f-  5)  (x  — 3)  (jc2  — 3x  -J-  5)  = ad  — x3  — ■ 1 6a:2  etc. .. 
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Voici  encore  deux  autres  exemples  : 


x^  -f-3.ra 

— Sx  -f-io  — 0 

8x3 

— nx 

2 

63x  ~f-36 

a — 

2 — 2 

- 5 

— 10 

9 

6 

4 

3 2 — 2 — 3 — 

II  — ~7 

5—  5 

— 2 

— i 

4 

6 

9 

Î2  l8— 18— Ï2 — 

. / 
t — u — 

— 3 — 13 

~ 10 

— Q 

— 5<) 

-5;- 

-54- 

-5i-45 — 81—75— 

— 

-f-  2 

-f» 

* 

* 

-17  * ■“ — 25 — 

S 1'  — 

. .5 

• » • 

-24  ....  — 02 — 

— k — 

• * • • 

- 8 . . . . * 

Dans  le  1er,  le  facteurs -f  5 donne  le  quotient  x2-—  2x~f2— o. 
Dans  le  2e  on  n’éprouve  parmi  les  diviseurs  de  36 , que  ceux 
qui  sont  entre  les  limites  —-5  et  -j-  9.;  on  a Ie  facteur  oc-— 3 
et  le  quotient  8x2  -f-  l7JC  — 12* 

Voici  des  problèmes  qu’on  résout  par  ce  procédé  : 

I.  Cherchons  un  nombre  IV  de  trois  chiffres  oc,  yy  z,  tels 
que,  i°.  leur  produit  soit  54 j 2°.  le  chiffre  du  milieu  soit  le  6® 

de  la  somme  des  deux  autres;  3°.  enfin,  en  soustrayant  5g4  du 

< 

nombre  proposé,  le  reste  est  exprimé  par  les  mêmes  chiffres 
écrits  en  ordre  inverse.  Comme  IV = 1 cox -f- 1 oy -f-  z,  on  a 

ccyz  — 54,  6yr-x-f-*,  îooz -f*  ioy  4~  x = Ar — 694* 

Celle-ci  revient  à x—z  — 6 ; chassant  y,  on  a xaz-j-xz2—3!2,4 } 
enfin,  mettant  z -f-  6 pour  x,  on  a z3  - {- ps2  -f-  i8z  = 162. 
Or,  x , y,  z sont  des  entiers,  et  notre  méthode  donne  z = 3; 
d où  x “ 9 , y = 2 et  N ==.  9^3. 

II.  Quelle  est  la  base  x du  système  de  numération  dans  le- 
quel le  nombre  538  est  exprimé  par  les  caractères  (4ia3)? 

Il  faut  trouver  la  racine  entière  et  positive  de  1 équation. 
4x3  + ixa -f-2x -f-3  =538;  elle  est  x=5  ( voy . nos  7 et 
102). 

En  général , si  A est  le  nombre  exprimé  par  les  n chiffres 
ci , c...  i , la  base  x du  système  est  donnée  par 

axn~x  -f-  &xH— 2...  = A — -i) 

équ.  qui  n’a  qu’une  racine  positive  (n°  53o).  Du  reste  ? x est 
entier  et  > a,  b,  c ...  i . 


58 


algèbre. 

ni.  Soit  proposée  lequ.  Bd)*3-" J*2+3.r-f-3  __  ia5;  le  calcul 
du  n°  1 4?  , 3°.  , donne  , à cause  de  = (J)3, 

(a:3 — 5a:2-*{-3x“f-  3)  log  |=31og| , ou  ar3~5a:2445;c4-3=-~3. 
On  en  tire  a;  = 2 et  = | (3  du  \/2i). 

IY.  Pour  6*4  — 19x3-1-28ju2 — 18*44  = 0,  on  fait... 

x = g j ; d’où  y — i cjy 3 4-  iÇ8y2  — 648y  4 864=  o-  Il  n’y 

a pas  de  racines  négatives,  et  les  positives  sont  <20;  or  „ 
864=  25.33,  et  on  est  conduit  à éprouver  les  diviseurs  2,  3 9 
4,  6...  18.  On  trouve  y = 3 et  4\  d’où  jy2 — 12 y -\-72~  o'? 
enfin  = 1 ± [/—  1 . 

O11  trouve  de  même  que 

6a:5  -f-  15**4  îoa:3 — x~x{x-\-  1)  (2*4  1)  (3**4  3* — 1). 

520.  On  voit  que  les  calculs  peuvent  être  très  longs.  Voici 
tin  moyen  de  las  abréger.  Faisons  x = ô dans  la  proposée 
V=o  , et  soit  U le  résultat  qu’on  obtient;  si  l’on  fait  a'  =y+ô  > 
la  transformée  ym  4-  Pym.  b*,  a précisément  U pour  dernier 
terme  (5o5).  ô est  ici  un  entier  quelconque  ; les  racines  entières 
de  x repondent  à celles  de  y,  comprises  parmi  les  diviseurs  de 
VK  Désignons  ceux-ci  par  zb  cl',  zt.d"...;  il  es.t  clair  que.  .. 
x ~ S ztz  d , nombre  qui  devra  diviser  le  dernier  terme  de  Ab 

Ainsi,  mettez  pour  x un  entier  quelconque  ô;  prenez  tous 
les  diviseurs  zt  d du  résultat  U (il  sera  utile  de  choisir  ô de 
manière  que  U ait  un  petit  nombre  de  diviseurs)  ; il  ne  faudra 
soumettre  au  procédé  prescrit  par  la  méthode  générale,  que 
ceux  des  diviseurs  du  dernier  terme  u,  qui  sont  compris  dans 
la  forme  ûdzd.  On  peut  même  prendre  plusieurs  valeurs  de  0, 
qui  offriraient  autant  de  systèmes  d’exclusion. 

Dans  le  problème  IY,  faisant  y = 1,  on  a U — 366,  dont 
les  diviseurs  sont  1 , 2,  3,  6,  61  ; les  racines  entières  de  y sont 
donc  de  la  forme  1 rt  ces  diviseurs,  ainsi  x est  parmi  les  nombres 
3,  4 j 1>  en  s’arrêtant  aux  limites  o et  20.  Dès-lors,  il  ne 
faut  plus  éprouver  que  2,  3 et  4. 
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621.  Cherchons  maintenant  les  facteurs  commensurahles  du 
degré  de  ïêqu . X = o.  L’un  de  ces  facteurs  étant  x%-\~ax-\-b ^ 
l’autre  sera  tel  que  xm~ 2 4 p'  xm~~ 3 +•••  > on  aura  cette  équ* 

identique 

X—  (x*  4-  ax  -f-  b)  (xm“2  ■+■  p'xm-3  4 q'xm ; 

les  eoefficiens  sont  ici  des  inconnues  en  nombre  ni.  Exécutons 
îa  multiplication,  et  comparons  les  deux  membres  terme  à 
terme  ( voy . n°  676)  5 nous  aurons  m équ.  ; éliminant  p',  c\ 
il  restera  deux  équ.  entre  a et  b , et  enfin  une  contenant  b seul  ? 
et  qui  sera  du  degré  | m(m_  — 1),  parce  que  c’est  le  nombre 
des  combinaisons  2 à 2 des  facteurs  du  ter  degré.  Cette  der- 
nière équ.  donnera  pour  b au  moins,  une  valeur  commensurable , 
sans  quoi  X n’aurait  pas  de  facteur  rationnel  du  2e  degré  *,  cette 
valeur  de  b,  introduite  dans  une  équ.  en  a et  b%  donne  a,  et  par 
suite  uf  4 ax  4 b. 

Par  exemple , 

4 — - 3x2  — i2x  4 5 ~ (x9  4 cix  4 b)  (x9  4 P x "f"  9 ) ? 

d’où 

c4/  = o,  h -\-ap  4 f — — 3 , p'b-{"aqf  12 , q'bzz=.  5» 

Les  deux  ire5  donnent// et q';  substituant  dans  les  deux  autres,  on  a 

2,ab  -f  3a  — a3  = 1 2 , b2  4 b (3  — a2  ) 4 5 ~ ° , 

et  chassant  b on  trouve  as  — — 11  a2  z=  1 44  j d’où  a ~3 

et — >3,  bz=z5  et  1 , puis  les  facteurs  (x24^x45)  (x2* — 3x40* 

\ i o . - • , .f  >i 

r 

Dû  ï Elimination. 

5 1 8.  A,  a , B , b. . . étant  fonctions  de  y , cherchons  toutes 
les  couples  de  valeurs  qui,  substituées  à x et  y dans  les  poly- 
nômes Z et  T,  les  réduisent  à zéro  : 

Z =2  Axm  4 Bxm~~l . . T~axn  4 bxn~l . . .• 

Soit  m <£  n ; divisons  Z par  T ; et  pour  éviter  les  fractions,  mul- 
tiplions, s'il  le  faut,  Z par  un  facteur  M.  t quijrencle  A multiple 
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de  a ) M est  un  nombre  ou  une  fonction  dey/  (*).  Désignant 
par  Q le  quotient,  par  R le  reste  y fonction  dey/,  on  a 

MZ  — QT+R....  (1). 

Cette  équ.  est  identique , exempte  de  fractions  et  d’irrationna- 
îités  , et  se  vérifie,  quels  que  soient  tr  et  y'  ; substituant  donc 
pour  x et  y l’une  des  couples  cherchées,  Z et  R seront  nuis  > 
donc  R le  sera  aussi , savoir,  R — o et  77~o. 

Réciproquement,  si  l’on  met  pour  x et  y des  valeurs  qui 
rendent  R et  T7  nuis  , MZ  le  sera  aussi , c.-à-d. , M=  o , ou 
Z = o.  Au  lieu  de  Z — o et  T—o  , qu’on  prenne  R = o et 
R — - o ; ce  nouveau  système  admettra  donc  toutes  les  couples 
cherchées , et  en  outre  celles  qui  donnent  M — o et  /“  o , les- 
quelles sont  étrangères  à la  questiony  et  introduites  parla  marche 
du  calcul.  Du  reste,  le  problème  est  devenu  plus  simple , mal- 
gré qu’il  renferme  ces  solutions  inutiles  , parce  que  le  degre 
de  x est  moindre  dans  le  reste  R que  dans  Z ',  et  meme  on  a 
soin  de  pousser  la  division  de  Z par  T jusqu’à  ce  que  le  reste  R 
soit  à un  degré  moindre  que  celui  de  T. 

Divisons  de  même  Ty  ou  plutôt  M T par  R,  M' étant  un  fac- 
teur convenable  ; Q'  étant  le  quotient  entier  et  R ' le  nouveau 
reste,  nous  avons 

M'T=QrR- f#...;  (2). 

On  prouvera  de  même  que  toutes  les  couples  de  valeurs  qui 
rendent  nuis  T et  R , donnent  aussi  R = o et  R — o , equ.  qui 
admettent  toutes  les  solutions  cherchées  ; mais  que,  recipio- 


'*)  Le  facteur  M s’obtient  comme  pour  le  commun  diviseur  (p.  t36,  t.  I). 
Lorsque  le  degré  n — m — i , cas  qui  est  le  p!us  ordinaire , du  moins  dans  les 
divisions  subséquentes,  on  prend  M=  «»,  carré  du  ier  coefficient  du  divi- 
seur T.  Le  quotient  est  alors 

Q — a (Ax-\-B)  — Ab. 

On  formera  de  suite  cette  quantité,  et  son  produit  par  T , qu’on  retranchera 
Jca*Z  : les  deux  premiers  termes  disparaîtront,  et  il  sera  même  inutile  de 
les  former  y on  aura  ainsi  le  reste  K par  un  calcul  très  fuciie. 


/ 


ÉLIMINATION.  6l 

tellement,  celles-ci  contiennent  encore  les  couples  qui  rendent 
nuis  M'  et  R,  et  qu’en  les  prenant  au  lieu  des  proposées,  on 
aura  les  solutions  demandées  , et  en  outre  d’autres  qui  sont 
étrangères  . et  rendent  nuis  M'  et  R , ou  Met  7\ 

Ou  continue  de  la  sorte  ce  calcul , qui  n’est  que  celui  du 
'commun  diviseur  entre  les  polynômes  Z et  T , jusqu’à  ce  que 
le  degré  de  x se  soit  abaissé  dans  le  dividende  mV et  le  divi- 
seur D,  de  manière  à donner  un  reste  Y,  indépendant  de  x ; 
sayoir  : 

mV  = Dq  -f-  Y (3); 

d’où  D =zo } et  Y = o. . . . (4)  • 

Ces  équ.  ont  toutes  les  solutions  cherchées,  et  en  outre  des 
étrangères,  qu’on  reconnaît  à ce  qu’elles  rendent  nuis  ensemble 
l’un  des  facteurs  introduits  M , Mf . . . m , avec  le  diviseur  cor-* 
respondant  T , R . . . D. 

L’équ.  Y — o n’a  qu’une  inconnue  y : on  en  cherchera  les 
racines  ; et  les  substituant  dans  D~ o , équ.  en  général  du  ieL 
degré  en  ar,  on  aura  chaque  valeur  de  x , qui  s’accouple  à celle 
de  y ; cependant  si  D est  du  2e  degré  , chaque  racine  de  y 
s’accouplera  à deux  valeurs  de  x,  et  ainsi  de  suite.  Donc,  pour 
éliminer  x et  y entre  les  équ.  Z = o , T~o,  cherchez  le  com- 
mundiviseur  entre  IL  et  T ordonnés  suivant  x;  poussez  le  cal- 
cul jusqu'à  ce  quil  vienne  un  diviseur  D,  qui  donne  un  reste 
Y indépendant  de  x;  enfin , remplacez  les  proposées  par  Y ~ o 
et  D =r  o , qu’on  nomme  Équations  finales. 

Soient  *2x2  —y*  + i = o , x1  — 5xy  -j-y2  -f-  5 = o ; 

divisant  la  ire  équ.  par  la  2e,  le  quotient  est  2,  et  le  reste, 
dégagé  du  facteur  3 , est  D — 2 xy  — y 2 — ■ 3 rra  o : multipliant, 
la  2e  proposée  par  4/%  et  divisant  par  D,  le  quotient  est 
o,xy  - — 5ya  -f-  3 , et  le  reste  Y = — - y^  -f-  8 y*  -f-  g ==  o.  On  ré- 
sout cette  équ.  en  faisant  y*  = z ; d’où  aa  — 8a  = g , z=  g , 
et  — î 'y  puis  v = i3,  et  ±l\/  — 1 : enlin,  substituant  dans 
Dt  on  obtient  les  valeurs  correspondantes  db  2, 
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Pour  les  équ.  æ*  + 2 xy — 3y/2- f-  i~c,  x2  y 2=c, 
le  ier  reste  est.Z>  s=  ary  — qy2  + 1 , le  2e  Y = 4y'1  — 1 ~°  » 

enfin  x — — y — — i* 

p } Q > P>  <]  étant  des  fonctions  données  dejy,  les  équ. 

x2  -f-  Rx  Hh  Q — 0 > x2  -f-  px  -fi-rjf  “ o 
donnent  les  équ.  finales  (P — p)^ 

(Q  — qY  + cj(P  — pY—p(Q—< 7)  (p-p)- 

Pour  x34-x2  — xy2  — ^*=0,  2x2— a:  (^y—  i)  — zy*+y—°, 
ïe  ier  reste  est  (ifiy2 — ey — i ) x -f  8y3  — 6ya — y—°  & > 

on  multiplie  le  diviseur  par  ( i6jy2  — ey  — i)%  on  divise  par  D, 
et  l’on  a l’équ.  finale  3 2y3  (4y3 — 1 sj2  + 3y  + 0 — °—  Y • ^n 
en  tire  y = o,  et  £ ( n°  5 1 9 ) ; on  abaisse  ensuite  y au  2e  de- 
gré, et  l’on  trouve^ (5 :±:  t/33).  Enfin,  Adonne  les  valeurs 
correspondantes  x = o , J , — 1 et  — 1. 

5i  9.  Il  nous  reste  à distinguer  les  solutions  étrangères , celles 
qui  rendent  nuis  Met  7\  ou  M'  et  P,  ou...;  l’équ.  M = o en^y 
seul  donne  des  valeurs  telles  que  y = /S  ; substituons-les  dans 
T y R et  P' , qui  deviennent  des  fonctions  de  oc.  Par  sa  nature, 
M est  facteur  de  a dans  T -fi-  bxn~l . . . , et  M — o abaisse 

T au  degré  n — - 1 , qui  est  celui  de  P : T7:^  o et  7i  :==  o ont 
donc  , pour  y=/3,  n — 1 valeurs  de  x , qui  doivent  être  les 
mêmes  , puisque,  dès  que  M est  nul  avec  7',  R l’est  aussi, 
d’après  l’équ.  (1),  et  réciproquement.  Mais,  d’après  (2),  R'  est 
alors  nul  ; ce  qui  suppose  qu’en  faisant  y — /3  dans  R!  s=  o,  on 
peut  tirer  de  cette  équ.  dû  degré  n — 2 , le  nombre  n — 1 de 
racines  de  x.  Donc,  y=-t 3 rend  R ' nul  sans  le  secours  d’au- 
cune valeur  de  x,  ou  plutôt  M divise  R Donc,  le  facteur  M , 
introduit  dans  la  ire  division , est  divsieur  du  2e  reste  R',  ou 
R'  = Mr. 

Rejetant  donc  de  P le  facteur  M,  c.-à-d.,  -remplaçant P par  r, 
011  aura  dégagé  le  calcul  des  racines  étrangères  provenues  de  M: 
dès-lors  le  calcul  du  commun  diviseur  se  fera  sur  le  reste  r,  au 
lieu  de  R.  De  même  , on  trouvera  que  M'  divise  exactement 
le  3e  reste  71",  qu’on  remplacera  par  le  quotient,  pour  supprD 
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fôer  les  racines  étrangères , introduites  par  M' > et  ainsi  de 
«uite.  Enfin,  l’équ.  finale  Y = o sera  dégagée  de  toutes  ces 
racines,  le  dernier  facteur  m n'en  pouvant  introduire  aucune, 
attendu  que  tout  facteur  y* — fi  de  m et  de  Y devrait  aussi  di- 
viser D , d’après  l’équ.  3 ( voy . nos  520,  4°.>  et  52 1,  IV  ). 

Par  ex.,  x3y  — » -{—  i = o , x2  (y  — • i)4-x — 2—0; 

multiplions  la  ire  par  (y — i)%  divisons  par  la  2e  ; 

ier  reste  — x (y0-  — 5y  -f-  3 ) -f-  (y2  — 4y  + 1 ) (P)  \ 

multipliant  le  diviseur  par  ( y 2 — 5 y -fi-  3 )2,  il  vient 

2e  reste  y5  — î oy*  -+-  3 jy?>  — -f-  5ay  — 1 6 , 

lequel  doit  être  divisible  par  (y- — i )a  ; le  quotient  est  l'é- 
quation finale,  dégagée  de  toute  racine  étrangère.  . . . ^ 

y3 — 8ya-j-2oy— 16  = o.  . . (Y). 

Les  racines  sont  j'  = 4>  2 et  2 , et  D z=zo  donne  x~ — i,  i et  i; 

620.  Faisons  quelques  remarques  importantes. 

1°.  Si  x ==  »t  et  y — fi  rendent  nuis  Z et  T,  en  faisant  x = * 
dans  ces  polynômes,  les  résultats  ne  contiennent  plus  x , et  sont 
3’un  et  l’autre  nuis  pourjy  — fi\  doncj  — fi  en  est  facteur  com- 
mun. Pour  s’assurer  si  x = a fait  partie  d’une  des  solutions 
cherchées,  et  obtenir  la  racine  y = fi  qui  y répond,  il  faut 
donc  posera:  — a dans  Z et  T,  chercher  le  commun  diviseur 
entre  les  résultats  , et  l’égaler  à zéro.  Si  ce  facteur  est  du  2e  de- 
gré, a répond  u deux  valeurs  de  y , etc. 

2°.  Si  quelque  combinaison  des  polynômes  Z et  T donne 
un  résultat  plus  simple  , on  l’emploiera  de  préférence  au  lieu 
de  Z : comme  aussi  il  est  bon  d’ordonner,  par  rapport  à. y , si 
îe  calcul  en  devient  plus  facile.  C’est  ainsi  qu’en  ajoutant  les  équ. 
du  ier  exemple,  pag.  61 , et  ordonnant  relativement  à y , qui 
dans  l’une  n’est  qu’au  itr  degré,  on  obtient  de  suite  les  solu- 
tions. 

Quand  Z et  T7  sont  au  même  degré  ni,  en  éliminant  xm  comme 
une  inconnue,  on  peut  donc  abaisser  l’une  des  équ.  à un  degré 
moindre. 
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3°.  Si  7j  est  Formé  de  deux  facteurs  rationnels  Z ~P  ><  Q,  il 
est  clair  qu’en  même  temps  que  T~o , on  doit  avoir  ou  P,  ou  O 
nul.  Ainsi  le  problème  proposé  se  partage  en  deux , et  n’ad- 
met que  les  solutions  de  ce  double  système , 

jT=o  avec  P ~ o , 77  = o avec  Q = o. 

Et  si  T}  P ou  Q est  lui-même  décomposable  en  facteurs,  on 
partage  encore  le  problème  en  d’autres  plus  simples. 

Dans  le  2e  exemple  (n°5i8),  l’équ.  x2 — y2  ~ o donne 
x -f-jy  ~ o , et  x -—y=  o;  ainsi  l’on  fera  simplement  x^=.zLy 
dans  la  ire  équ. 

4°.  Quand  il  arrive  qu’un  des  polynômes  qu’on  rencontre 
dans  le  calcul  contient  un  facteur  fonction  de  y , et  il  doit 
l’être  de  chaque  terme  (n°  io3,  II),  on  ne  peut  pas  ici  sup- 
primer ce  facteur,  comme  lorsqu’on  a seulement  dessein  d’ob- 
tenir un  plus  grand  commun  diviseur.  D’après  ce  qu’on  vient  de 
dire,  il  faut  égaler  à zéro  , et  considérer  cette  équ.  à part  : elle 
renferme  une  partie  des  solutions  demandées. 

Par  ex.,  pour  x3  — 2x2-\-ya=o,  a;2 (y  — 2) -}-.ry  =; o , 

on  multiplie  la  ire  par  ( y — 2)2 , on  divise  par  la  2e  ; 

ier  reste  y [oc  (3y — 4)  ~hj(y — û)2]...  (D). 

Avant  de  prendre  ce  reste  pour  diviseur,  on  ôte  le  facteur  com- 
mun y,  on  posejyr=:o  dans  la  2e  équation,  et  l’on  a x ~~ o. 
Les  autres  racines  s’obtiennent  ensuite,  en  multipliant  la  2e  équ. 
par  (3y  — 4)%  et  divisant,  etc.  Le  2e  reste  doit  être  divisible 
par  (y  — 2)%  et  supprimant  ce  facteur  étranger,  on  arrive  à 
réqu.  finale  y*  (y3— 6xa~j~  qy  — 4)~°>  d'oùy=o , t,  i,4> 

puis#  — o,  1,  1,  — 2.  De  même  les  équ." 

x2-hx(y  — 3)  -f -y2  — 3y  -f-  2=  o,  xa-—2x  -f~y2  —y  — o 

conduisent  au  reste  (y — 1)  ( x — 2)  : on  pose  y ~ 1 dans  le 
diviseur-,  d’où  # — o et  2.  Ensuite  on  continue  le  calcul  pour 
îe  reste  x — 2 : le  reste  final  est  y2— y = 0,  savoir,  o:=:2 
avec  y = o,  ou  1. 

\ 
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5°.  Si  Z et  T ont  un  facteur  commun  ? , Z ==  PF,  T=  QF, 
le  problème  est  résolu,  en  posant  ou  P et  Q nuis,  ou  o : 
le  ier  système  se  traite  à l’ordinaire  et  donne  diverses  solutions. 
Quantàl’équ.  F—o,  comme  elle  nepeut  déterminera:  ety  à elle 
seule , le  problème  est  indéterminé.  Si  F ne  contient  que  x o.u  y, 
cette  inconnue  s’en  tire,  et  l’autre  est  arbitraire;  sî  F — o 
renferme  x ety,  l’une  est  quelconque  , et  l’autre  s’en  déduit. 

Par  exemple  , en  opérant  sur  les  équ. 

(y  — 4)x*  ~~y  + 4 = 0 > x3  — x2—  xy  -f-y  ~ o, 
on  trouve  le  facteur  commun  x — - i , c.-à-d.  qu’on  a 

Cj'  — 4)  C^Hh  i)  — 0 = PÉ  (x2— y)  (x—i)=o  : 

oafera  donc  x = L et  y quelconque.  Outre  ce  nombre  infini 
de  solutions  , on  aura  encore  celles  qui  résultent  de  la  suppres- 
sion du  facteur  x—  i , savoir, y — î et  4,  x~  — î et  ±2. 

521.  La  règle  prescrite  n°  5 i 8 présente  quatre  cas  d’ excep- 
tions ; car  il  se  peut  que  le  reste  Y n’existe  pas , ou  soit  un 
nombre,  ou  que  le  dernier  diviseur  D soit  nul  de  lui-même, 
ou  soit  un  nombre  : on  ne  peut  alors  rendre  nuis  Y et  D. 

ier.  Cas.  Le  reste  Y n existe  pas,  c’est-à-dire,  ses  termes 
s’entre-détruisent  : alors  il  y a entre  Z et  T un  facteur  com- 
mun , qui  est  le  dernier  diviseur.  Nous  venons  d’examiner  cette 
circonstance  (5°.),  dans  laquelle  le  problème  est  indéterminé . 

2e  Cas.  Y est  un  nombre  : comme  dans  l’équation  (3)  F et  D 
ne  peuvent  être  rendus  nuis  ensemble  , il  suit  de  l’analyse  du 
n°  5 1 8 , que  le  problème  est  absurde  , les  équations  proposées 
renfermant  des  conditions  contradictoires  ; c’est  ce  qui  se  vérifie 
sur  les  équ. 

5x2  — 6xy  -f-  3y 2 — i ~ o , 2X2  — • 4xy  "1“  2y2  -f- 1 = o. 

<2uon  pose  deux  équ.  quelconques  à une  seule  inconnue , par 
exemple  , 5;ç2  — i — o , 222  -f*  î = o ; leur  coexistence  est 
impossible  ( sauf  le  cas  d’un  facteur  commun,  n°  5oi , 4®.); 
qu’on  fasse  z — x -}-y  , ou  x— - y , ou  telle  autre  fonction  de 
x et  y , il  est  clair  que  le  problème  proposé  sera  absurde. 

2.  • 5 
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3e.  CAS.  Le  dernier  diviseur  D devient  un  nombre  a,  lors- 
qu’on y substitue  pour  y une  racine  /3  tirée  de  f = o;  O a la 
forme  (y — /3)  K -f-  L~  o,  K contient  x et  y (n°  5oo),  y seul  en- 
tre dans  L qui  devient  <a.  Comme  y — /3  est  en  diviseur  dans 
la  valeur  de  K , qui  contient  tous  les  termes  en  a:,  il  est  clair 
que  x = oo  est  la  quantité  qui  s’accouple  avec  y — /3.  Par  ex. , 
les  équations 

y3x3  -f-  xy3  (y  — 1)  — i = o,  y2x2  -f-y3  —y'2 — 1 ~° 

ont  pour  équ.  finales  y2  (y  — i)  — o,  et  pour  dernier  diviseur 
xy  — • i — o ; doncy=  î ; x y==.  1 , et  y = o , x — co. 

4e  Cas.  D devient  nul  de  lui-même,  en  faisant  y — p , valeur 
tirée  de  Y ==  o : alors  D a la  forme  (y  — /3)/f  ; on  aurait  donc 
du  égaler  séparément  à zéro  le  facteur  y — /S  ( n°  020,  4 • )•  ^ 
convient  donc  de  reprendre  le  calcul,  et  d’avoir  égard  à cette 

remarque. 

522.  Montrons  sur  un  exemple  à éliminer  trois  inconnues: 

x — 2y  + sa  = o , o:2  -f-y2  =2  , = 1 . 

Éliminezy  entre  ces  équ.,  2 à 2;  vous  aurez  deux  équ.  finales 
en  x et  z,  entre  lesquelles  éliminants,  vous  aurez  l’équ.  en  x 
seul. 

z*  4-  zxz*  + 5x2  ==  8 , s2 jc  — 1,  5x* — 6x2  = — 1. 

On  a donc  x^dt  1 , 5x'2=  1 , et  les  quatre  valeurs  de  x sont 
connues  ; z résulte  de  1 equ.  z^x  = 1 , etc. 

Racines  égales. 

■ • 1 

3 . ' . - 

523.  En  développant  en  facteurs  le  polynôme  X , dont  le 
degré  est  m,  il  sera  sous  l’une  de  ces  formes, 

( x — -a)  {x  — b)  (x  — c)  (x  — - d)...  ( A ) , 

ou  X = (x  — a)n(x — b)P(x  — c)  {x — d)...  (Z?). 

Dans  ce  dernier  cas  , on  dit  que  X a n facteurs  égaux  à x — a , 
p y x — l)t  ou  que  féqu.  X~o  a n racines  = a , p racines  = b. 
Il  s’agit  de  s’assurer,  sans  connaître  ces  racines,  si  X est  dans 
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ce  dernier  cas , et  de  donner  à ce  polynôme  la  forme  (ü)  , en 
supposant  qu’on  sache  résoudre  les  équations  privées  de  racines 
égales. 

Comme  l’équ.  (. A ) est  identique , on  peut  y remplacer  x par 
y 4*  y ; faisant  cette  substitution  et  développant  le  1er  membre 
selon  les  puissances  croissantes  de  y,  on  a cette  équation  iden- 
tique (n05o3) , 


X+Xy-j-±X"y2...-=(y  4-x— a)  (y-f-x— ■£)  (y-f-x  — c)... 
X'  est  la  dérivée  dé  X,  Xrr  celle  de  X' ...  ; or , le  2e  membre  est 

T 

formé  de  facteurs  dont  y est  le  ier  terme;  le  produit  rentre 
donc  dans  ce  qu’on  a vu  page  leS,  ier  vol.  ; les  coeiliciens  sont 
les  produits  1 ài,  2 à 2,  3à3...  des  secondes  parties  x — a , 
x — h , x — c...  Donc 

i°.  X est  le  produit  de  ces  m binômes,  et  redonne  l’équa- 
tion (A). 

20.  X'  est  la  somme  de  leurs  produits  m — 1 à m — • 1 ; c.-à-d» 
qu’il  faudra,  dans  le  produit  (aQ,  omettre  successivement  chaque 
facteur,  et  ajouter  les  résultats. 

De  même  pour  les  autres  coeiïlciens  \ X1' ... 

Cela  posé  , si.  X n’a  qu’un  seul  facteur  = (x  a ) , tous  les 
termes  de  X'  contiennent  aussi  ce  facteur,  excepté  le  terme 
R =2:  (x  — b)  (x  — c)...  où  on  a omis  x — a ; ainsi , X'  a la 
farme  M-j-(x  — a)Q,  et  n’est  pas  divisible,  par  x — a.  On 
prouve  de  même  qu’aucun  des  facteurs  inégaux  de  X ne  peut 
divise!  Xr.  Donc,  si  X ri  a que  des  facteurs  inégaux , X et  X* 
riant  pas  de  commun  diviseur. 

Mais  si  dans  {A)  on  a a = d =r  e. .. , ce  qui  est  le  cas  de 
l'équ.  (B)  , pour  former  X\  chacun  des  n facteurs  (x  - — a)  de 
. X devant  être  omis  à son  tour , x — a n’entre  dans  ces  ré- 
sultats qu’à  la  puissance  n — 1 , c.-à-d.  qu’on  aura  n termes 
: égaux  à (m  — * a)Tl~~l  (x  — by  ( x — c )„..  ; en  outre,  il  faudra 
: omettre  à son  tour  chacun  des  autres  facteurs  (x~-ù);  (x— c)..., 

: et  ces  derniers  résultats  comprendro  nt  tous  {x  — * af.  Faisant 
donc  R (x — * by- (oc  — - ■ c),.. , on  a 


X' = n (x-ay-'R+tx— a)n  Q = (x— c)  7Î~1  [nÆ+fa?— a)  Ç]. 

\ / 5... 
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On  voit  que  X est  divisible  par  (x — a)ny  et  X'  par  (x — a)n~l  ; 
ainsi  chaque  facteur  multiple  dans  X , entre  aussi  dans  X'  et  à 
une  puissance  précisément  moindre  de  un.  Donc,  si  X a des 
facteurs  égaux,  X et  X'  ont  un  commun  diviseur,  formé  du  pro- 
duit de  tous  les  facteurs  de  X,  chacun  élevé  à une  puissance 
moindre  d’une  unité . 

D’après  cela,  étant  donné  un  polynôme  X , on  formera  sa 
dérivée  Xr,  et  on  procédera  à la  recherche  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre  X et  X'  $ s’il  est  l’unité  , X n’a  pas  de  fac- 
teurs égaux*,  et  s’il  y a un  diviseur  F,  fonction  de  x , aucun  des 
facteurs  inégaux  de  X n’y  entrera. 

F=(x  — a)"-1  (x  — b)P-'...  (C). 

Le  calcul  fera  connaître  F sous  la  forme  xk  + p'xk~ ; 
et  il  s’agira  de  le  décomposer  sous  la  forme  (C),  afin  d'obtenir 
les  facteurs  égaux  et  leurs  exposans. 

En  divisant  la  proposée  (B)  par  F,  le  quotient  q est  formé 
de  tous  les  mêmes  facteurs  que  X,  dégagés  des  exposans  ? 
savoir  : 

q — {x  — a)  {x  — b)  {x  — c)  ( x — d ). . . (JD). 

Qu’on  résolve  l’équ.  <7  — 0,  on  reconnaîtra  ensuite,  à l’aide  de 
la  division,  quels  sont  les  facteurs  x — a,  x — b ...  de  F,  et 
quel  en  est  l’exposant  *,  accroissant  ensuite  ces  puissances  de  un  , 

on  mettra  X sous  la  forme  (B). 

5^4.  On  peut  donner  à cette  théorie  une  marche  plus  régu- 
lière. Désignons  par  [1]  le  produit  de  tous  les  facteurs  iné- 
gaux de  X , par  [a]2  celui  des  facteurs  carrés  , par  [3]*  celui 
des  cubes...,  que  F soit  le  plus  grand  diviseur  entre  X et  X' \ 
qu’ enfin  q soit  le  quotient  de  X divisé  par  F,  les  relations  B , 
C,  D , deviendront 

X^[i].W*.[3]3.[4]iC5]5... 

F=  M.[3]2.[4]3.[5]h,.  q = 

Traitons  F comme  nous  avons  traité  X,  et  soit  G le  plus  grand 
diviseur  commun  entre  F et  F',  puis  r le  quotient  de  F divisé 

par  G , ou 
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G = C3].[4?.C5]3...  r ~ M.[3].[4].E5].... 

De  même 

H=z  [4].[5]a...  5=  [3].{î43-[5]-.- 

/=  [5]..,  t=  " Efi-EJ  — 

et  ainsi  jusqp’à  ce  qu’on  arrive  à un  polynôme  TV,  pour  lequel 
le  diviseur  commun  avec  N'  soit  = 1 . Il  est  visible  qu’en  divi- 
sant q par  r,  le  quotient  est  [pj;  r par  s , il  est s par  t , 
il  est  p]...  Ainsi,  sans  connaître  les  facteurs  de  X , le  po- 
lynôme se  trouvera  partagé  en  autant  de  facteurs  qu  il  y aura 
d’exposans  différens,  mais  dégagés  de  ces  puissances.  Le  pre- 
mier [1]  contiendra  tous  les  facteurs  inégaux;  le  2 e [V]  tous 
les  facteurs  qui  étaient  carrés  , devenus  inégaux;  le  3e  £3] 'tous 
les  facteurs  cubes  rendus  simples  , etc...  Si  X manque  de  quel- 
qu’un de  ces  exposans , le  quotient  correspondant  sera  = 1 , 
enfin,  les  facteurs  dont  l’exposant  est  le  plus  eleve  , sont  donnes 
par  le  dernier  N des  polynômes  G , H... , qui  s est  trouvé  con- 
duire au  diviseur  comnrun  1 . 

Voici  donc  le  tableau  des  calculs  à effectuer  : 
polynômes,  X , F , G,  H , I — N} 

j ers  quotiens , q,  r , s , t I\T; 

2es  quotiens,  EOjMj  P]  > C4]--*  N- 

Chaque  terme  de  la  ire  ligne  est  le  commun  diviseur  du  pré- 
cédent et  de  sa  dérivée  ; les  polynômes  qui  composent  la  2e  et 
la  3e  ligne  sont  les  quotiens  respectifs  de  chaque  terme  de 
la  ligne  qui  précède  divisé  par  le  terme  qui  le  suit. 

Voici  quelques  applications  de  ces  calculs  : 

I.  Soit 

x = x5  — ad  + 4%3  — 4X’1  4~  4X  — 4 ; 

on  en  tire 

X'  =z  5ad  — 4x3  -f*  i2;ca  — 8a:  + 4 , 

et  le  commun  diviseur  F~x2  + 2 i celui-ci  a , avec  sa  dérivée 
qx  , le  diviseur  1 : la  ire  ligne  est  ainsi  terminée.  Pas  sant  à la  2e* 
X divisé  par  F , donne 

q=zx3  — x2  + 2X  ~ cv  , puis  r = x2  -f-  2 ; 


J ■ 


O 
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divisant  cj  par  r,  on  a [pj  ~ x — i , — x2  -f“  2 5 enfin 

4 ' 

x ■=.  (x  — i)  (xa  + 2 y. 

IL  -Sôit-  j_  j 

Xte:  x6  -f-  4x5  — 3x*  ~ 1 6x3  -f-  1 1 xa  + i 2^  — 9 i 
d où.  ..  ; 

X'  ~ 6x5-f-2cx*  — I2x3... , et  le.  commun  diviseur 


F h±  x3  -f-  x3  — - 5x  -f-  3 ; de  là  F'  = 3x2  -f-  2x  — 5 , 

puis  le  commun  diviseur  G — x — i , dont  la  dérivée  est  i 
Pour  former  la  2e  ligne , on  divisera  X par  F,  puis  F par  G 


et  on  aura 

, ; ■ T - 


3! 


r.l  ' J £., 


3rn  — x ^ > r — x*  + 2JC  “ ^ > 5 rz=  X — l ; 

enïin  divisant  g par  r,  r par  s , 

[i]t=±x-fi,  [2]— x-f-5,  [3]  = x —i , 

puis  r-  v 

I = (r+1)(:ï'f^)i(a:‘ — O’- 

III.  Prenons  encore  le  polynôme  X .===  • 

x8 — -i2x7-f-53x§ — 92X5 — 9x^-4-  2 i2x3 — 1 53x2* — io8x-j- 108 
d’où 


X'  = 8x7  — §4-x6 ...  F = x*  — 7X3  + 1 3x2  -f-  5x  — 28, 

G ==  x — 3 , G'  — i » 

Les  divisions  de  par  F,  etc. , donnent 
q r=:  xi  — 5x3  + 5x2  4-  5x  — 6 > r—x3  — 4^a  -f*  & -f-  G 

■ fy  G-,  . - , _ 

enOn  , 

[i]  = x—  i,  [23  = a;2  — « x — 2,  [3]  = x — o3 

puis 

Xz=  (r  — 1)  (x  — ù)2  (x  -f  i)2  (x  — 3)3. 

IV.  Pour  x6  * — Gx4  — 4x3  -J-  9X2  ~f*  îsx  -f-  4>  on  a 
F~x4-J-x3 — 3x2  — 5x — 2,  G = x2  + 2x  + i,  F~x-f-  1 
q ~ r — x~  — x — s,  .s  — t = x -f-  1 , 

CO  = ij  [a]  = x — a,  [3]=1,  DQ  = x-fi; 

enfin  , 


X = (x~2)5  (X  + l)‘. 
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Racines  incommensurables . 


5a5.  Méthode  de  Newton.  Une  équ.  étant  dégagée  de  ses 
racines  égales  et  comm  en  livrables  , n’en  a plus  que  d irration- 
nelles et  d’imaginaires.  Proposons-nous  de  trouver  les  premières. 
Supposons  qu’on  soit  parvenu  à connaître  une  valeur^  approchée 
de  l’une  des  racines  , qui  soit  seule  comprise  entre  a et  8 ; en 
faisant  x ~ y,  nombre  intermediaire  à a et  8,  011  juge  par  le 
signe  du  résultat  (n°  5i3),  si  la  racine  est  comprise  entre  a et 
y ou  entre  y et  8.  Posons  que  le  ier  de  ces  cas  ait  lieu.  Faisant  de 
nouveau  x /3)  entre  a et  y,  011  saura  si  la  racine  est  entre  t&  et  fi 
ou  fi  et  y,  etc.-  ainsi , on  resserre  de,plus  en  plus  les  limites  de 
x , et  on  approche  indéfiniment  de  sa  valeur. 

Maïs  ce  procédé  laborieux  ne  peut  se  pratiquer  pour  de 
grandes  approximations  ; on  ne  l’emploie  que  pour  obtenir  un 
nombre  et  approché  à moins  du  ios  de  la  valeur  de  x.  En  dé- 
signant l’erreur  par  y,  on  a x'=-ct  y . Introduisons  ce  binôme 
dans  la  proposée 


o. 


kxm  4 pxm  1 +. . . “p"  tx  —f—  u — - N. 

d'où  (5oo)  X -f-  X'y  4 à A"y... 

Mais  y est  par  supposition  une  petite  quantité , et  « n’entre  au 
dénominateur  d’aucun  des  coefîiciens,  qui  sont  les  valeurs  de 
la  proposée  X et  de  ses  dérivées , quand  on  y fait  x vzr  u.  La 
règle  de  Newton  consiste  à regarder  \esy?,y\..  , comme  assez 
petits  pour  pouvoir  être  négligés  , ce  qui  réduit  la  transformée 
àX  + X' y = °;  d’où 

kctm  4 p a'71-1,"  4 u 4-  u 

' mkâr 


X- 


1 "d”  P (m — ■ i)#,u  N • 4 t 

Appelons  fi  cette  fraction,  ou  seulement  sa  valeur  approchée; 
y — fi  donne  x~ot  4/3  pour  seconde  approximation.  Faisant 
a-L.fi  — et,  et  désignant  par  y la  nouvelle  correction  , elle 
sera  donnée  par  la  même  fraction,  où  a sera  remplacé  par  * ; 
d’où  x xx.  û5  4 d 4y=  ^ ~\~y'  i de  suite. 
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Soit , par  ex.,  x3  — Qx.  — 5 ~ o ; en  faisant  x =r  2 et  3 , les* 
résultats  — 1 et-f-  16  accusent  qu’il  existe  une  racine  entre- 
ra et  5,  et  quelle  est  plus  proche  de  2;  comme  x ==  2,1  donne 
OjcGi  , on  reconnaît  que  2,1  est  plus  grand  que  x , et  plus  voisin 
de  la  racine  que  2.  Faisant  a ~ 2,,i  la  correction  eat 


y 


Ci 


2 u 


5 


m 


0,06  1 

r 1,23 


0,0064. 


Bornons-nous  aux  dix-millièmes > pour  une  ire  approximation, 
^ = 2,0946  : et  faisons  de  nouveau  a zrz  2,0946;  nous  aurons 


, ü j3J. 


^ 0,000641 55o536 


o,oooo485i 


1 1, 1 6204748 

.Notre  4e  décimale  était  donc  défectueuse,  et  nous  avons..,. 

<7> 

x — 2,0945514^;  on  pourrait  de  même  pousser  le  calcul  plus 
loin,  corriger  les  dernières  décimales,  ou  s’assurer  de  leur  exac- 
titude, 

- • r»  — X 

Observez  qu’en  conservant  les  y2,  on  ay—  ■ t-~— — 5 après 

A ”r  â A y c 

avoir  trouvé  la  correction  y*  si  on  la  substitue  dans  le  dénomi- 
nateur, on  aura  une  valeur  plus  approchée  de  y.  Ainsi,  dans* 
notre  ex.jy—  — 0,0064,  mis  dans  I X''y,  donne  — 0,064  > ajou- 
tant à 1 1,23,  le  dénominateur  est  1 1,196,  d’oùj'  •=  o,oq54483, 
valeur  dont  la  dernière  décimale  est  seule  fautive» 

Soit  encore  l’équ.  x3  — -a:2-}- 2\r  ~3  • elle  a une  racine  entre 
les  nombres  1,2  et  i,3,  qui  conduisent  aux  résultats — 0,3 12 
et  -f-  0,107.  Faisons  a — t,3  j nous  avons 


y. 


et1  -f-  2ec 


3 


0,107 


5«2. 


0,02  ; 


2*  -b  2 4 Al 

ainsi  x~  1,28.  Comme  | X"y  = (3#  — 1)9/:=  2, g . y,  le  dénomi- 
nateur, augmenté  de  o, o58,  devient  4>412  » d’où^y  =i=< — 0,0242; 
ainsi,  xz=z  1,2768. 

En  posant  «=1,37,16,  on  trouve  y = — o,ooo3i552,  et 
même  par  suite  y — 0,000315585;  d’où  x =r=  1 ,27568441&i 
et  ainsi  de  suite. 


RACINES  INCOMMENSURABLES. 


7 


*■» 

J 


5 26.  Nous  n'avons  pas  clairement  démontré  qu’on  ait  le  droit 
de  rejeter  les  yz;  y3"-}  et,  en  effet,  si  a,  b , c...  sont  les  ra- 
cines de  X rzr:  o , comme  x = a -f-  y,  celles  de  y sont  a — - «t  , 
b — a...  , dont  le  produit  est  zh  X;  ainsi  (n°  5o2)  , 


-h  X'  = (Z> — et)  ( c — ( a — a)  ( c — os).,.  -j-  (a  — te)  etc. 


Xr  1 „ . 1.1 


X Û — et 


-f-  z } en  faisant  2 == 


b — 


et 


Hh 


C — «5 


■f-***; 


a 


enfin . - — ■ ou  Æ = E~ 

; X'  1 1 + (a  — «JS 

* ; .-*'■*  r r \ r * * 

Pour  que  la  méthode  de  Newton  soit  bonne,  il  faut  que  1 
correction  fi  donne  a - 1~  /3  plus  approché  que  u de  la  racine  a 
soit  par  excès,  soit  par  défaut;  ainsi,  F erreur  a — - a doit  être 
numériquement  et  abstraction  faite  du  signe, 

Pour  détruire  l’influence  des  signes,  élevons  cette  inégalité  au 
carré;  en  supprimant  (a— ~«)2  des  deux  parts,  et  le  facteur 
fit  nous  avons  2 (a  — et)  y>  fi)  et  à cause  de  notre  valeur  de  fi, 


fZ 

H- 


1 -h  s(a  — a)  s 


O 


ou 


positfé 


a .. 


Suivant  que  cette  inégalité  sera  vraie  ou  fausse , la  méthode  de 
Newton  sera  bonne  ou  mauvaise. 


Or,  si  a-  a,  et 2 ont  même  signe,  la  condition  est  remplie  ; elle 
ne  1 estpas  quand  les  signes  sont  dilférens  et  que  leproduit  est^>i. 
Quand  <*,  qui  est  voisin  de  a,  se  trouve  l’être  aussi  de  b , la 
proposée  ayant  deux  racines  très  rapprochées , dès  qu’on  tombe 
sur  entre  a et  h } a —a  et  S ont  des  signes  contraires,  parce 
1 

l est  le  ier  et  le  plus  grand  terme  de  S,  qui  en  reçoit 


le  signe  ; alors  la  méthode  peut  être  en  défaut.  Mais  si  l’on  veut 
monter  graduellement  vers  la  moindre  racine  a,  ou  descendre 
vers  la  plus  grande  a ; le  procédé  ne  sera  pas  fautif,  parce 
que  a — a et  2 auront  même  signe,  attendu  que  a est  <[  dans 
le  ier  cas,  et  dans  le  2e,  que  toutes  les  racines. 

L équ.  xb  — 4^'"*“  5xa  -j-  1 8.r-f-  20  o , a une  racine  entre 
ô,ô  et  3,5;  si  l’on  pose  « = 3,3 , on  trouve  y = — 0,284  } 
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T — 2,676,  Valeur  moins  approchée  que  3,3  et  en  effet,  3,3 
se  trouve  compris  entre  deux  racines  voisines  0,206...  et 

3,449*  . . 

Si  Ja  proposée  a deux  racines  imaginaires,  telles  que... 
h±il  \/  — 1 , et  il  sera  prouvé  que  toutes  ces  racines  sont  da 
cette  forme  ( n°  533)  , 2 a deux  termes  tels  que 

i 1 1 2(4  — «)_ 

k ^ -f-  / — 1 ^ k # l\/  1 ( fc- — 4-  L 


ainsi 


2 

Si  Z est  très  petit,  cette  fraction  diffère  peu  de  ■ J~~ 

quand  # est  voisin  de  elle  est  très  grande  et  2 reçoit  son 
signe.  Si  donc  * est  entre  i et  a,  les  signes  de  2 et  a—  * 
sont  encore  différons.  Voici  donc  une  nouvelle  exception  pos 
sible  ; elle. a lieu  quand  la  proposée  a quelque  racine  imaginaire 
h -H  1 , — j pour  laquelle  / est  très  petit,  et  h très  voisin 

de  a.  r / 

On  ne  peut  donc  appliquer  avec  sûreté  la  méthode  de  New- 
ton, puisqu’on  ne  doit  s’en  servir  qü  en  supposant  une  condi- 
tion qu’on  ne  peut  vérifier,  attendu  qu’elle  dépend  de  racines  qui 
sont  inconnues.  Cependant,  comme  les  cas  d’exception  sont 
rares  et  se  manifestent  d’eux-mêmes  par  le  calcul,  on  1 em- 
ploie ordinairement  à cause  de  sa  grande  facilité. 

627.  Méthode  de  M.  Legendre.  Après  avoir  passé  les  termes 
négatifs  dans  le  2e  membre,  la  proposée  prend  la  forme... 

hxin  4-  fxm~~l  + g — NxmJn  4 Pxm~P  . . -,  mettant  xm  en 

facteur  commun,  dans  le  ier  membre,  on  en  tirera 


x 


m 


7srxm~"  4 Pocm'v> 


o* 


k+fx  + x'+'" 


— çx 


.îl 


Construisons  les  courbes  qui  ont  pour  équ.  y — xm,  représentée 
par  JMQ  (fig.  2 , bis},  et  y = par  BMN.  Les  formes  don- 
nées à ces  courbes  résultent  de  ce  que  les  abscisses  croissantes 
répondent  à des  ordonnées  croissantes,  attendu  que  dans  <p  tout 
est  positif;  le  point  M de  section  de  ces  deux  courbes  a pour 
abscisse  x = JP,  qui  rend  x’"  — <px ; cette  abscisse  est  la  plus 
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grande  racine  positive  de  la  proposée.  Les  ordonnées  pN,  p'ii  y 
placées  au-delà  de  M , sont  PM  y d’après  la  forme  des  deux 
courbes.  . ■ , 

' ' ' ç v i * - • 

Cela  posé ; prenons  x = Ap~  u^AP  ; a sera  line  limite 
supérieure  des  racines;  <px  deviendra  pN~ç quantité  connue; 
par  le  point  N , menons  AV  parallèle  aux  x ; cette  droite  cou- 
pera la  2e  courbe  en  n y point  dont  l’abscisse  est 

m 

A p — et  z=.  ^/Çoi  ; 

* 

ainsi  l’ordonnée  p'n  a pour  abscisse  une  quantité  connue  Ay 
qui  est  une  limite  moins  écartée  de  la  plus  grande  racine.  On 
peut  donc  redire  pour  A ce  qu’on  a dit  pour  u , et  prendre 

,,  m ".'.‘-.i  , . : 

A = \/<pA  pour  valeur  plus  proche  de  r;  et  ainsi  de  suite. 
Le  type  du  calcul  sera  donc  compris  dans  les  équations 

m m m 

A rrr:  Ça  , A‘  ~ \/^A  y A"  — ]/  çV,  etc.  ; 

: ; ’ . ; : ‘ L'  ' 4 JJ  ' . 

quantités  de  moins  en  moins  grandes , et  qui  convergent  sans 
cesse  vers  la  plus  grande  racine.  Il  n’est  nécessaire  de  calculer 
avec  exactitude  les  A , ce "...  que  quand  ces  valeurs  diffèrent  peu 
entre  elles;  alors  on  y met  toute  la  précision  qu’exige  le  degré 
d’approximation  qu’on  se  propose  d’obtenir. 

Ainsi,  pour  l’équ.  x3  ox2.- — x ~~~  8 = o , on  écrit 

(7  \ 

i -f-  J x -f-  8 ; 

x -f-  8 (x  4-  8)x 


d’où 


xJ 


3”  a;  + 3 

i -L  - 

X 


çx. 


La  limite  supérieure  (n°  5o8)  est  ar=,\  ,5  ; substituant  cette  valeur 
pour  x dans  <py  et  prenant  la  racine  cubique,  il  vient  A ~ 2,4-7; 
mettant  de  nouveau  1,47  pour  xy  on  a A z=z  1,460,  puis 
es'"  = 1,4676... 

De  même  l’équ.  x 3 — a:2  -j-  — : 3 donne 


x~ 


x2  + 3 (x2,  -f-  3)xs 


i -j- 


2 


x2  -j-  2 


X‘ 
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en  faisant  ûc=i  ,3 , on  a — puis  i, 284,  **=3  1,2806, 
&lv  = 1,276  68... 

Une  fois  qu’on  connaît  la  plus  grande  racine  a , la  proposée 
est  divisible  par  x — a , et  nous  avons  donné  (n°  5oo)  un  mo3^en 
facile  de  trouver  le  quotient;  l’égalant  à zéro,  on  traite  de 
meme  cette  équ. , et  on  découvre  ainsi  de  proche  en  proche 
toutes  les  racines  réelles.  (Yoy.  le  Supplément  à la  Théorie  des 
Nombres). 

9 * 

La  méthode  de  D.  Bernoulli  suit  une  marche  analogue;  nous 
l’exposerons  n°  556. 

528.  Méthode  de  Lagrange.  La  chose  la  plus  importante  à 
connaître , quand  on  veut  résoudre  une  équ. , est  le  lieu  des 
racines  réelles , c.-à-d.  une  suite  de  limites  entre  lesquelles 
chaque  racine  soit  seule  comprise  ; c’est  meme  là  le  point  réel 
de  la  difficulté  , le  but  essentiel  de  toute  théorie  des  racines 
incommensurables,  et  les  méthodes  précédentes  n’en  sont  pas 
exemptes  ; car  celle  de  Newton  suppose  d’abord  la  connaissance 
d un  nombre  voisin  de  la  racine  qu’on  demande;  et  lors- 
qu’avec  Bernoulli  et  M.  Legendre,  on  a approché  de  la  plus 
grande  racine  a , la  division  ne  donne  qu’un  quotient  plus  ou 
moins  altéré,  qui  a pu  faire  perdre  quelques  racines  réel  les, 
ou  en  acquérir  aux  dépens  des  imaginaires  ; et  comme  cela 
se  rapporte  au  cas  où  la  proposée  a deux  racines  très  voisines,, 
on  conçoit  la  nécessité  de  les  séparer  , et  en  général  d’en  con- 
naître le  lieu. 

Lorsqu’on  substitue  pour  xles  nombres — 2,  — 1,0,  1,  2,  3..., 
et  qu  on  obtient  autant  de  résultats  de  signes  différens  que 
le  degré  de  l’équation  a d’unités,  toutes  les  racines  sont  réelles, 
et  le  lieu  de  chacune  est  mis  en  évidence.  Mais , excepté  ce 
cas  , on  demeure  toujours  incertain  sur  le  nombre  des  racines 
réelles  et  leurs  limites,  car  deux  résultats  de  signes  différens 
pourraient  annoncer  la  présence  de  3,  5...  racines  entre  les 
nombres  substitués,  comme  deux  résultats  de  mêmes  signes 
pourraient  désigner  l’existence  de  2,  racines  intermé- 
diaires (n°  5 1 3) . Mais  si  l’on  choisit  une  série  de  substitutions 
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successives  assez  rapprochées  pour  qu’il  ne  pu  h h ï la 
tomber  au  plus  qu’une  racine  entre  elles , on  sera  certain  que 
chaque  changement  de  signe  entre  les  résultats , annoncera  une 
seule  racine  entre  les  deux  nombres  substitués  ; tandis  quil 
n existera  pas  de  racine  intermédiaire , si  les  résultats  ont 
même  signe. 

Si  deux  racines  a et  b sont  comprises  entre  a et  a,  les  quatre 
nombres  #,  a , b et  A sont  écrits  par  ordre  de  grandeurs  crois- 
santes; d’où  résulte  A — <*^>b  — a.  Donc,  si  au  contraire 
A — u <7  b — a y les  deux  racines  a et  b ne  sont  pas  à la  fois 
entre  a.  et  A;  ainsi,  il  suffit  de  choisir  les  nombres  « et  A moins 
écartés  que  ces  racines  , pour  être  certain  qu’il  y a ou  une  seule 
racine  entre  eux,  ou  aucune.  Donc,  si  £ est  moindre  que  la 
plus  petite  différence  entre  les  racines , et  que , partant  de  la 
limite  inférieure  1,  on  substitue  les  nombres  1 , 1-f- 
jusqu  à la  limite  supérieure  L,  on  obtiendra  autant  de  résultats 
de  signes  differens  quil  y a de  racines  réelles.  Chaque  chan- 
gement de  signe  accusera  l’existence  d’une  seule  racine  entre 
les  deux  nombres  substitués  ; et  il  n’y  en  aura  pas  d’intermé- 
diaire si  les  signes  des  résultats  sont  les  mêmes. 

Pour  obtenir  ce  nombre  «f,  formons  l’équ.  dont  les  racines 
sont  les  différences  de  toutes  celles  de  la  proposée,  prises  2 à 
û;  faisons  x=a-{-j;  X=zo  devient  X+X!y-{-'-X,,y\„z=;o. 
Si  a est  racine,  le  1er  terme  X s’en  va,  et  divisant  par  y,  on 
trouve 

X = o , X'  -}-  i X"y  -f-  j Xwy -f-  kym~l  = o. 

Ces  équ.  sont  entre  les  inconnues  a et  y ; et  comme  y = x — a f 
y est  la  différence  entré  la  racine  a et  toutes  les  autres . Éli- 
minons a (n°  5 18)  et  il  viendra  une  équ.  Y = o,  dont  l’incon- 
nue y sera  la  différence  entre  deux  racines  quelconques  ; car 
ce  résultat  étant  indépendant  de  a , est  le  même  que  celui  qu’on 
aurait  obtenu  en  faisant  x = ù-j-y,  =c-{-y,  etc.  Ainsi,  F=o 
est  téqu.  aux  différences. 

Puisque  y est  la  différence  entre  une  racine  quelconque 
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et  toutes  les  autres,  le  degré  dey  est  le  nombre m(m  — 1)  de* 
arrangemens  2 à 2 des  ni  racines  x . 

Les  différences  a — b , b — a , a — c,  c — a sont 

égales  2 à 2 en  signes  contraires;  en  sorte  que  siy  = v,  on 
a aussi  y~ — et  Y doit  devenir  nul  dans  les  deux  cas; 
ainsi  Y ne  doit  renfermer  que  des  puissances  paires . Cela  ré- 
sulte aussi  de  ce  que  Y peut  être  décomposé  en  facteurs  tous 
de  la  forme  (y*  — œ.2  ) (y2  — /32  ) . . . 

On  peut  donc  poser ;jy2  = z,  sans  introduire  de  radicaux: 
on  a ainsi  une  équ.  Z = o,  dont  l’inconnue  2 est  le  carré  de 
toutes  les  différences  des  racines  ; c’est  l’équation  au  carré  des 
différences . 

Nous  savons  trouver  un  nombre  i moindre  que  toutes  les 
racines  positives  de  Z—o  (n°  5 10),  i<fz  ou  y2;  y/i<fy:  donc 
y/i , ou  une  quantité  moindre,  pourra  être  pris  pour  la  différence 
éé  entre  les  nombres  à substituer.  Comme  Y et  Z ont  les  mêmes 
coefficiens,  i est  aussi  la  limite  inférieure  de  y , ou  i <f  y '•  en 
sorte  qu’on  peut  prendre  à volonté  cf—  i ou  \/i.  Comme  plus 
â'  est  petit  et  plus  il  y a de  substitutions  à effectuer  entre  les 
limites  / et  L , on  doit  prendre  cf  le  plus  grand  possible  pour 
ne  pas  multiplier  les  opérations.  Ainsi , quand  if>  1 , on  pren- 
dra it  ou  même  on  fera  1 , c.-à-d.  qu’on  substituera 
les  nombres  naturels  o,  1,2,  5...;  et  si  i <f  1 on  prendra 

= y/i.  Mais  comme  alors  il  serait  long  de  substituer  pour  x 
une  suite  de  nombres  irrationnels  et  fractionnaires,  voici  ce  qu’on 
doit  faire  : 

i°.  On  sait  approcher  de  ]/i,  à moins  d’une  fraction  dési- 
gnée , telle  que  £ ou  . . ( n°  63  ) ; on  prendra  donc  y/it  par 

défaut,  à moins  de  7;  d’où  Seulement,  comme  il  ne 

J h h 

faut  pas  compliquer  les  calculs , en  prenant  pour  h un  grand 
nombre  , ni  s’éloigner  beaucoup  au-dessous  de  y/i , pour  ne  pas 
multiplier  les  substitutions,  on  choisira /z , selon  les  cas,  de  ma- 
nière à remplir  ces  deux  conditions. 

h sù  ok  , . 

20.  Au  heu  de  substituer  o,  -j-,  -ÿ- on  rendra  les 
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racines  , et  par  conséquent  leurs  différences,  h fois  plus  grandes 
( n°  5o5  ) en  posant  hx  == t , et  il  restera  à mettre  pour  t, 
o , k , sh. , ou  , si  Ton  veut , o,  i , 2,  3. . . . Ainsi , Von 
peut  transformer  toute  equ.  en  une  autre , qui  liait  pas  plus 
dune  racine  comprise  entre  deux  entiers  successifs  quelcon- 
ques. 

Observez  que  *se  tire  de  l’équ.  Y o,  et  que  Z estinutileà 
former.  De  plus,  en  chassant  le  2e  terme  de  X (n°  5o4  ),  toutes 
les  racines  sont  augmentées  de  la  même  quantité  , ce  qui  n’en 
change  nullement  la  différence  : en  sorte  que  Y reste  le  même 
pour  X et  sa  transformée  , ce  qui  rend  le  calcul  plus  simple. 

52q.  Soit,  par  ex.,  l’équ.  x3  — 2a?  = 5,  dont  une  seule  racine 
nous  est  connue  ( n°  525  ) : pour  nous  assurer  que  les  deux 
autres  sont  imaginaires,  changeons  x enx-f-y , d’où.  . . . 
3x% — 2 + 3 xy  -f-+  =o  ',  éliminant  x ( n°  5 1 8 ),  il  vient  l’équ. 
ys  — 13+  + 36j/2  -f-  643 ==  o.  Pour  avoir  la  limite  inférieure 

de  jq  faisons  y2,  = - ; d’où  643e3+56iA..  =0,  etv<^  1 + 

on  trouve  même  v 1 ; d’oùjy]i>  1.  Ainsi  1 donne  autant 
de  changemens  de  signes  qu’il  y a de  racines  réelles;  donc, 
etc.  . . . 

L’équ.  x3 — 12 x* 41X — 29  = 0 donne 

3x 2 — 24^  + 4l  + (5x  — 12 )y-4-yz  = °î 

donc,  en  chassant  y,  y 6 — 42y^  44}y2  ~ 49 • Onfaity  — v~r„ 

et  il  vient  — 441^-  • • • , puis  10,  y^>Vf  > ou  Vf  i 

donc  ^ = Faisant  x=  \ t , on  a 

t 3 — 4%^  + 65  6£  ~ 1 85  G. 

t 

Telle  estl’équ.  qu’il  s’agit  de  résoudre.  Posons  t = o,  1 , 2....  ^ 
nous  verrons  que  t est  entre  3 et  4»  21  et  22,  22  et  20 ; ainsi, 
x est  entre  \ et  1 , + et  + , — et  ~ ; en  sorte  que  x a deux 
racines  entre  5 et  6 , qui  n’auraient  pas  été  aperçues  sans  ce 

calcul.  Les  racines  sont  x = 0,95108.....  5,35689 6,69203 

( voy.  pag.  108  ). 

De  même , x 3 — ^x  + 7=  o donne  + —4ay*+44iy*—4&, 
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d’où  v <9  et  y > f et  ]/  Posant  etc.  , on 

reconnaît  bientôt  qu’il  y a une  racine  entre  — 3 et  — ■ i~,  une 
entre  § et  § , enfin  une  autre  entre  § et  2 , savoir  : 

x — 3,04892....  --  1,35689....  — 1,69203... 

Enfin  pour  l’ équ.  a;3 — x 2 — 2.r-f-  1 = o,  comme  jc  = o,  1,2..?. 
donne  + 1 , — et  1 + i , on  sait  qu’il  y a une  racine  entre  o et  1, 
une  entre  1 et 2;  mettant—  x pour  x , on  trouve  ensuite  que 
la  troisième  racine  est  entre  — 1 et  — 2.  Ainsi , l’équ.  aux  dif- 
férences n’est  d’aucune  utilité.  Cependant , si  on  la  cherche  , 
on  trouve ys — i4y4-+*49y2  — 49  > savoir,  1 , <È=i  , ce 
qui  s’accorde  avec  ce  qu’on  vient  de  dire. 

Ces  calculs  sont  toujours  possibles  à effectuer  , et  ils  ne  lais- 
seraient rien  à désirer , s’ils  ne  s’élevaient  pas  avec  le  degré 
de  l’équ.  jusqu’à  devenir  d’une  complication  qui  les  rend  im- 
praticables ( voy.  n°  557)  ; mais,  pour  ce  qui  regarde  la  théo- 
rie, elle  est  claire , complète  et  sans  embarras.  Il  resterait  à 
resserrer  les  limites  des  racines  pour  pousser  plus  loin  l’ap- 
proximation -,  et  Lagrange  a encore  donné  un  procédé  facile 
pour  y arriver*,  nous  l’exposerons  n°  Ô73. 

53o.  Règle  de  Descartes.  Lorsqu’une  équ.  X—  o est  or- 
donnée , on  peut  souvent  présumer  le  nombre  des  racines,  soit 
positives , soit  négatives , à la  seule  inspection  des  signes.  Nous 
dirons  qu’il  y a permanence  , lorsque  deux  signes  successifs 
seront  les  mêmes  , et  variation  , quand  ils  seront  différens.  Le 
théorème  de  Descartes  consiste  en  ceci  : Toute  équation  a AU 
.PLUS  autant  de  racines  positives  que  de  variations , et  de 
racines  négatives  que  de  permanences.  C’est  ce  qu  il  faut  dé- 
montrer. 

Supposons  , pour  fixer  les  idées,  qu’une  équ.  proposée  pré- 
sente cette  succession  de  signes  : 

» -f-  • — h — h — 4*  *f*  + 4*  h~'  “b. 

Multiplions  par  r + a,  pour  introduire  une  nouvelle  racine 
négative.  Il  faut  d’abord  multiplier  par  x,  puis  par  a , et  ajouter 
les  deux  produits,  qui  offrent  la  même  succession  de  signes*,  le 


t 


I 
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6e,  pour  être  ordonné  avec  le  i«,  devra  être  écrit  au-dessous  , 
en  reculant  d’un  rang  à droite,  comme  il  suit  : 


+ f 1 -h f-  4-  4-  4-  ■—  4 4- 

4~~  4"  — 4-  4 h ~t~  ~h  — -f» fi 

~h  i ii  — i i i 4*  4~  4~  i ii  i -f* 

Quand  les  deux  signes  correspondans  sont  les  mêmes,  ils  s© 
conservent  au  produit;  dans  le  cas  contraire,  nous  avons  mis 
la  lettre  i pour  marquer  qu’il  y a incertitude  sur  le  signe  du 
résultat,  quand  on  n’a  pas  égard  à la  grandeur  des  coefli- 
ciens. 

Comme  les  deux  lignes  sont  Composées  des  mêmes  signes  , les 
i ne  se  rencontrent  que  lorsqu’il  y a variation  : un  nombre  pair 
de  variations  successives  en  donne  un  pair  de  i,  qui  sont  situés 
entre  des  signes  semblables  ; au  contraire,  quand  les  variations 
/ sont  en  quotité  impaire,  les  i le  sont  aussi  et  entre  des  signes 
dtfferens.  Donc,  si  1 on  veut  disposer  de  tous  les  coefïiciens  de 
manier  e a introduire  leplus  grand  nombre  possible  de  variations 
au  produit^  il  faudra  changer  les  i en  -f  et  — alternatifs;  etpuis- 
que  chaque  série  de  i est  entre  deux  signes  semblables  ou  différent 
selon  que  leur  nombre  est  pair  ou  impair , il  est  visible  qu’on 
ne  pourra  introduire  plus  de  variations  qu’il  y a de  ces  i ou 
de  variations  dans  la  proposée.  D’ailleurs  , le  produit  a un 
terme  de  plus , donc,  il  a au  moins  une  permanence  déplus. 

Il  se  peut  que  les  i ne  donnent  pas  tous  des  variations  ; alors 
îe  produit  aurait  autant  de  permanences  de  plus  , outre  celle 
dont  l’existence  vient  d’être  constatée.  Donc,  V introduction 

d’une  racine  négative , emporte  celle  d'au  moins  une  perma- 
nence* 

Multiplions  maintenant  la  proposée  par  x *—  a i pour  intro» 
duire  une  racine  positive  : le  2e  produit  partiel , reculé  d’un 
rang  à droite  , est  forme  désignés  contraires  à ceux  du  ier 

en  sorte  que  les  i sont  inscrits  à chaque  permanence  de  la 
proposée  ; 


4-  — 


h 

~h  4- 


-h  - I-  + 4-  4' G 

4 — h + — 4 f_ 
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Une  succession  de  signes  semblables  dans  la  proposée  devant  se 
terminer  par  une  variation , toute  suite  de  signes  i doit  être 
comprise  entre  -f-  et  — . Qu’on  dispose  de  ces  i en  les  chan- 
geant tous  en  -K  ou  tous  en  — , pour  former  le  plus  grand 
nombre  de  permanences  , il  n’y  en  aura  qu’autant  que  dans  la 
proposée;  le  produit  ayant  un  terme  de  moins  qu’elle,  a donc 
au  moins  une  variation  de  plus . Si  tous  les  ine  se  changeaient 
pas  en  permanences  , il  y aurait  en  outre  autant  de  variations 
de  plus.  Donc,  V introduction  d’une  racine  positive  emporte 
celle  d'au  moins  une  variation. 

L’équ.  proposée  étant  le  produit  des  facteurs  binômes  , cor- 
respondans  aux  racines  réelles  , par  uh  polynôme  contenant 
toutes  les  racines  imaginaires  , chacun  des  premiers  facteurs 
introduira  au  moins  une  permanence  ou  une  variation , selon 
que  le  2e  terme  de  ce  facteur  est  positif  ou  négatif  : le  théorème 
énoncé  s’ensuit  donc  nécessairement. 

53 1 . Désignons  par  P le  nombre  des  racines  positives  d’une 
équ.  de  degré  m , par  N celui  des  négatives  , par  p le  nombre 
des  permanences  , par  v celui  des  variations  ; il  est  démontré 
que 

i°.  P = ou<[e,  2°.  N—on<^p. 

j c i 

Or,  si  toutes  les  racines  sont  réelles,  on  a P4-N  = m , et  aussi 

^ ? • 

v = 1U)  puisqu’il  y a en  tout  m -(-  i termes;  donc 

P -f-  N—  v + p. 

Comparant  P à v,  il  peut  arriver  ces  trois  cas , P >,  ou  <,  ou 
— e : le  ier  est  démontré  impossible  i°.  ; si  le  2e  a lieu  , il  fau% 
pour  que  la  dernière  équ.  subsiste , qu’on  ait  par  compensation 
]V  >p,  çe  qu’on  a prouvé  ne  pouvoir  arriver  2°.  Donc  P = v, 
et  N~p  • lorsque  toutes  les  racines  d’une  équ.  sont  réelles  , 
elle  a précisément  autant  de  racines  positives  que  de  variations , 
et  autant  de  raçines  négatives  que  de  permanences. 

532.  La  seule  inspection  des  signes  d’une  équ.  permet  sou- 
vent de  reconnaître  quelle  a des  racines  imaginaires  , et  dis- 
pensé du  long  calcul  de  l’équ.  aux  différences  ; c’est  ce  que  le$ 
exemples  suiYRUs  feront  voir. 
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i®.  S il  manque  un  terme , et  que  les  deux  signes  voisins 
soient  les  mêmes  , l équ.  a des  racines  imaginaires . Car,  eu 
donnant  le  coefficient  ±o  au  terme  qui  manque,  on  a trois 
termes  successifs  Jxh+'±ioxh+ Bxh~l  : mais,  suivant  qu’on 
prend  -f-  o„  ou  — o,  on  a deux  permanences  ou  deux  variations. 
Si  toutes  les  racines  étaient  réelles  , il  y aurait  donc  à volonté 
deux  racines  négatives  , ou  deux  positives,  ce  qui  est  absurde, 

L’équ.  x3  -f-  ax  = 5 n’a  qu’une  racine  réelle,  qui  est  entre 
i et  2 (voy.  n°  629  ). 

2°.  Les  trois  variations  de  x3  — + i2x  — 4 — 0 font 

présumer  qu’il  existe  trois  racines  positives.  Multiplions  par 
x + a; 

**  + (<*■—  3)x3  -f-  (1 2 — 3a)x*  -f-  ( 1 2 a~4)x  — 4«  — 0. 

Essayons  d’attribuer  à a une  valeur  qui  introduise  deux  per- 
manences ; a >3  et  < 4,  par  ex.  a— 3f  , rend  les  trois  pre- 
mi  ers  termes  positifs  • outre  nos  trois  racines  positives  suppo- 
ses , cette  équ.  en  aurait  donc  encore  deux  négatives  , ce  qui 

ne  se  peut.  Donc  la  proposée  ri’a  quune  racine  réelle  , qui  est 
entre  o et  1 . 

3°.  Qu’on  changé  x en  y -f-  h et/ 4 dou  résultent  les 
equ.  Y o,  Y o.  Supposons  que  Y'  ait  quelques  variations 
de  moins  que  Y : si  toutes  les  valeurs  de  x sont  réelles 
Y =0  aura  l’une  de  ces  racines  positives  <*,  qui  sera  devenue 
négative  — dans  F' ==•  o,  ou  o:  = « -f  h — __  + ^ 

Ainsi . x aune  racine  > h et  < h'.  Comme  on  doit  en  dire* 
autant  pour  chaque  variation  qui  a disparu , il  y aura  autant 
de  valeurs  de  x entre  h et  h';  etsi  la  doctrine  des  limites  montre 
que  ces.  racines  de  r n existent  pas  toutes,  on  sera  assuré  que  or 
a des  valeurs  imaginaires. 

Par  ex.,  x3  ^,xz  — 2x  4-17  — 0 donne 

y + ayft— 6y+5  = o,  /3  + 5/*  +/  + a— Q, 

lorsqu’on  change  x en  y + 2 et/ +3.  Les  deux  variations  qui 
font  présumer  deux  racines  positives  de  y}  n’existant  plus  pour 
y,  on  suppose  deux  valeurs  de  x entre  2 et  3.  Mais,  d’une 

G..  * 
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part,  la  limite  inférieure  d ey  ( n°  5io  ) est^>  : de  l’autre, 
changeant  y'  en  — y,  la  limite  inférieure  est  - ; et  à cause 
de  y =y  -f-  i , i — y ^>| , et  y'  <é  f Ces  deux  limites  étant 
incompatibles  , on  en  conclut  que  x a deux  racines  imaginaires. 
Si  1 es  limites  n’étaient  pas  contradictoires,  on  demeurerait,  il 
est  vrai , incertain  s’il  y a deux  racines  de  x entre  2 et  3 ; mais 
on  aurait  au  moins  resserré  l’espace  qui  doit  les  renfermer. 

Racines  imaginaires. 

533.  Soit  X = o une  équ.  dont  les  racines  sont  a , b , c.  . . ; 
On  voit  aisément  que  si  l’une  des  quantités  u zb  /S  \/  — î satisfait 
à cette  équ.,  l’autre  y satisfait  aussi.  En  effet,  si  l’on  effectue 
la  substitution  de  l’une  dans  X,  le  résultat  aura  la  forme 
P+QŸ—i-  Mais  il  suit  de  la  loi  du  développement  des 
puissances  que  , si  l’on  met  pour  x l’autre  binôme  , le  résultat 
sera  le  même , au  signe  près  des  imaginaires  : ainsi , la  double 
substitution  donne  P ±z  Q ]/  — ) . En  admettant  que  l’un  de 
ces  résultats  soit  nul , comme  la  partie  réelle  ne  peut  détruire 
l'imaginaire,  il  faut  que  chacune  soit  zéro  à part,  P—  o, 
Q — o.  Donc,  ce  résultat  est  nul  pour  les  deux  substitutions. 

S'il  existe  une  racine  de  la  forme  u -J-/2  {/  — i , il  doit 
donc  en  exister  une  autre , telle  que  u — /3  \/—  î . Il  faut  mon- 
trer qu’en  effet  toutes  les  racines  imaginaires  ont  ces  formes. 

Supposons  d’abord  que  le  degré  m de  X soit  le  double  2 i 
de  quelque  nombre  impair  i (tn  = 6 , 10  , 14. . .)  : formons 
l’équ.  <p  = o , qui  aurait  pour  inconnue  <p  — a -f-  b -f-  rab , 
r étantun  nombre  arbitraire.  Il  faudra  remplacer  x.  dansX,  par 
a et  b ) ce  qui  donnera  deux  équ,  Xt  = o , Xa=o,  et  éliminer 
a et  b entre  ces  trois  équ. 

Xl  = o,  Xa=o,  ç — afb  -f-  rab. 

Ici , comme  pour  l’équ.  au  carré  des  différence  ( n°  5^8),  les 
racines  de  p=  o sont  encore  <p  =a-f-  c-\-rac , b-\-c  -{-  rbc. . . , 
et  le  degré  de  0 est  nz=:~m(m  — - 1),  nombre  des  combinaisons 
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deux  à deux  des  m racines  de  x,  Or,  n~  i (21 — i ) est  impair» 
et  9 a au  moins  une  racine  réelle  , telle  que  9 ~a-\-b  -{ -rab. 

Comme  r peut  recevoir  une  infinité  de  valeurs  , on  aura  au- 
tant d’équ..  9 = o,  qui  ont  aussi  la  racine  réelle  a+c-f*  r'ac, 
ou  b^cr\~r"bc . . il  est  clair  qu’au  plus,  après  11  valeurs  de  r, 
on  devra  tomber  sur  une  équ.  <p'  = o,  dont  la  racine  réelle  sera 
formée  d’un  combinaison  des  2 mêmes  racines  qui  entrent  dans 
l’une  des  précédentes  ; par  ex.,  9'  = a -f-  b -f-  r cib . Ainsi  , l’on 
est  certain  que  9 et  9'  sont  réelles  dans  nos  deux  expressions 
qui  en  faisant  a -fi-  b = A , ab~B , deviennent 

q=zA-\-rB } <p'  — A-\-rB. 

A et  B étant  des  inconnues  au  ier  degré,  sont  donc  réelles 
Le  diviseur  du  2e  degré  de  X , qui  répond  aux  racines  a et  b , 
est  x 2 — Ax-f-B  y trinôme  réel.  Donc  , dans  le  cas  de  ro=2i , 
la  proposée  a au  moins  un  facteur  réel  du  2e  degré  y et  par  suit  eÿ 
les  racines  a et  b ont  la  forme  a dp  fi  \/  — 1 . 

Cette  conséquence  sera  vraie  pour  toute  valeur  de  m,  si  l’on 
est  assuré  que  l’équation  9 = 0 a une  racine  réelle , quel  que 
soit  r.  / 

Si  7n=  4i  , i étant  toujours  impair  ( m = 4 , 12,  20.  . . 
alors  le  degré  n de  9 est  2 i (4_i — i),  qui  est  dans  le  cas  où 
nous  avions  d’abord  supposé  m : ainsi  ,9  = 0 a au  moins  une 

racine  de  la  forme 

- , ; :v  ?/  ; ; - \ * r ■ . 

9 =«-f-  b rab  z=z a-\-  fi\/ — 1 . 

En  changeant  de  valeur  de  r,  le  raisonnement  ci-dessus  démontre 
l’existence  de  l’équ.  9'  = et!  -|-  fi'  \/  — 1 = A-fr'B.  Éliminant 
les  inconnues  A et  B , elles  ne  sont  plus  réelles  comme  précé- 
demment,  mais  de  la  forme 

A "xz.  a -f-  b :=  y -f~  ci'  ^ / — — 1 , B :=  a b :=  y — f-  yé  — — 1 . 

Ainsi,  X a le  facteur  du  2e  degré  jc2 — Ax-\-B\  d’où 

x=±A±.i\/(A*—4B). 

En  remettant  pour  A et  B leurs  valeurs , il  est  visible  que 
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si*  — 4B  a U îormek ±1^—1,  dont  il  s’agit  d’extraire  la 
racine  carrée.  Posons. 

+ O -f  V — 0» 

" ==V(^  + ^ l/— ■ 0 — \/(A  — /\/—  i); 
doù  ^=3^2#^),  ai/ (*.  + /»)  .’ 

ce  dernier  radical  est  > À’ , et  donne  son  signe  à ^ et  *>2  : l’un 
est  positif,  ^ = k'z;  l'autre  négatif , «*  = — Z'2-  d’où  ^ = k\ 
“ — i’  [/ — ] , puis 


•4.  ± « ==  2 1/  (Arfc  l V/—  1)— A'±/ j/_  , . 

Telle  est  la  forme  de  V{^~  4B)  ; d’où  résulte  évidem- 
ment que  X a celle  de  p ±qj/  — , ; et  puisque  l'une  de  ces 
racines  existe  tou  jours  avec  J’autre , X a donc  encore  ce  facteur 
reel  du  se  degré  (x—p)2-Fq2.  Donc,  pourvu  que  <p  ait  un  fac- 
teur réel  du  2e  degré,  X en  a aussi  pareillement  un,  quel  que 
soit  le  degré  m. 

Si  m=z  Si  , n = (Si  — î) , et  il  est  démontré  qu’alors  <p  a 
un  facteur  réel  du  2e  degré  ; donc  X en  a aussi  un  ; et  ainsi  de 
suit©'.  Donc, 

i°.  Toute  équ.  de  degré  pair  est  décomposai  le  en  facteurs 
réels  du  2e  degré  ; 

tD  7 

. ’ S , , 

2°.  Les  équ.  de  degré  impair  sont  dans  le  meme  cas  : mais 
il  y a en  outre  un  facteur  réel  binôme  du  ier  degré  ; 

3°.  Les  racines  imaginaires  sont  toujours  accouplées  sous 
la  forme  p dz  q [/  — i ; 

4*.  Toute  fonction  algébrique  imaginaire  F est  réductible  à 
cette  forme  ; car,  quelles  que  soient  ces  imaginaires 

4 6 

V—«>  l/«  + /3l/—  i,  («-f  /s  y—  , . ( 


en  égalant  à <p  la  fonction  F > élevant  aux  puissances  , et  transe 
posant  convenablement , on  réussira  à chasser  les  imaginaires. 
On  aura  ainsi  une  equ.  dont  l’inconnue  (p  a pour  l’une  de  ses 
racines  la  valeur  de  la  fonction  proposée  F.  Mai*  il  R«t  nrnm  é 
que  cette  valeur  a toujours  lu  forme  pdzq  [/—  ] • ^0J1C>  etc,,. 
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554.  Soit  àovc  x ~ et -\-  — 1 une  racine  de  l’équ.  X~o7 

substituons , et  l’équ.  prendra  la  forme  A + B\/ — 1 ~ o : 
cette  équ.  se  partage  en  deux,  A — o , Bz=l o,  entre  lesquelles 
il  reste  à éliminer  les  inconnues  a et  /3.  Mais  comme  B\/ — t 
est  formé  des  puissances  impaires  de  fi\/ — 1 , /3  est  facteur  do 
B , et  il  ne  reste  plus  que  des  puissances  paires  de  /3dans  l’équ» 
B- r o;  B n’est  d’ailleurs  que  du  degré  n — 1 en  a. 

Si  l’on  pose  x = a dans  X et  ses  dérivées  X' > X" . . . . , il  est 
aisé  de  voir  (n°  5o3)  que  ces  deux  équ.  reviennent  à 

X — IPX"  ^ X™  — = o | 

— ....  — o J 

Les  coefîieiens  ont  pour  diviseurs  les  produits  1 .2 .3.4.  • . suc- 
cessivement. Lorsqu’on  a éliminé  «,on  ne  prend  que  les  valeurs 

i ,-~4~ 

réelles  de  /32* 

Soit , par  ex.,  x3  — 8x  -}-  32  = o ; on  trouve 

et3  — 8a  -f-  32  — 5/32a  —O  , 3 a2  — 8 — fi2  — o ; 

d’où  (n°  5 1 8)  /36  -f-  1 2/3^  56/32  =:  400  , a (2  -f-  Z3*)  — 1 s ; 

on  trouve  /3  = zh  2 ; d’où  a = 2,  x = 2 zb  2 V/  — 1. 

Les  autres  valeurs  de  (3  sont  imaginaires  , et  il  ne  faut  pas  y 
avoir  égard.  La  proposée  est—(x-f-4)  0&s  — 4æ  ~f"  S). 

535.  Soient  a , b , c. . . les  racines  réelles  de  l’équation 
X~o ; e&±:/3[/ — i,yzt^i/ — 1 ...,  ses  imaginaires  ; les 
différences  sont  de  quatre  sortes  : 

i°.  Entre  deux  racines  réelles , a — b,  a — c. . les  carrés 
sont  positifs  (a  — b)2 ...  y 

2°.  Entre  deux  imaginaires  d'une  même  couple , les  carrés 
sont  réels  et  négatifs — 4Æ2  > — 4^2*  • • i " > 

3°.  Entre  une  réelle  et  une  imaginaire , les  carrés  sont  ima- 
ginaires (a  — azh/3^/ — i)2. . . . , à moins  qu’on  n’ait  a — et  ; 
carie  carré  est  encore  réel  et  négatif  — /32  : mais  ce  carré  se 
présente  deux  fois  à raison  du  signe  ziz  de  /3,  et  est  le  quart 
du  carré  d’une  autre  différence  ; 

4°.  Entre  deux  imaginaires  découplés  différentes , le  carré  est 


algèbre. 

encore  imaginaire  [*-«' zt  (fi- *')  J/-  1?  ; cependant  si 

- = V e ca,rré  est  néSatif~  (^~/3')a;  et  si  = il  est 
pos.ti  (oc  oc  ) Ces  carres  se  reproduisent  d’ailleurs  deux  fois. 

Donc,  les  racines  négatives  de  l’équ.  Z = o au  carré  des  dif- 
férences proviennent  en  général  des  imaginaires  d’une  même 
couple,  Pour  trouver  ces  racines  négatives,  on  change  2 en  —2, 
on  cherche  les  positives  h,  /...  ; si  l’on  poseù  = 4/g2  j — 
on  en  tirera  ^ ^ y/h , y = i|/£,  et  la  partie  imaginaire  de 

chaque  couple  sera  connue.  Substituant  pour  fi  ces  valeurs  dans 
les  equ.  (A) , la  valein  correspondante  de  oc  devra  satisfaire  à 
lune  et  à l’autre,  et  elles  auront  un  commun  diviseur  en  « 
(n  5f2o,  i°-),  qui , égalé  à zéro , donnera  au 
Dans  l’exemple  du  n°  précédent,  l’équ.  Z— o est 

z?  — 482*  -f-  5762  -f-  256oq = o. 

Changeant  les  signes  alternatifs  , je  trouve  la  seule  racine  po- 
sitive 16  ; d où  Æ = J 1/16  = 2.  Substituant  dans  les  équ. 
il  vient  20*4-02,  et  «a— 4,  qui  ont  « — 2 pour  facteur- 
^ °Ù  *==2,  Æ=22±2|/. — j. 

Pour^4.^  + aaï  + 6=0,  l’équ.  Z = o est 

a6+.-8z5  -f  70^  4-  228s3  — 36792a  — 1 460z  4. 537>92  0< 

Changeant  les  signes  des  puissances  impaires,  on  trouve  2 ™ 8 
et  = 4 j d’°ù  y/a  et  i ; mais  les  équ.  (^)  sont 

+2*  + 8 — (Gafa-f.  l)/3z-j-j3i=:çf 

%*3  -h  l 2*/32  = o* 

Faisant  1,  on  trouve  les  facteurs  communs* 1 

etaf-f-i  i d’où  * — i et  — 1 , puis . x=i  rhj/-2  et id=|/-i. 

Dans  le  ier  exemple  du  n°  5 29,  on  trouve  2=  5,1614.  • • • l 
d’où  # = 1,136,  puis * = — i,o473;  enfin 

x — — - i,o473  db  1,1 3Ç  |/  — 1 . 

Si  les  équ.  (A)  n avaient  pas  de  -commun  diviseur,  il  fau- 
chait en  conclure  que  la  racine  négative  de  2 provient  d’un 
des  cas  d’exception  indiqués  : le  calcul  vérifierait  cette  asser- 
tion, en  donnant  des  valeurs  égales  de  2,  etc. 
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III.  RÉSOLUTION  D’ÉQUATIONS  PARTICULIÈRES. 


Abaissement  des  Équations. 

536.  On  peut  abaisser  le  degré  d’une  équ.  X = o,  quand 
on  connaît  une  relation f (a  , b)  — o entre  deux  racines  a et  b. 
Car,  mettons  dans  X , a et  b pour  x , nous  aurons  ces  trois  équ. 
f(a>b')~  o,  A — o,  B = o j éliminant  b entre  la  ire  et  la 
troisième  , on  a un  dernier  diviseur  F {a , b)  et  une  équ.  finale 
en  a seul , qui  doit  coexister  avec  A ■=.  o : il  y a donc  un  di- 
viseur commun  fonction  de  a , qui,  égalé  à zéro,  donne  a.  Par 
suite  , F (a,  b)  — o donne  b.  Si  ce  diviseur  n’existait  pas,  la 
relation  donnée  f(a,  b)z=  one  subsisterait  pas. 

Si  l’on  sait,  par  ex.  , que  deux  des  racines  x et  a de  l’équ., 
•T3 — 3 qx—S^  sont  telles  que  i = a-f-2x-,  éliminant  a de 
a3— -370  = 84,  il  vient  2x3-  3ar2 — 17a:  -t-3o  = 0,  qui  doit 
avoir  un  diviseur  commun  avec  la  proposée.  En  effet , on  trouve 
x -f-  3 pour  ce  facteur  ; d’oùxrr — 3,  puis<z=i — 2xz=y  : 
ce  sont  les  deux  racines  cherchées  ; la  3e  est.r  = — -4. 

Soit  x3  — * 7 x -f-  6 ~ o ; si  l’on  a encore  1 = a -f-  2x,  élimi- 
nant a de  a3  — y a -f-  6 = c , il  vient  (2a;2  — 3x  — 2)  4x=o  3 
dont  le  commun  diviseur  avec  la  proposée  est  x — 2 ; donc 
a;  = 2 y a~  — 3,  enfin  x=  1. 

Supposons  qu’on  sache  que  2 est  la  somme  de  deux  des  ra- 
cines de'  X*  — 2x3-—  qx2  -b- 22a;  = 22  ; comme  d’ailleurs  -f  2 
est  la  somme  des  quatre  racines  , les  deux  autres  forment  une 
somme  nulle , a~  — x : substituant  dans  a * — 2 a3. . . . on  a 
la  proposée,  dont  les  signes  alternatifs  sont  changés,  ou 

X4  -h  2X3  ~ y*2  — 22X  . . Ajoutant  et  retranchant  ces  deux 
équ.  en  a?,  on  trouve 

x^  — gx2 — 22  ==o,  2a:3  — • 22a;  = o ; 

équ.  qui  ont  x 2 — 11  pour  facteur  commun  ; ainsi  x = ±:{/i  j3 
et  par  suite  x — 1 zt  ^/— 1, 
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5oj.  Les  équ . réciproques  sont  celles  dont  les  termes,  à égale 
distance  des  extrêmes , ont  même  coefficient  : 


kxn+px’-‘  +qxa-‘...  -f  qx^+px  + k = o.  . . (i)* 
su  h (r"-f- 1 ) +px(x-->+  i ) + qx%x*-i  -f  i ). . . = O . . . (2)  J. 
en  réunissant  ïes  termes  dont  les  coelïiciens  sont  égaux.  Si  « est 


1 une  dès  racines , - l’est  aussi , parce  qu’en  substituant  ces  deux 

valeurs  et  chassant  les  dénominateurs,  on  obtient  des  résultats 
identiques.  Les  racines  s accouplent  donc  deux  à deux  par  va- 
leurs réciproques  ; de  là  le  nom  qu’on  donne  à ces  équ. 

1er  CAS.  Degré  impair,  n- f-  1 , qui  est  le  nombre  des  termes 
de  Féqu.  (i) , est  pair,  et  le  coefficient  moyen  P se  répète  ; le 
dernier  terme  de  (2)  est  Pxh(a ;+  1),  h étant  = ^ (n — ]). 
Tous  les  exposans  des  binômes  sont  impairs  ; ainsi  æ — — s 
est  racine  ; c’est  la  seule  qui  ne  s’accouple  pas  avec  une  réci- 
proque. Pour  diviser  l’équ.  (2)  par  a;  -f-  1 , changeons  a en 
— xi  dans  le  quotient  de  am  — 1 par  a — 1 ( équ.  du  bas  de  la 
page  i3o,  ier  vol.) , nous  trouvons 


x1  -f-  1 
x -j-  1 


xi  > — xi  2 q.  xi  3 ^ 1 ; 


i est  un  impair  qu’il  faut  faire  successivement  = 7 1 — 2, 
n — 4....  L’équ.  (2)  , divisée  par  x 1 , donne  ce  quotient  : 


— xn~ 2 .r*"5  — a7*“P . . + x2  — x 1 ) 

*4-  p(  a — xn~3  + . . — x2  -f-  x) 

-+-  q(  xn~3  — xn~ h . . -f-  .x2, 

-j-Pxh  — 0} 

d’où  résulte  cette  équ.  réciproque  de  degré  pair, 

A-^-1 — (A  p)xn~2-{-  (k — p -|- q)xn“5— . ..  — ( k -p)x -f  - k = c . 

La  loi  des  coefficiens  est  facile  à saisir  : on  changera  les  signes 
alternatifs  de  la  proposée , on  en  tirera  les  nombres  figurés  du 
1 cr  ordre  par  la  règle  du  n°  489  ; enfin,  on  changera  de  non-' 
veau  les  signes  de  2 en  2,  Par  ce  calcul,  on  réduit  l’équ. 
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x9  -f"  xs  — gx7  -j-  5x5  — 8x5  — 3X3 — 9 etc.  :==  o , 

à x8  — 9x6-f-  i2xa  — 20x^  -f-  I2x3 — gx*  -}-  1 = o. 

2e  CAS.  Degré  pair.  Le  coefficient  moyen  P ne  se  répète 
pas.  Changeons  n en  2 un  dans  l’équ.  (2)  , et  divisons-la  par  xm;  , 

H*m~h x~m)  +p(xnw-f-  x”C«-0)  + q(xm-\..-f-  P = o. . . (3)  ; 

posons  2 =x+x”’1,  et  éliminons  x.  Pour  cela,  formons  la 

-*•  - t-  ' f . ; ’jn  1 f 

puissance  entière  i de  z , et  désignons  par  1,  . . les  coef- 

liciens  du  développement  de  la  formule  du  binôme;  il  vient, 
en  réunissant  les  termes  à égale  distance  des  extrêmes , 

z'~  (xl-j~  x~l)  -f-  i{xi~°-  -f-  x~^~2))  ■+■  A'  (x'~^  -J- x~C— 4)) . . . ; 

enfin  , transposant,  on  a , quel  que  soit  l’entier  i , 

x1  -f-  x~l  = zl — i(xl~2  -f-  x~ — A'(xlT^  + X-C-4))  — . , . 

Quand  i est  pair , le  coefficient  moyen  F est  unique  j il  se  ré- 
pète quand  i est  impair;  le  dernier  terme  de  notre  formule  est 
donc  — F y dans  le  ier  cas  , et  — • F{x  -f-  x~ ’)  dans  le  2e.  Cette 
formule  donne  les  divers  termes  de  l’équ.  (3).  Par  ex. , 

(x4  4 x~~4)  = z*  — 4 (xs4"  x“s  ) — 6 , 

(x3  -f-  x“3)  = z3  ■—  3 (x  x~J  ) , 

(x2  + x~js)  ==  z2  — * 2,  (x-f  x-1  ) — z. 

Il  reste  à faire  i ~ m et  m — 1 , substituer  et  réduire  ; puis 
j = m — -2  et  m — 3,  substituer  et  réduire  , etc. , attendu  que 
les  puissances  de  i décroissent  de  2 en  2.  Il  est  clair  que  la 
transformée  en  z sera  réduite  au  degré  m,  moitié  de  n.  Une  fois 
les  racines  de  z connues  , l’équ.  z .==  x -f-  x"1  donne 

x=iz±[/(±z2-~-  1). 

L’éqm  prise  pour  ex. , x8  — 9X6  -f-  i2x5... , devient 
(x4  -f-  X~4  ) — q(xs  4*  X 3 ) + 1 2(x  4-  x”1  ) = 20  ; 

d’où  z* — i3z9-j-i2z==o , et  zr=o,  1,  3 et  — 4‘>  ainsi x=d:|/- — i , 

i 0 — V—  3)  , J (0  ±:  \/5)  et  — 2 dt  \/3.  L’équ.  du  9e  degré 
revient  donc  à 

,(x Hb 1 ) (x3-f- 1 ) (x2  — — x-4-1)  (x2~—'5x- f- 1)  (x2 -j- 4x  “h  0 


o 
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De  même , l’équation 

sxs  — 3a;*  + 1a:3  + u>  — 5x  + z = o, 
devient,  en  divisant  par  x + 1,  ' 

2X*  — ■ 5x3  4*  6x2  — 5x  4-  2 = O , 

OU  2(xz  + X- 2 ) — 5(x  + X-1)  4-6  = 0. 

Donc  2 zz  — 5s  4 2 — o , et  z =:  2 , et  f ; partant  1 , ra~ 

cine  double,  et  x — ^ ( 1 dz  — i5);  enfin  la  proposée  re- 
vient à 

0e  ~h  Ô (x  — O2  C2^2  — - x 4 2)  = o. 

. c 

Equations  à deux  termes  , Racines  de  V unité, 

538.  Résolvons  l’équ.  Axn  = B,  A et  B étant  positifs.  Soit 

* la  racme  zi  de  — , kn  = — , mettant  Akn  pour  5,  on  a 

j faisant  xzzzky,  il  reste  à résoudre  l’équ.  y"; — - 1 =q, 
et  à multiplier  par  k toutes  les  valeurs  de  y.  Tout  nombre  a 
donc  n valeurs  différentes,  pour  sa  racine  ne  ; on  les  obtient  en 
multipliant  sa  racine  arithmétique  par  les  n racines  de  V unité , 

L équ.  Axn  B z=zo  f par  le  même  calcul  se  ramène  à... 
xn  4 h71  z=z  o , puis  à yn  4 1=0. 

Comme  l’équ.  yn — 1 = 0 est  satisfaite  pary  = 1 } divisons- 

la  par  y 1 ; nous  trouvons  cette  équ.  réciproque,  susceptible 
d’être  abaissée  ( n°  53-*)  , 

y*~1+y*—  + yn^~+y-his=:o.  . . (i. 

Si  72  est  impair,  comme ya  — 1 =0  ne  peut  avoir  de  racines- 
négatives  , et  que  l’équ.  (1)  n’en  a pas.  de  positives,  k pro- 
posée n’a  qu’une  racine  réelle. 

Si  7i  est  pair,  yn~i=o  est  satisfaite  par  y = ±i;  e 
1 ’équ.  (1)  divisible  par  y2  — 1 ; d’où  yn~2  4y*-4. ..  4.^4. 1=0 
(n°  537).  Comme  il  n’y  a dans  cette  équation  qHe  des  exposans 
pairs  et  des  termes  positifs , il  n’y  a ni  racines  positives , nj 
négatives  ; la  proposée  n’a  donc  d’autres  racines  réelles  que 
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y — zh  i . Soit  nz=z  2 m ; on  a yüm  — i~  (ym  — 1 ) ( ym  -j-  O > 
et  l’équ.  proposée  se  partage  en  deux  autres. 

Par  ex. , y3  — î = o,  donne  y2  -f -y  + î ==  o ; d’où 

y = i . y = — ï 0 ± V—  3)- 

De  même  — /d  = o donne  y* — i=o;  divisant  par  y2  — i , 
on  trouve  y2  -f- 1 ~ o ; de  là  y = dz  î , et  dz  \/ — i • enfin 
x = ±.  k , et  zh  k [/' — î . 

539.  Soit  u l’une  des  racines  de  l’équ.  yn  — 1=0;  comme 
«4n  — 1 3 on  a unp  — 1 , quel  que  soit  l’entier  py  positif  ou  négatif. 
L’équ.  yn — 1 = o est  donc  satisfaite  par  y = *p;  c.-à-d.  que 
si  a est  racine , *p  l'est  aussi . De  là  cette  suite  infinie  de  nombres 
qui  sont  tous  racines  : 

u~ u~ 3,  a- *,  *~li  u°)  u')  et?.,»  (2). 

i°.  Si  l’on  prend  p n > en  divisant  par  nf  p a la  forme 
nq  -f-  i}  i étant  < n\  up  = unq+l  — unq  X *l  = à cause  de 
ciuiz=.  1 . Ainsi , dès  que  p dépasse  n , on  retombe  sur  les  mêmes 
valeurs,  dans  le  même  ordre  : de  là  cette  période 

(<stl,  <ü2j  u\..ecn)  . .....  (3). 

2°.  Si  p est  négatif,  on  a a~~p  — un~~p  2=  ci2"-"?  — ...  à cause 
de  einz=z  i y l’exposant  — p peut  donc  être  remplacé  par  nk — p. 
D’où  l’on  voit  que  les  exposans  négatifs  reproduisent  encore  les 
mêmes  nombres  que  les  positifs  et  dans  le  même  ordre. 

Les  valeurs  (2)  sont  donc  telles , que  si  on  en  prend  une 
quelconque , et  les  n — 1 qui  la  suivent  ou  la  précèdent , on  a 
une  période  qui  se  reproduit  indéfiniment  dans  les  deux  sens. 
En  outre  upz=iuq  ne  donne  pas  p = q ; car  divisons  par  il 
vient  up~q — 1=0.  Il  suffit  donc  , pour  que  ctP—a,\  que«  soit, 
racine  de  l’équ.  yp~q  — 1 — o. 

54o.  Il  reste  à savoir  si  les  n termes  de  la  période  (3)  sont  en 
effet  inégaux.  Examinons  s’il  se  peut  que  et  q étant 

<[  n ; faisant  p — q~m , il  faut  que  u soit  racine  dey" — 1 =0 
et  ym — 1=0  ce  qui  suppose  que  cqs  éqi^.  ont  un  commun 
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diviseur  qui , égalé  à zéro  , donnera  a.  Cherchons  ce  facteur 
par  la  méthode  accoutumée  (n°  ic3).  On  divise  d' abord yn — i 
par^y"* — 1 , ce  qui  conduit  aux  restes  y*~m—  — i..., 

enfin  y1 — i , i étant  l’excès  de  n sur  les  multiples  de  m , qui 
y sont  contenus.  Ensuite  on  divise  ym — 1 par  ce  reste  y1  — 1 , 
qui  donne  le  reste  y1  — i , / étant  l’excès  de  m sur  le  plus  grand 
multiple  de  i,  etc.  ; en  un  mot,  on  procède  comme  pour  trouvef 
le  facteur  commun  entre  n et  fn. 

r e • * 

i°.  Si  n est  un  nombre  premier , le  commun  diviseur  avec 
m est  i , et  celui  de  yn — i etym- — i estjy  — i ; donc  il  n’y  a 
que  uz=  i qui  puisse  rendre  ttf-ctf  ; tous  les  termes  de  la  pé- 
riode sont  inégaux  ; une  seule  racine  imaginaire  u , donne  , par 
ses  puissances,  «2,  et3...-  ctnt  toutes  les  autres  racines. 

2°.  Si  n est  le  produit  de  deux  facteurs  premiers  1 et  h , n~lh\ 
posons  les  équ.  y1 — i=o,  yh — *i  =o  , et  soient  /3  et  y des  racines 
autres  que  -(-  i,  savoir,  /3*==i,  yh=  i ; d’où  fiih—ylh  _ (fiy)lh  — i * 
Puisque  /3n,  y”  et  (/3y)n  sont  = i , /3  , y et  (/éy)  sont  racines  de 
yn — i (/3,  /32...  /i1)  forment  / nombres  différens , qui  se 

reproduisent  périodiquement  ; ainsi  les  n puissances  de  /3,  ne 
forment  que  / nombres  distincts  qui , dans  (/3,  fi*...  } re- 

viennent h fois.  De  même  (y,  ya.  . . . y")  forment  l périodes 
de  h termes. 

Mais  (/3  y,  /3Vb  /33y3...  /3ny”)  sont  différens  et  constituent  la 
période  des  n racines  cherchées.  En  effet,  pour  qu’on  eût 
(/3 y)P  = (/3y)b  ou  (/3yy_î — îr^o,  il  faudrait  que  /3 y fût  racine 
commune  à y?~q — i=oetyn — i=o,  équ.  qui  ne  peuvent  avoir 
pour  facteur  que  y1  — i oujft — i,  puisque  n~lh.  Donc  on 
aurait  fiy1  ~ * i d’où  y1  ~ i , à cause  de  = i ; et  comme  aussi 
y*  ~ i,  / et  h auraient  un  facteur  autre  que  un,  contre  l’hypo- 
thèse. Concluons  de  là , que  si  l’on  prend  u,  = /3 y,  la  période  sera 
(a  «2,  et3...  et71)  formée  de  n termes  différens. 

y . 

On  peut  abaisser  l’exposant  p de  /3 PyP  au-dessous  de  / pour 
/3,  de  h pour  y,  puisque  /S*  — yh~  i , et  l’on  peut  ôter  de  p 
tous  les  multiples  de  l ou  h.  Ainsi , p hyc  représente  fous  les  termes 
de  la  période,  b et  c étant  les'  restes  de  la  division  de  p pat  / 
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et  h.  Donc,  pour  obtenir  tlbutes  les  racines  de  yn — i =o,  on 
cherchera  fi  et  y,  l’une  des  racines  autre  que  + 1 , des  équa- 
fions  y1—  i =o,y/l — 1 =q;  puis  on  formera  fibyc,  en  prenant 
pour  b et  c toutes  les  combinaisons  des  nombres  de  i à l 
pour  b , de  1 à h pour  c. 

Lorsque /=  2,  on  fait  /3  = — 1. 

Quand  n est  le  produit  Ihi  de  trois  nombres  premiers,  on 
prouve  de  même  qu’il  faut  poser  y1  — 1=0,  và  — 1=0, 
y1 — 1 =0,  tirer  de  chacune  une  racine  autre  que  -f-  1 , faire 
le  produit  de  ces  racines  fiy$\  enfin,  en  prendre  les  puissances, 
toutes  comprises  dans  la  forme  filycèd,  btc  et  d étant  les  com- 
binaisons des  nombres  1 , 2,  3...,  jusqu’à  /,  h et  i)  et  ainsi 
des  autres  cas. 

3°.  Si  n — hk,  h étant  premier,  posez  yh — 1 = o;  6 étant 
l’une  des  racines  autre  que  -}-  1 , extrayez  de  ô diverses  racines 
dont  les  degrés  i sont  marqués  par  i = ù°,  h *,  h a...  hk~\  en  sorte 


L,  1 

que  vous  formiez  les  résultats  fi , y...  désignés  par  y ô;  ils  seront 
tous  des  racines  de  yn  — 1 = 0;  car  mis  pour  y,  vous  avez 

n } 

yn  = 8*  = ...  = ôh,  c.-à-d.  que  y"  est  égal  à 

diverses  puissances  de  la  quantité  Qh  qui  est  1 . Non-seulement 
fi  , y - • • sont  valeurs  dey,  mais  on  a aussi  y==fiy^..,  puisque  la 
puissance  n de  chaque  facteur  est  un.  Qu’on  fasse  cc  — fiy^,., 
et  les  termes  u}  un)  tous  différens,  constituent  les  n ra- 
cines cherchées.  En  effet , si  ~ il  y a un  facteur  entre 
yn — 1 et  — 1 , qui  ne  peut  être  que  yh  — 1 ■ d’où.  . . 

i 

(fiy£...)h—i;  mais  fi,  y...  désignent  des  \/ô  ; en  élevant  cette 
équ.àla  puissance  elle  devient  (/ByJ'...)7**-1  = i,  équ.  qui, 
d’après  les  valeurs  de  fi,  y.  . se  réduit  à 0 = 1 ; contre  l’hy- 
pothèse. 

On  voit  de  même  que  si  n=  hkl il  faut  résoudre  yh  — 1 — 0 
et  y1 — 1=0,  multiplier  entre  elles  toutes  les  racines  de  ces 
equ. , et  faire  ce  produit  = a.  Soient  fi  et  y des  racines  autres 
que  -f-  i , de  chaque  équ.  ; qu’on  fasse 

fi'=zyfi,  /T  = \/  fi' , fi"’i/fi\..y'=ÿy,  y"^{/y'...t 


\ 
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on  aura  *=  fifi'  fi" ...  x yyV^-.  / 

Soit,  par  ex. , J'6—  i ~o ; on  traite  y — 1 — o ety — 1 1 = <3  J 
d’où  fi  — — i,  y — — i (i  + {/ — 3)  ; pu*s 

3),  *s2==f( — ’l-pl/ — >3),  eî3r= — ■ I,  etc., 

et  T=z± 11  > H1  ^ V/—  3),  — 3). 

Pour  y2  — i=o,  faites  y — i = o et  y — ; î ~ o ; pouf 
la  ire  équ.  prenez  — î et  [/ — i , leur  produit  — \ / — î =/3; 
y est  le  même  que  ci-dessus,  et  l’on  a 

*=i(V/— ^ V3)>  — K— -3),  «3— \/— I,  etc.; 

d’où  y-z ti,  ±l/— i,  ±i  (i±i/— 3),  dfci  (1/ — irfc^/3). 

54i*  Puisque  jy  = a } cf,  u3...,  l’équ.  (1)  (n°  538)  donne 
1 . . . an  lzzrO,  1 a*  . ..uQn  2rrro,  î — J—  — | — «as*3 . « . ~ :0  \ 

OU  fx  — - fa,  =z  fz • • ■ ==  /À  :=r=z  O , fn‘==  U , 

en  désignant  par  /*  la  somme  des  puissances  A de  toutes  les  ra- 
cines , k étant  entier  et  non  divisible  par  n. 

542.  Nous  avons  réduit  la  résolution  de  l’équ.  yn — 1 = 0, 
au  cas  où  n est  un  nombre  premier.  Nous  nous  servirons  des 
lignes  trigonométriques , en  renvoyant  pour  le  reste  à la  note 
XIV  de  la  Résol.  numér.  des  équ. 

En  faisant  cos x~p,  on  a vu  , n°  36 1 , que  chacun  des  cosinus 
successifs  des  arcs  2 a;,  3a?,  ^x...  s’obtient  en  multipliant  les 
deux  précédera  par  2p  et  — 1 , puis  ajoutant.  Pour  mettre  en 
évidence  la  loi  que  les  résultats  observent,  faisons  usage  d’un 
artifice  d’analyse.  Soit  2cos  a?=y  -f-y1*,  il  suit  de  la  loi  indi- 
quée , que  pour  avoir  cos  2x,  il  faut  multiplier  cos  x ou  ï(y+y— 0 
par  y -f-  y-1,  qui  est  scosx,  et  retrancher  cosox  ou  1.  On 
trouve  2Cos  nx  ~ y2  +y~2  de  même 

2cos  3a:  ~y3  -f-y~3 , 2cos  ^x  =y  -f-y4»  etc. 

Démontrons  que  les  résultats  suivent  toujours  la  même  loi. 
Supposons  que  cette  loi  soit  vérifiée  pour  deux  degrés  consécu- 
tifs n — 2 et  n — 1 , ou 

ncos  (n— Q)x~yn-*+y-(n~*\  2 cos  (n— 
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multiplions  la  deuxième  équation  par  y -f'jy  ”1?  retranchons 
la  ire,  nous  avons  2 cos  nx~yn  -j~y~a  ; ce  qui  prouve  la  propo- 
sition. 


y — , 2C0s  nx 

y 


On  a 2cos  x 

d’où  y* — ay  cos  a:  -f-  1 =0,  y*n — 2jyncos  nx  -f-  1 = 0...  (1)  (*). 


Si  l’on  a cosx  , ces  équ.  donneront  y et  cos  nx  \ ainsi  on  pourra 
trouver  cos  rca:  sansi  chercher  successivement  cos  5x  , cos/^x...  ; 
c’est  le  terme  général  de  la  série  des  Cosinus , et  ou  pourrait 
employer  ces  équ.  à la  composition  des  tables;  mais  1er  calcul 
serait  compliqué  d’imaginaires. 

Si  les  tables  de  sinus  sont  formées  , qu’on  y prenne  les  valeurs 
de  cos  x et  cos  72a:,  nos  deux  équ.  ne  contenant  plus  que  y,  de- 
vront avoir  une  racine  commune  mais  si  y=zu  } on  a aussi 

1 # ■ - t: 

y — -,  ainsi  qu’on  peut  le  reconnaître  (les  équ.  sont  reci- 

/V 


proques)  ; donc  elles  ont  deux  racines  communes,  ou  plutôt  la 
ire  divise  la  2e.  Posons  nx  — ç>-7  quel  que  soit  l’arc  (p.,  il  faut 
donc  que 

-f- 1 divise  y*n — ■ 2yn  cos  <p  -j-  1 . . . (2). 


543.  Pour  appliquer  ce  théorème  , qui  ^est  dû  à Moivre,  au  cas 
qui  nous  occupe  , faisons  ç fer,  k désignant  un  entier  quel- 
conque , et  7c  la  demi-circonf.  ; cosq>  est  -f-  1 ou  — \ , selon 
que  k est  pair  ou  impair,  et  le  2e  trinôme  devenant y*nzpzQ,yn-\-\ , 
ou  (j^hF  i)%  on  voit  que 


(x)  "E 1 divise  y"  + ‘ ■ 


(*)  En  résolvant  cette  équ.  (1),  on  trouve 

y~  cos  x rfc  sin  x . y/ — i,  yn  = cos  nx  dt  sin  nx.  y/~  r ; 

d’où  ( cos  x dz  sin  x.  y/  — i)“  = cos  nx  dz  sin  nx.  y/ — 1 . 

Cette  belle  propriété',  dont  on  fait  un  fréquent  usage  dans  l’Algèbre  supé- 
rieure, n’est,  il  est  vrai,  démontrée  ici  qu’autant  que  n est  entier  et  positif, 
quoiqu’elle  subsiste  dans  tous  les  ças.  Nous  reviendrons  sur  ce  sujet,  n°  5yo. 
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* <*  / 

k étant  un  entier  quelconque  , pair  pour  yn — 1 , impair  lorsqu'il 
s'agit  de  yn  -+•  i*  Si  Ie  ier  trinôme  est  un  carré  , on  ne  prendra 
pour  diviseur  que  sa  racine  ; ce  cas  exige  que  le  cosinus  soit 
dz  i ; alors  k est  o , n,  an... , et  le  facteur  se  réduit  à y dz  i . 

Les  racines  de  yn  zqz  1 sont  donc  comprises  dans 


Tant  que  l’entier  k ne  passe  pas  n,  l’arc  — est  une  fraction 

•croissante  de  la  demi-circonf.  ; ces  arcs  tous  difFérens  , ont  des 
cosinus  inégaux , et  on  obtient  des  facteurs  difFérens,  que  nous 
représenterons  par  A , B...  L,  M.  Comme  n -f-  i et  n — i sont 
ensemble  pairs  ou  impairs  , soit  k — ndzi,  i étant  < n\  l’arc 


devient 


1l7T 


n 


— dont  le  cosinus  est  le  même  que  celui  de 
n 


— : d’où  résulte  que  le  facteur  trinôme  est  le  même  pour  k=i  3 

n - 

t=zn-^i  et  n ~f- i.  Après  avoir  donc  pris  pour  k tous  les  nombres 
(pairs  ou  impairs)  jusqu’à  n,  au-delà  on  retrouve  les  mêmes 
facteurs  en  ordre  rétrograde  M ,L...  B , A . 


Passé  an,  k a la  forme  aqn  d-i,  et  l’arc  devient  aq7r  9 

71 

dont  le  cosinus  est  encore  le  même;  ainsi,  on  retombe  sur  W 
mêmes  facteurs  dans  le  même  ordre  A , B...  L , M... , B , A.  Il 
est,  comme  on  voit,  inutile  de  donner  à k des  valeurs  ]>n. 


li  = \ n dz  i donne  les  arcs  — 
" n 


1 - - L.,  1 


dont  les  cc 


sont  égaux  en  signes  contraires,  savoir,  = rh  sin^— J ; ainsi, 

lorsque  n est  pair , an  ne  fera  pas  k > J n , mais  on  prendra 
les  cosinus  avec  le  signe  dz. 

fl°.  Si  n est  impair , k~n  — i est  impair  quand  i est  pair; 
et  réciproquement.  On  n’a  donc  pas  le  droit  de  poser  k~i; 
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mais  Tare  devient  — = 7r 

n 


177 


\ l’arc  — est  <^jr,  si  î < 
n n ^ 2 ^ 

la  demi-circonfér.  est  donc  diminuée  d’un  arc  moindre  que  le 

quadrant ; et  le  cosinus  est  négativement  le  même  que  pour 

i étant  parmi  les  entiers  qu’on  n’a  pas  le  droit  de  prendre 

pour  k.  Donc  on  fera  h = o , 1,2,  3... , jusqu’à  } n ; on  ob- 
tiendra des  arcs^l1^*;  les  uns  de  deux  en  deux  conviendront 
au  théorème  (3)  ; on  prendra  les  cosinus  des  autres  avec  1111 
signe  contraire. 

Enfin } y = ^ donne  x*  — zcix  cos  4^%  pour  la  for- 

mule générale  des  facteurs  de  xn  zp  a*. 

Pour  y*  4 1 , k doit  être  impair;  k ~ 1 donne  l’arc  ± 77  ou 
45°,  dont  le  cos  est  \ \/'2\  pris  en  zt , on  a les  deux  facteurs 
y 2 ^zy[/  2 4 1 ; ainsi 


4 -p.  «4  — 4-  ax[/2  -4- a2)  (x2— * ajc\/2  4 a2)- 

Pour  ye  -f-  1 > k = 1 donne  l’arc  1 7r  dont  le  cos.  est  l t/3 , 
qu’on  prendra  en  dz;  fc=3  donne  le  cos.  zéro;  donc 

y 4- 1 — (y  +j'i/o  4-  0 (y*—y\/5  4-  O (y  4-  O- 

Soit  y'6  — 1 ; Faisons  A = o et  2 ; les  cos.  de  zéro  et  sont 
1 et  4 Qui  Pris  en  4 > donnent 

y— 1 = (j,+  >)  (y  +.y  + 0 (y ‘—y  + 1 )(y—  >)• 

Soit  encore  y,3dz  1 ; A = o,  1 , 2...  donne  les  arcs  o,  -/•  3* ; 
7T  , etc. , dont  on  prendra  les  cosinus  alternativement 
en  4-  et  — , le  1er  étant  négatif  pour  y13  4 1 ? positif  pour 

y3—1-  _ 

544.  La  proposition  (3)  est  ce  qu’on  nomme  le  Théorème  de 
Côtes  : ce  savant  l’avait  présentée  sous  une  forme  géométrique. 
Du  rayon  AR~  a (fig.  6)  soit  décrit  le  cercle  CUL , et  le  dia- 
mètre AH , passant  en  un  point  arbitraire  O ou  O'  \ à partir 
de  A partagez  la  courbe  en  2 n arcs  égaux  ia,  aB,  Bb... , cha- 
cun est  le  11e  de  % ; menez  des  rayons  vecteurs  du  point  O ou 
O'  aux  points  de  division.  Celui  qui  ya  au  point  quelconque  C 

7" 
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forme  le  triangle  COP,  duquel , en  faisant  l’angle  CRA —* , et 
OR  = x , on  tire 

CP  = a sin«,  RP —a  cosu  > OP  — a cos  « — or; 

donc  OC*  = xa  — • 2<jx  cos «e  -f- a2  OC . OC j et  si  1 arc  AC 

kir 

contient  k divisions  , on  a * — — . Ce  trinôme  étant  facteur  de 

n 

x”  qr  an,  selon  que  k est  pair  ou  impair,  les  rayons  vecteurs  , 
menés  aux  points  de  divisions  alternatifs , constituent  tous  ces 
facteurs;  OA— a — x,  OH = a -h x répondent  aux  facteurs 
réels  du  ier  degré. 

Désignons  par  Z,  Z',  Z" ...  les  rayons  menés  aux  divisions 
paires,  et  par  z , z',  z...  ceux  qui  vont  aux  impairs;  on 
aura 

z.z' . z" ...  = an  -f-  x”,  que  O soit  intérieur  ou  extérieur. 

Z . Z' . Z". ,.  = û"  — a;*,  si  O est  intérieur. 

Z .Z'  .Z" ...  " x"  — a",  si  O est  extérieur. 

1 \ 

Équations  à trois  termes. 


545.  Prenons  l’équ.  Ax2n  - f-  Px*  -f’  C = 0,  où  l’un  des  ex- 
1 posans  de  x est  double  de  l’autre  ; en  faisant  x*  = z , il  vient 

Z2,2  ■+■  Z?z  -J-  C = °. 

i°.  Si  les  racines  de  z sont  réelles  , telles  que^  et  g , on  doit 
résoudre  ces  équ.  à deux  ternies  x"  :==/’,  xn  — g.  Par  exemple  , 
trouver  deux  nombres  tels  que  leur  produit  soit  10,  et  la  somme 
des  cubes  i33? 


Faisant  x3  = z , z%  — i33z  -f-  1 000  = o ; d’où  z = 8 et  1 a5  ; 
posant  ensuite  x3  = 8 et  ia5 , il  vient  x = 2 et  5 , et  en  outre 
(n°  538)  Qu  et  5a*,  puis  5«  et  2a2,  a étant  une  racine  cubique 
imaginaire  de  l’unité.  Telles  sont  les  trois  solutions  du  pro- 
blème. 


J 


équations  a trois  termes.  . ÎOÏ 

ü®.  Si  les  racines  sont  égales , on  a B2 — /\AC  = o,  la  pro- 
posée est  un  carré  exact,  b)2  — o,  et  on  retombe  sur 

une  équ.  à deux  termes.  Par  ex.,  trouver  un  nombre  tel , qu’en 
divisant  son  double  par  5,  et  3 par  son  double,  2 soit  la  somme 
des  4es  puissances  des  quotiens? 

(¥ )4+©4=fl*  d’où 

et  comme  y*  = 1 a pour  racines  rh  1 et  ±:\/— 1 , on  a x=±:| 
et  rh  | \/ — 1 * 

3°.  Enfin , quand  les  racines  sont  imaginaires , ou.  . . . 
£2  — 4^C<o,  on  fera  Ax2n  = Cy2n,  et  la  proposée  de- 
venant 

y"+v c§ë)^  + 1=0> 

sera  comparable  à (2)  (n°  54^)  *,  car  le  coefficient  de  yn  est 
, à cause  de  Æa  <^AC.  Il  y a donc  un  arc  <p  qui  a ce  fac- 
teur pour  cosinus , arc  qu’on  déterminera  par  log.  d’après  la 
relation 

cosic=— jppzô'  ‘ ' (3)' 

Notre  transformée  est  donc  divisible  par  y*  - sy  c0slf~Q+  1 =0, 


en  prenant  pour  <p  tous  les  arcs  dont  le  cos.  est  donne  par 
pequ.  (5)  , et  qui  sont  non-seulement  1 arc  <p  <^go°,  donne  par 
la  table , mais  encore  <p  -f-  27t  , <p  -f*  45r***  » en  general , <p-j-2n’^r , 

<P  -f-  2&7T 

fc  étant  un  entier  quelconque  : soit  q/==  ~ 

leurs  cherchés  sont  compris  dans  la  forme 


, tous  les  fac- 


x2^A — qx{/ (AC)  .cos  ÿ + \/Cz=z  o.  . . (B). 

Il  est  d’ailleurs  inutile  de  prendre  k n,  puisque  k — qn~\"  î 

0 ■ I-  2/îsr  . ■>  • r 

donne  l’arc  sut  4-  et  supprimant  les  circont.  2, qvr , il 

1 a 

reste  à prendre  le  cos.  de  l’arc  qu’on  a eu  pour  l i~i  <^n\  on 
retomberait  donc  sur  les  mêmes  facteurs. 
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Observez  qu’ici  le  rayon  est  = 1 , et  que  sî  Ton  fait  usage- 
des  tables  de  log.  il  faut  soustraire  10  de  tous  les  log.  des  cos. 
qu’on  emploie  dans  le  calcul. 

Par  ex. , soit  l’équ.  xG — 2j?3  + 1 =o:  A—C  z zz  i , Bz=z — 2 , 
n~5-}  on  trouve  cos  <p  — i , les  arcs  4^  = o,  1 20°  et  240°  ; partant, 
la  proposée  a ses  trois  facteurs  de  la  forme  x2 — 2.rcos4/  + 1; 
et  comme  cos  $ a pour  valeurs  1,  — sin3c°  — — \ et.  . . 

* — cos6c°  — — ~ , on  trouve  x 2 — o,x  + 1 , et  x2-\~  x + 1 , ce 
dernier  facteur  étant  double.  Ainsi , la  proposée  est  le  carré 
de  (a;  — 1 ) (.x2  -f-  x -f-  1 ) , ou  de  x3  — 1 . 

Soit  encore  nd  + + 25  — o : A~B  — 1 , C — 25,  72  — 2.^ 


et  cosç>~ — ; les  tables  donnent,  à cause  du  signe  — , 

ç~  9 5°  44'  20^  dont  la  moitié  4^  est 

47°52'iov;  ajoutons  180°,  et  nous  ïog>cos4/*.  • 1,8266074 

formerons  un  arc  dont  le  cosinus  log  2 o,3oio3oo — » 

est  le  même  que  le  précédent  en  log  |/  5 ...  0,344485° 

signe  contraire.  Substituant  dans  le  îog3 0,4771224  — 

2e  terme  de  la  formule  générale  , le 

calcul  ci-contre  donne  — 3 pour  coefficient  de  l’un  des  facteurs. 
Ainsi  nos  facteurs  sont  x2  zt.  3x  -f-  5. 

___  3 

Enfin , pour  2.I:6  -f-  3x3  + 5=o,  on  a cos  <p  — 

log 3 ...0,4771210- 
log  2 — o,3oio3oo 
•ilog  10 — o,5cooooo 


o,3oio3oo* 
-g- log  10  0,1666667 


log  COS  <p  ~1 ,67609  t3 — Iog2]/lO — 0,4676367  1 

V 

On  trouve  tp  = 6 1°  4^,  ou  plutôt  11 8°  19',  en  prenant  le  sup- 
plément, à cause  du  signe — . Le  tiers  est  4"  — 39* 26'  20"*,  ajou- 
tant 1200  deux  fois  successives,  et  prenant  les  cos  + on  a 
cos  39° 26'  20", — sin  6 90  26'  ro',  et  sin  9°26'  20".  Doue 

6 

log  2^/ 1 0 = 0,46770 

log  COS  4"  = 1 >,88779 


0,35549  — 


0,46770  — 
1,97141  — 
0,439!!  + 


0,46770— 

1,21483 


1,68253 


— 2,2672  +2,7486  — 0,4814  > 


Soit  fait 


FONCTIONS  RADICALES.  tQJ 

3 $ - 

et  nos  trois  facteurs  sont  de  la  forme  xz]/^  -\-u,x  + \/b. 

Racines  des  expressions  compliquées  de  Radicaux . 

546.  Admettons  que  a-}-  $/  5 soit  ün  carré , et  cherchons -en 
la  racine  , qui  doit  avoir  la  forme  \Zx-\r  t/y } car  Sl  ede  était 
f -f-  \Zyy  on  aurait  x =//  Posons  done 

v/(a+ vh')^\/^+Vy>  d’où  æ+y- \’*Vxy~a+Vî>\ 

puis  x-f-y  = a,.  21/  (xj)  = \/b , 

en  séparant  l’équ.  en  deux,  comme  (n°  533).  Pour  tirer  x et 
y de  ces  équ.,  formez  les  carrés  et  retranchez,  vous  aurez 

x*  — 2xy  -f-y2  = (as  — y y = a*  — b. 

Comme  x et  y sont  supposés  rationnels,  aa  — b doit  être  un 
carré  exact  connu,  que  nous  ferons  = 52;  X'—y  — k,  et; 
x -\-y  = a donnent  la  solution  cherchée 

ar  = AÇa  + ft),  y = ±(a  — t),  R=\/(aa  — fi). 

Soit  V/(44“  2 1/3)  ; on  a a== 4 , 5=12  ; doù  a2— 5=52= 4 > 
puis  5=2,  x=3  et  j=  î ; la  racine  demandée  est  î -\-}/o . 

Celle  de  4 — 2V/3  est  1 

Pour  v/(— i 4-2V/  — 2),  n2—5=g,  5 = 3,  .x=  1,^  = 2, 
Ét  on  a ±(i  — 2)  pour  racine. 

Si  a +v/5  est  un  cube  exact,  on  pose 

{/(a  -f-  1/5)  = ( x +y/y)  tA> 

z étant  une  indéterminée  dont  on  dispose  à volonté  pour  faci- 
liter le  calcul . Eu  élevant  au  cube  et  comparant  les  termes  ration-» 
nels , on  trouve 

a = z{x3  + Zxy) , \/h  = z \/y  (3a:2  -fyO  *, 

carrant  ces  équ.  et  retranchant,  on  a 

a2  — 5 = z2[(x3  + 3;ry)2  — (3x2  %/y  -\-y  \/y)2] *> 

«r,  le  facteur  de  za  est  la  dilférence  de  deux  carrés,  et  revient 


1^4  algèbre. 

visiblement  à (x  + {/y )3  X (x  — y/y)3,  ou  (x*  — yV  ; donc 
a2  — 6 

( x * — 'J')3,  ^ais  x et^  sont  supposés  rationnels  ; ainsi , 

. ' v ^ ' * . • 

îe  î membie  doit  etre  un  cube  exact  j et  il  sera  toujours  fa- 
cile de  déterminer  z de  manière  a remplir  cette  condition,  ne 
fut-ce  qu’en  posant  z— (a2— ■ bf  : si  a2— b est  un  cube,'  on 
fera  z = î.  En  général,  on  décomposera  a2 — b en  facteurs 
premiers , et  on  distinguera  bientôt  quels  facteurs  doivent  être 
introduits  ou  supprimés,  pour  avoir  un  cube  exact.  Ainsi,  z,  et 
k seront  connus  dans 

k = \J ) a x9—y  = k,  a=zzx(x*+3y)  ; 

d’où  y— a?2 — k , 4 zx 3 — 3 kxz  — a . 

Cette  dernière  équ.  donne  x,  en  se  contentant  de  seules  racines 
rationnelles*,  la  précédente  fait  connaître  y,  et  on  a la  racine 
demandée. 

Pour  îo  -f-  6 j/3,  on  a a ==  ro,  b ~ 108 , a1  — b = — - 8 ; 
ainsi  z,  =r  i , et  ù = — 2 . Donc  ^ -f-  6x—  î o , d’où  x = i , 

3 

puis  ^y  = 3 ; enfin , \/(  i o -+•  6 y/5)  = î -j-  y/3* 

Soit  encore  8 -f  4V^>  011  a a 2 — £ — — 16;  on  fera  z r=4  , 
^ ' — 1 ; d’où  4x*  -f  3a;  = 2 , et  a:  = i,  ^ = 1;.  enfin, 

• 3 

î 1/4’C1  + \/5)  racine  cubique  de  8 -f-  4y/5. 

* n 

En  posant  y/  (a  -f  \/b)~  (x  -f-  yCy)  j/z, 

et  raisonnant  de  même  , on  déterminerait  x,  y et  z,  dans  le  cas 
où  a -f-  \/b  est  une  puissance  ne  exacte. 

54/-  Dans  toute  formule,  il  ne  suffit  pas  de  substituer  poul- 
ies radicaux  qui  s’y  trouvent,  leur  valeur  approchée,  parce 
qu’on  néglige  ainsi  toutes  les  valeurs  imaginaires  dont  ces  radi- 

n n 

eaux  sont  susceptibles.  On  doit  remplacer  \/ A , par  u\/ A y 

n 

*t'y/A...  (n°  54o),  en  prenant  1,  <a,  et11,,,  pour  les  racines  de 
l’équation  yn  — 1 r=  o. 


TROISIÈME  DEGRÉ. 


io5 


Si  l’on  a x~a  {/g  +b\/g  -}~  c \/g3+-  , il  suffit  de  poser 

yn  — g , x ~cy  -f-  by2  -f-cy3..., 

et  d’éliminer  y entre  ces  deux  équ.  ; toutes  les  racines  de  1 equ. 
finale  en  x seront  les  valeurs  cherchées  de  x. 


Quand  on  aune  fonct.  X compliquée  de  radicaux,  \/ A } \/B...\ 
pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  X , posez  yn  — A , t1,l=z  B , 
et  introduisez  pour  vos  radicaux,  les  n valeurs  dey,  les  m de 
t...y  combinées  entre  elles  de  toutes  les  maniérés  possibles. 

On  dégage  une  équ.  X — O des  radicaux  qui  y entrent,  par 
le  même  calcul  ; X est  changé  en  une  fonction  de  xy  y , et  il 

reste  à éliminer  y,  £....  à l’aide  de  yn=A,  tmz=zB....  ; 1 equ. 
finale  en  x est  celle  qu’on  cherche. 

3 3 

Par  exemple , soit  x~  y A -f*  \/ B ; posezyJ  = A}  t3  ==  B , 
x==y+t;  mettez  pour  y les  trois  valeurs  y,  uyy  *?y\  de  même 
t , ut y uH  pour  t , et  vous  aurez  les  neuf  racines  de  x , en  com- 
binant deux  à deux  ces  substitutions  ; ou  bien  éliminez  y et  t 
entre  ces  trois  équ.,  et  l’équ.  finale  en  x aura  pour  racines  toutes 


les  valeurs  demandées. 


Equations  du  troisième  degré . 

548.  Pour  résoudre  l’équ.  kx3  4-  ctxa  -f  bx  -f-  c -=2  o , chassons 
le  ûe  ternie  et  le  coefficient  du  premier,  en  posant  (pag.  40 

x — a 

d’où  x''3  -J-  3^(3 kb  — a2)  -fsa3  — ÿabk  -4-27 cka=zo. 

Ainsi,  toute  équ.  du  3e  degré  est  réductible  à 

x 3 — {—  px  — |-  Cf  — ^ O . . . . ( 1 ) • 

Posons  xr=.y  -f-  z ] , d’où  x3  ~3yz  (y  ^fz>)  -f-y3  + a3  J 
ainsi  la  proposée  devient 

(3 \yz  p)  (y  4-  2.)  +y3  + 2.3  4 <7  ~ o. 

Or,  le  partage  de  x en  deux  nombres  y et  z peut  se  faire  d’une 
infinité  de  manières  , et  l’on  a le  droit  de  se  donner  leur  pro- 


algèbre. 
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duit,  ou  leur  différence  , ou  leur  rapport , etc...  . Posons  donc 
que  le  1er  facteur  est  nul  , ou 


yz~~iP>  J34-z*3=—q, 

Le  cube  de  la  ire  équ  .y3z3  = — (£p)3  montre  que  y3  et  z3  ont 
— ç pour  somme,  et — (fp)3  pour  produit , c.-à-d.,  que  les. 
inconnues  y2  et  z3  sont  les  racines  £ et  t'  de  féqu.  du  2e  degré 
( n°  i3 7,  5°.  ) 

P-\-qt=zz  ( f p)3 (2)  , 

qu’on  nomme  la  Réduite.  Connaissant  t et  t' , on  a y3  ~ t , z3  =£'; 
i , eP  étant  les  trois  racines  cubiques  de  l’unité  ( n°  54o)j> 
on  a donc 

3 3 3 3 3 3 

jr  =:(/£,  x\/t,  tcz\/  t ; Z ~ {/£'  > *v't'  J 

Mais  il  ne  faut  pas  , pour  obtenir  x - zx.y  -f-  z, , ajouter  toutes  ce& 
valeurs  deux  à deux  , puisqu’on  aurait  9 racines  au  lieu  de  3 : 
comme  , au  lieu  de  l’équ.^z,  ~ — p,  on  en  a employé  le  cube, 

on  a triplé  le  nombre  des  racines.  Il  ne  faut  donc  ajouter  que  celles 

3 

de  ces  valeurs  de  y et  a dont  le  produit  est  — ~ p,  ou  y (tt?') puis- 
que \e  2e membre  de  l’éq.  (2)  étant  = — £.£',Ia  racine  cubique  est 

= jp.  Il  est  facile  de  voir,  à cause  de  a3z=z  1 f que  des  9 corn- 

„ 3 3 

binaisons  , on  ne  doit  admettra  , avec  x = yt  -f-  Vt\  que 

X2=e&  j/£-f-<«2  \/t'  , et  ecz  \/t  ei  \/t'. 

Substituant  pour  u et  fleurs  valeurs  — f (1  rh  \/  — 3),  nc  538, 

et  faisant,  pour  abréger, 

33  33 

s = \/£-f-  ]/£',  d=\/t  — yt' 


zi  } (3)- 


on  a x — s } x — — £ (s  dbd  \/ — 3) 

Donc,  pour  résoudre  l’équ.  du  3e  degré  (1),  il  faut  d’abord 
résoudre  la  réduite  (2)  ; et  connaissant  t et  t'  , on  en  introduira 
les  valeurs  dans  les  formules  (3). 

Par  ex. , x3 -f*  Sx  — 7 donne  p = 6,  q — — 7,  et  la  réduite 
P — — 8;  d’où  £ = ■ |dz§,  £ = 8,  t'  — — i;  les  racines 

cubiques  sont  2 et  — 1 ; donc , 

j = 1 , d =z  3 , xt=z  1 } et  — G1  — 3 V — 3). 
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Soit  y3  — 3y24-  i zy=- 4 ) on  pose  y — pour  chasser 

le  2e  terme  , et  on  a x3  + 9a:  6 = o , p = 9 , q = 6 , et  la 

réduite  £2  -f“  6£  = 27  ; donc  £ = 3 , £'  = — 9 , et 

s — j/3  — ^/g  = — 0,637835  — x , *Z=  3,522333 , 

puis  7=0, 362i65,  et  1,318918  liz  1,761 167  \/  — 3. 

L’équ.  x ? — 3a:  = 18  donne  t2—  i8£  -f- 1 o,  £ — 9 
la  racine  cubique  est  (p\  1 o4)  J zt  j V 5 j ainsi  s ==  3 > cZ— 1/5  ; 
enfin,  x=3,  et  — ^ ( 3 dz  — i5)* 

x 3 — 27X  -f"  54  ^ o donne  £2  -f-  34^  ~h  7^9  ~~~  0 > ou  • • * 0 
(t  -f-  2jY  —Oj  t = — 27  : ainsi  a:  = — 6et3(  racine  double)  <> 

549*  Tant  que  les  deux  racines  t et  t'  de  la  réduite  sont 

réelles  , [/t,  }/t'  le  sont , ainsi  que  s et  d\  et  il  suit  des  for- 
mules (3)  que  la  proposée  n'a  qu  une  racine  réelle . Cependant , 
si  £=  t' , on  a d = o,  et  les  trois  valeurs  de  x sont  réelles,  deux 
étant  égales  à la  moitié  de  la  3e  en  signe  contraire.  C’est  ce 
qu’on  voit  dans  le  dernier  exemple. 

Mais  si  la  réduite  a ses  racines  imaginaires  (p  est  négatif,  efr 
on  a en  outre  4p3  > 27* f ) , les  expressions  (3)  restant  com- 
pliquées d’imaginaires,  il  semble  qu’aucune  racine  ne  soit 
réelle  , contre  ce  qu’on  sait  d’ailleurs  (n°5i5,  i°.  ).  Ce  para- 
doxe, qui  a long-temps  arrêté  les  algebristes  , a reçu  pour 
cela  le  nom.de  Cas  irréductible.  Il  s’agit  de  montrer  qu’alors 
les  trois  racines  sont  réelles . 

Les  valeurs  de  £ et  £'  étant  représentées  par  aztib  \/ — 1 , 
la  racine  cubique  , ou  la  puissance  j,  se  développe  ( pag.  2 5 ) 
en  série.  Sans  exécuter  ce  calcul , il  est  visible  qu’on  n’y  peut 
trouver  d’imaginaires  que  dans  les  termes  où  b \/  — 1 est  af- 
fecté d’exposans  impairs  ; et  comme  l’iîne  de  ces  séries  se  déduit 
de  l’autre  en  changeant  b en  — by  il  est  clair  qu’elles  sont  toutes 
deux  comprises  dans  la  forme  P zh  Q{/  — 1 , dont  la  somme 
est  s — 2 P , et  la  différence  d—  2ÇI/  — - 1 . Ainsi , les  formu- 
les (3)  se  réduisent  à ces  expressions  réelles 

xv=.  2P  y et  -r-  Pdz  Q [/3. . . (4)  , 


io8  algèbre. 

Nos  racines  sont  donc  réelles,  précisément  lorsque  les  équ.  (3) 
les  donnent  sous  forme  imaginaire.  Ce  cas  singulier  vient  de 
ce  qu  en  posant  x,=.y  -j-z  etyz=: — -*  p}  rien  n’exprime  que 
y et  z soient  en  effet  reels  ; et  notre  calcul  prouve  même 
qu’ils  sont  imaginaires  quand  les  trois  racines  sont  réelles.  Pour 
les  obtenir  , on  développera  la  puissance  £ de  a 4.  b \/  — 1 
sous  la  forme  P Q — 1 ; et  P et  Q seront  connus  dans 
les  équ.  (4). 

55o.  Mais  comme  il  faut  que  la  série  soit  convergente  , on 
piefèie  se  servir  du  procédé  suivant.  Il  suit  du  théorème  (2)  , 
n°  542  , en  faisant  n ==3,  que  le  rayon  étant  un  , 


y 2 2ycos^Ç)-f-i  divise  y^ — 2y3  cos  <p  -f-  1. 

Soit  fait  x=  m ( y -j-y~l),  dans  x3  — px-f-  <7=0; 
d où  m3(y3  -f-^y  ~3)  -f.  (3m3  — pm)  ( y -f-  y1)  -f-  ~ o. 

On  chasse  le  2e  terme  en  posant  3 m*—p‘,  d’où  m = 1/ 

TV  G ! W3 

Voncy  + rr>\  nss  +1=0.  Mais  dans  les  cas  que  nous  trai- 
ra \ 3 P ) 

tons,  t est  imaginaire  dans  Féqu.  (2),  ou  ( \ q)a  <!  (3  p)3  • 
on  peut  donc  trouver  un  arc  (p  dont  le  cos.  soit  la  moitié  du  fac- 
teur de^y3,  puisque  cette  moitié  i ; 


COS  (p  != 


— q 


z-ip  Vi ip) 


alors  la  proposée , se  trouvant  réduite  à notre  2e  trinôme,  est 
divisible  par  y*  — 3ycos  ^ <p  -f- 1 ±3;  o ; divisant  par  y , on  a 
y ~by~l  ^ 2 cos  3 P i et  comme  x =3  m(y+jy'-”1)  > 011  a 

x = 2 ]/(^p)-cos  J<p. . . . (6). 

L’arc  (p  sera  donné  par  un  calcul  logarithmique  : on  en  prendra 
le  tiers,  auquel  on  ajoutera  120°  et  240°,  parce  qu’on  peut  pren- 
dre , outre  l’arc  trouvé  dans  la  table,  les  arcs  <p  -{-  2*- , p -)-  4*"  * 
qui  ont  le  même  cosinus.  L’éqü.  (fi),  011  cos  £ <p  prend  trois  va- 
leurs , déterminera  les  trois  racines  réelles. 


\ 


quatrième  degré 
Soit,  par  ex  , x3~ 5x — 3=o;on  a 


, Le 


log  5 
— îog  3 

diff. 


* 


log  2 


ï09 

0,6989700 

0,477 1 3 *3 

0,2218487 
0,1 109243 
o,3oio3co 


logdén.  — — o,63o8o3o 
log  3 — 4-0,4771215 

log  cos  <p  ■—  î ,8433 1 83 


P=5,</=-3.  C0S<P=— jÿ 

calcul  ci-contre  donne  p =43°  4^  9 '3 
dont  le  tiers  est  i5°  16'  3".  On  y 
ajoutera  1 20°  et  240°  , et  1 on  pren- 
dra les  cosinus , qui  sont 
cos  i5°  i6' 3", -sia 45°  i6'3",-cos75°  16' 3". 

On  prend  ci-contre , 

log  21/1  = 0,4119543  0,4119543  0,4119543 

log  cos  j <p—  1,9843955  1 ,85i5o5g— > 1,4053576  — 

log  æ = 0,3963498,  0,2634576—,  1,8173119 

x = 2,490862  — 1,834245  — o,65S6i66 

Pour  l’équ.  x3  — 5x  -{-  3r=o,  il  suffit  de  changer  x en  — x,  et 
on  retombe  sur  l’équ.  précédente  : on  a donc  les  memes  racines 
en  signes  contraires.  Au  reste,  en  traitant  directement  çet  ex., 
l’équ.  (5)  donnant  cos  <p  négatif,  l’arc  <p  est  > 90°,  et  le  sup- 
plément du  précédent  : le  calcul  se  continue  de  même. 

Soit  l’éq.  x3— 4x4-1  = o ; d’où  cos  <p  = -^,-7.  Le  cal- 

^ • 3 V à 

cul  donne  <p  = 108°  5/  3l\  5 , et  l’on  obtient  enfin 

x = 1,860807»  • • • — 2,1 14907  • • • • 0,2540 99 ...» 

Équations  du  quatrième  degré . 

55 1 . Soit  proposée  l’équ.  x^  4-  px2  4*  + r—  o;  pour  la 

résoudre  , employons  la  même  marche  que  pour  le  3e  degré  ; 
regardons  x comme  formé  de  deux  parties  y etz,  x~y  -\-z\ 

d’où 

yt  4*  4~  p)y * 4"  C2,4  4-  pp*  4"  qz  + r ) > . 


4-  4zy3  + (4*3 4-  4-  q)y  = o. 


; 


Mais  nous  pouvons  poser  une  relation  à volonté  entre  y et  z: 
égalant  à zéro  la  2’  ligge  , qui  renferme  les  puissances  impaires 
deyf,  nous  avons 


ï ÏO 
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La  transformée  devient,  en  éliminant  y a , 

ze  + jpz<+-±(p‘—4r)z*  — £ç‘=:o, 

équ.  qui  n’a  que  des  puissances  paires  de  z.  Faisons  donc , pour 
simplifier,  za  et  nous  aurons 

t3  + apt2-\-(p* — 4r)t  — q*=zo.  . . . ( A ). 

C’est  la  réduite  qui  est  du  3®  degré , et  a nécessairement  ait 
moins  une  racine  réelle  et  positive  (*)  : désignons  par  t cette 
racine  ; nous  avons  z = y/t,  où  le  signe  est  arbitraire.  Sub- 
stituant dans  x =y+z  et  dans  (i)  , il  vient 


x 


P__ 

4 2 2 \/t 


On  trouve  enfin,  en  ayant  égard  à la  correspondance  des  signes, 
et  éliminant  j', 


Ainsi,  l’on  résoudra  la  réduite  (A)  ; et  prenant  une  racine  po- 
sitive t , on  la  substituera  dans  les  formules  (Z>) , qui  donnent 
les  quatre  valeurs  de  x. 

Soit,  par  ex.,  2x * — igxa-f-24a;=r^,  où  p~ — q— 12,  etc., 
la  réduite  est  t 3 — ig£a -f- gfit  :=  1 44*  L’une  des  racines  f = § 
donne 

#=î  VZ  — 1/(4 — 31/3).  et  — i 1/3  ±1/(4  + 2^3)  ; 
et  comme  ( p.  io5)  \/(4  — 2 1/  3)  = 1 rt  1/3, 


on  a 0:=^  i ±:|;  v/5,  x'~  — 1 ±:  J j/3. 


(*)  U faut  dégagernette  éq».  de  son  2“  ternie,  en  posant  t = - 3») 3 

»! 


d’oft 


u- 


(P 


?» 


4L 


•2pr—2p- 


Ké'- 


O. 


ï I ï 


QUATRIÈME  DEGRÉ. 

L’équation  — 25x2  4"  Gox  — 56=  o a , pour  réduite , 
t3  — 5o £2  -{-  769 t z=z  36oo  ; prenons  t = 9 , et  nous  aurons 
x = 3,  2 , 1 et  — -G. 

Pour  xL — x4- 1 ~o,  on  a t 3 — 4*=  1 > dî’où  £ = 2,1  14907.... 
(uoy.  pag.  109  ) ; on  en  tire 

x = — 0,7271360  :fc  0,9*540992  y/ — 
x = 4"  o,  72713$  ziz  0,4^00139  — 1 • 

Enfin , l’équation  x*  — 3x2  — 42x  ^ 4°  donne 

t 3 Gt2  4"  1 69^  = 17G4  5 

«Toù  £ = 9;  puisx  = 4>  — 1 et  — ^ (3  zt  J/ — 3i). 

552.  Examinons  les  cas  qui  peuvent  se  présenter.  Nous  sa- 
vons} d’après  l’équ.  (A)  , dont  £,  £"  désigneront  les  racines, 

que 

1 4~  £ 4"  f 2p  , . £ • f • É7  ==  q*  t 

la  iTe  donne  — t — 2p~t'  4*^*  • • • (3)  ; 

'la  a*  V(i'-t")=  .j (4)- 

L’extraction  des  racines  effectuée,  on  devrait  prendre  le  signe 
zh;  mais  si  q est  positif  et  \/£  ont  même  signe,  tandis 

que  le  contraire  a lieu , si  q est  négatif.  Comme  la  réduite  (A) 
ne  contient  pas  q , mais  qu  , elle  reste  la  même  , quel  que  soit  le 
signe  de  q , ce  qui  oblige  de  distinguer  deux  cas,  compris  en- 
semble dans  féqu.  (4). 

Si  q est  positif  dans  la  proposée,  substituons  les  valeurs  (3) 
et  (4)  dans  l’équ.  (2),  où  on  a déjà  eu  égard  au  signe  zizde  \/t'9 
nous  aurons 

r = ¥ 4-  if  =F  ï VV  • n = i (Vf  rp  Vf  Y ; 

d’où  y~ï  C V?  =pVO,  et—  Kv/^^VO- 

Le  double  signe  zh  doit  concorder  avec  celui  de  l’équation 
x=zy±:  \\/t , ainsi  qu’il  résulte  du  calcul  ci-dessus.  Par  con- 
séquent, q étant  positif,  on  a 

vt±i(vtf'-  vf  h et  - i vt±:  \ cvf  + vf  y 


î I 2 
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Si  q est  négatif  (*),  [/(tr  t")  = ; la  substitution  dans  l’équ. 

VA 

(2)  ne  cause  que  la  modification  de  signe  du  dernier  terme  : le 
calcul  reste  donc  le  même  , à ce  signe  près  , et  les  valeurs  de  y 
prennent  seulement  des  zh  y/t"  au  beu  des  zp  y/t'\  Il  est  évident 
qu’il  suffira  de  changer,  dans  les  valeurs  de  x , le  seul  signe  du 
ier  terme  lA". 

i°.  Si  la  réduite  a ses  trois  racines  réelles , il  ne  peut  arriver 
que  deux  cas;  comme  leur  produit  t.t' .t"  ■=:  q 2 est  positif,  ou 
deux  sont  négatives  , ou  aucune  ne  l’est.  Dans  ce  dernier  cas , 
yt,  yt',  yt"  sont  réels , et  nos  quatre  racines  de  x sont 
réelles.  Dans  l’autre  cas,  au  contraire,  y/t'  V ^ sont  ima- 
ginaires , et  les  quatre  valeurs  de  a:  le  sont  aussi.  Donc,  quand 
la  réduite  tombe  dans  le  ctis  irréductible , la  proposée  a ses 
quatre  racines  ensemble  réelles  ou  imaginaires , selon  que  t a 
trois  valeurs  positives  ou.  une  seule.  On  en  a vu  des  exemples 
ci-dessus. 

Cependant,  s’il  arrivait,  dans  ce  2e  cas  , que  tf  — t ",  comme 
deux  de  nos  valeurs  de  x contiennent  la  différence  des  radi- 
caux y tr,  Vt"  > 1 es  imaginaires  s’entre-détruiraient,  et  la  pro- 
posée aurait  deux  racines  réelles  et  égales  , et  deux  imagi- 
naires. 

2°.  Si  la  réduite  n a quune  seule  racine  réelle  t,  comme  elle 
a le  signe  -f- , y/t  est  réel.  D’ailleurs , désignons  t'  et  t"  par 
a zt  by/ — î , d’où 

y t'dzVt*  — Via-  + b]/ — \)±.y/(a-b \é-  0 ; 
le  carré  est  — V (a2  + ù2). 

Ce  dernier  radical  est  visiblement  réel  et  a ; ainsi , notre 


(*)  Cette  distinction  n’était  pas  necessaire  à faire  dans  les  formules  (15),  parce 
qu’on  doit  toujoips  y substituer,  pour/?,  q , r,  leurs  valeurs  données , affec- 
tées des  signes  qui  leur  appartiennent  ; et  il  est  clair  que  si  q est  négatif,  le 
signe  du  dernier  ierme  des  équ.  (B)  change  de  lui-méme. 
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carié  a deux  valeurs  réelles,  l’une  positive,  l’autre  négative  ; 
en  extrayant  la  racine,  qui  est  J/Y  dz  \/t\  on  a donc  une 
quantité  réelle  \/  A d’une  part,  et  une  imaginaire  \/  — B de 
1 autre.  Piemontant  aux  valeurs  précédentes  de  x , on  voit  clai- 
rement que  si  la  réduite  ri  a qu’une  seule  racine  réelle  t,  elle 

est  positive , et  la  proposée  a deux  racines  réelles  et  deux 
imaginaires . 

IY.  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES» 


Puissances  des  racines  des  É quations» 

d55.  On  dit  qu’une  fonction  est  symétrique  ou  invariable , 
quand  eJe  n éprouve  aucune  alteration , en  y échangeant  deux 
des  lettres  qui  s’y  trouvent  l’une  en  l’autre  : telles  sont 
V^+Vb,  a-\-b  4- sin  a . sin  b , etc. , qui  demeurent 
les  mêmes  lorsqu’on  met  b pour  e , et  a pour  b.  Les  caefliciens 
des  divers  termes  d’une  équ.  * = o sont  des  fonctions  symétri- 
ques des  racines  a , b,  c.  . . . (ri°5oa). 

Nous  représenterons , à l'avenir,  par  [abficy ...],  h fonction 

symétrique  dont  a bcy.  . . est  un  terme , et  dont  on  obtient 
les  autres  parties  en  échangeant  chaque  racine  a,  b}  c.  . . en 
toutes  les  autres  successivement  : par  fm  la  somme  des’  puis- 
sances m de  ces  racines , ou  fm  = am  4-  bm  -\-cm Or  , sans 

connaître  ces  racines,  prouvons  qu’on  peut  toujours  trouver  les 

quantités  fm  et  [a  b c quels  que  soient  les  entiers  m t 

46  > y y-  • en  fonction  des  coefficient  p,  q,  . . . de  la  pro- 
posée,' 

X=zxm-i-  pæm~'  4-  qxm~* . . . 4-  tx  + U = O. 

X est  identique  avec  (x  — rz) . (x  — Z>) , (x — c). . . , et  Fou  a vu 
(n°  520 , 2°.  ) que  la  dérivée  X'  est 

+ (x-c)...-h(x~a)  (x-c).. . m. 
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En  divisant  par  X,  on  trouve 

mxm- 1 + (rn  0 pxm~* . ..-ht ï i t 

xm  -f~  pxm~l  -f-  cjxm~~3 +«  ar — tt  a — b a:  — c 

En  développant  (a; — û)”1,  ona  ( pag.  i5  ) 


Changeant  a en  b , c,  . . , et  prenant  la  somme  de  tous  ces  ré- 
sulats , notre  2e  membre  est 


+ 4 + 


X 


Multipliant  donc  l’équ.  par  xm  -\-pxm-1  + . . . . 

mxvl~"1  -4"  (m  — O pxm— 2 -f*  ( m — 2.)qxm~3 £ =' 


TllXm~~x  -f- 

/, 

xm  3 

+ 

A 

x'm_3...4-  fx 

+ 

mp 

+ 

pf< 

• • • +P/-. 

b 

mq 

• • • ?— ■ -a 

Le  i€r  membre  a m termes;  le  second  va  à l’infini , chaque  li- 
gne ayant  son  ier  terme  reculé  d’un  rang  à droite  de  plus  que 
dans  la  ligne  qui  précède;  il  y a î lignes.  En  comparant 
les  coefhciens  des  mêmes  puissances  de  x dans  cette  identité, 
on  obtient  une  infinité  d’équ.  Les  m ires  ont  chacune  un  terme 
de  plus  que  la  précédente;  elles  sont  (en  supprimant  mp,  rnq  .. , 
aux  deux  membres  ) 

/i+P  = °>  f z-Jrpf  t+zq—o,  fz  -f-p/a-Hz/i  -f-0/*:=0.  . . , 

f k~\~Pf  k— x~\~qfk— a “f"  yf  b — 3-  • • /m  — O ( si ) y 

k étant  un  entier  < m , et  v le  coefficient  de  xm~k  dans  X. 
Au-delà  de  ces  m équ.,  le  1er  membre  ne  donne  plus  de  terme  à 
comparer  avec  ceux  du  2*  , et  l’on  trouve 

f -\-pfi— i~h  q fi— a + **//— 3*««  °*  * 

2 étant  un  entier  ou  = m ; on  a /,  = n°  *4”  6°. . . = m. 

554*  Ces  équ.  sont  dues  à Newton  : en  voici  l’usage.  La  ir<* 


Fonctions  symétriques.  * nS 

isonne  f~  — p , valeur  qui,  introduite  dans  la  2 e,  donne  f; 
on  a ensuite  jb.... 

f — —p,  f — — pf  — 2<7,  /3  = — p/a  — qf  — -or...  ; 

et  ainsi  de  proche  en  proche.  En  général,  la  valeur  de  f con-» 
duit  à cette  règle.  Sous  les  m termes  qui , dans  la  série  des  /, 
précèdent  celui  qu’on  veut  calculer , écrivez  les  coefficiens  de 
X en  ordre  inverse , avec  des  signes  contraires  -,  multipliez 
chaque  terme  par  celui  qui  est  au-dessous  , ajoutez  et  vous  au- 
rez le  terme  suivant  f : 

fl — m j fl — in — i*»*  fl — 3>  fl — fl — tj 

— -ù,  — r,  — * q,  — p . 

Soit,  par  ex.,  l’équ.  x]  — 3x2 -f  2x — 1=0,  où  p~ <5, 
q — 2 , r = — 1 ; - les  facteurs  seront  1 , — - a et  5.  Ainsi , ou 
trouve  d’abord  fQ  = 3 , fl~3)f~'6  ; la  série  des  / se  continue 
comme  il  suit , chaque  terme  étant  formé  du  produit  des  trois 
qui  le  précèdent , multipliés  respectivement  par  1 , — - 2 et  3* 

5,  5,  5,  12,  29,  68,  i58,  367,  853,  1983,4610,  10717,  24914*- 

Pour  x 3 — 3xa  -f- 1 2x  = : 4 » les  facteurs  sont  4>  — 12  et  3 , 
et  011  obtient 

3,  3,  — x5,  — 69,'  — i5,  723,  2073, -—2517,  — 29535.,.. 

Enlin  , pourm3—  2x  = 5 , les  multiplicateurs  sont  5 , aeto; 

on  trouve  3,  o,  4>  i5>  8,  5o,  91,  140,  4^2.  .... 

En  appliquant  ce  théorème  a xm  — i on  trouve,  comme 
page  96, 

/,  — f a — J 3 * • - — ® > /m  — J um  — * * • î • 

Il  est  donc  facile  d’obtenir  la  somme  de  toutes  les  puissances 
entières  des  racines  d’une  équ.  sans  connaître  ces  racines.  S’il 

s’agissait  des  puissances  négatives  , on  changerait  x en  - , et 

«y 

l’on  appliquerait  nos  formules  à la  transformée  en  y\  on  aurait 
les  sommes  demandées.  Pour  F équ.  a;3  — 3x*  -f-  ax  = 1 , on 

8.. 
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aurait  les  facteurs  1,  — 3 et  2 de  la  transformée  ; d’oiii  les  som- 
mes des  puissances  positives,  qui  sont  les  négatives  demandées. 


3,2,  — 2,  — 7,  — • 6 , 7 , 25,  23 , — 22  — 88. . . 

555.  Cherchons  à exprimer  toute  fonction  symétrique 

\_a*'b^P' . . . J , à V aide  de  /i/I/3.  . . * Cette  fonction  s’obtien- 
drait en  permutant  les  m lettres  a,  bj  c.  . . de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  n à 7t , donnant  à la  ire  lettre  l’exposant  a „ 
fi  à la  2e.  . . ; le  nombre  des  ternies  sera  mPn , n étant  le  nom- 
bre de  racines  admises  dans  chaque  terme.  Cependant , s’il  ar- 
rivait que  deux  exposans  fussent  égaux,  a—fi,  comme  les 
initiales  abt  ba  ne  formeraient  aucune  modification  au  terme 
résultant,  le  nombre  des  termes  ne  serait  que  la  moitié  du  pré- 
cédent : il  serait  le  G*  dans  le  cas  de  trois  exposans  égaux  , etc. 
( voy.  n°  49 3 ). 

Pour  obtenir  la  valeur  de  j ~_a*'b^~\  , dont  les  termes  ne  con- 
tiennent que  deux  des  m racines , opérons  les  permutations , 
comme  n°  49  a ? en  multipliant 

/ —a  + if’  -f-  c"...  par  / ’ = c/  b^  -f-  <A  . . . 

A fs 


Si  les  facteurs  partiels  contiennent  la  même  racine  , le  produit 
partiel  aura  la  for  mec“+  ^ \ sinon  coproduit  sera  tel  que  a'b^ . 
Ainsi  , le  résiliât  sera  / 0 + [a^j  ; donc 

CL  — f-  fi 

W=/.x/r/,+r..  (C). 


De  même,  pour  la  fonction  [cfb^c^  , multiplions  \_a  t/]  par 
fy  : (C)  deviendra  ~=  /*  X ^ X fy-f^  Xj^  Formüns 

le  produit 

( a b P -j-  etc*  -f-  b*c*  -f- . . . )x{u/  + b^  + <? . . . . ) . 


i°.  Si  les  facteurs  partiels  n’ont  pas  de  racine  commune , le 
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produit  partiel  est  tel  que  a b ces  résultats  reunis  forment 
la  fonction  \_a  dont  on  cherche  la  valeur. 


f2°.  Si  les  facteurs  partiels  comprennent  une  racine  commune, 

le  terme  sera  tel , que  a , ou  cl  b J suivant  que  cetts 

racine  sera  le  ier  facteur  ou  le  2e.  De  là  résultent  les  fonctions 

[a*'4"7//]  , dont  i’équ.  C donne  les  valeurs 

f a.-\-y  ^ *^8  /à  4*  fi-by  y 

on  a donc  (D) 


[a^b^y ) =/a  . f ^fy~ f'L+pfy— f -0+y,. 

L’esprit  de  ce  genre  de  calcul  est  facile  à saisir  , et  l’on 
peut  l’appliquer  aux  fonctions  symétriques  formées  de  quatre 
facteurs  et  au-delà.  On  sait  donc  évaluer  ces  fonctions  à 1 aide 
des  seuls  coefiiciens  de  la  proposée  , puisque  les  f sont  connues 
par  ce  qu'on  a expose  précédemment. 

Observez  que  si  la  fonction  symétrique  proposée  était  frac- 
tionnaire, en  la  réduisant  au  même  dénominateur,  elle  formerait 
une  fraction  dont  chaque  terme  serait  une  fonction  invariable. 

è 

C’est  ainsi  que 


a 

U J 


a , b , a e b c . _ C0”6] 

.OU  7 i - -f r 7*  • • ~T < 

3 b a c cl  c h abc .... 


Appliquons  ces  préceptes  généraux. 


Résolution  numérique  des  Equations . 


556.  Plus  a sera  grand  par  rapport  aux  autres  racines  by  c..., 
plus  fk  approchera  d’être  égal  à son  ier  terme  ak,  et  / *_T  à 
a*”1  : ces  / sont  d’ailleurs  connues  d’avance.  Donc,  en  divisant, 
on  trouve  a=fk*.  /&_, . Ainsi,  après  avoir  formé  la  série  des 
nombres /I3  /a.  . . , le  quotient  de  chaque  terme  par  celui 
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qui  leprecède,  approchera  de  plus  en  plus  de  la  racine  supé- 
rieure a,  à mesure  que  l’indice  de  / sera  plus  élevé.  On  pour- 
rait de  même  obtenir  la  moindre  racine  ( n°  5oS  ). 

Les  imaginaires  peuvent  modifier  notre  proposition  ; car 
soit  x ~ a ±.  fi  ]/  — i : en  faisant  u—x  cos  <p  , /3  “ a sin  ç , ce 
qui  est  toujours  permis  , puisqu’il  en  résulte 

Q 

A*  -æ=.  et?  -f-  /32 , tang  (p=  - , 

a 

équation  d’où  Ton  peut  conclure  A et  l’arc  <p  dans  tous  les  cas  ; 
on  a x A ( cos  ç>  ±.  sin  <p.  \/  — î ) • d’où  ( note  , page  97) 

( a du  /3  \/  — 1 )*  ~xk  (cos  k<p  dr  sin  kq> . — 1 ). 

ÎSTos  deux  racines  imaginaires  supposées,  introduisent  donc 
dans  fk  le  terme  2A7‘cos  &<p.  Il  faut  donc  que  A,  ou  \Z{a?  -f- 
soit  moindre  que  la  plus  grande  racine  a , pour  que  le  théo- 
rème précédent  soit  vérifié. 

Pour  le  ier  ex.  du  n°  554  > on  a/i3  = 57918  , /ia~  24914  5 
le  quotient  — 1,324718  est  une  valeur  approchée  de  x . 

55y.  Formons  l’équation  au  carré  des  différences 

Z~zn  + Pzn~l  -h  Qzn~\  . . + 17=0, 

où  les  inconnues  sont  P,  Q.  . . U.  On  a 

(x  — a)1  = xl- — lax1*1  -j-  A'  cfx1”*  - — A"ci3xl~ 5 ...  ±cq 
(a?* — b)l=zxl- — Ibx1^1  -f-  A'b^x1*2 — A"b3xl~3. . - ~+~  /F  3 
(a?—  c)7  — x7  — /ex7-1  -f-  etc. 

Tes  équations  sont  en  nombre  ?n j /,  A'A,r...  sont  les  coefficient 
du  binôme  pour  la  puissance  l : ajoutons  , le  2e  membre  sera 

mx7  — îfxxl~l  -f-  A'fzXl~* — A"[zxl~3.  . . . dr  fi. 

Changeons  successivement  x en  a,  A,  c.  . . , 

(a-—  ùy -f  (a — c)1...  ma1  — //ia7-"1 -f-.  • • dz/5, 

(b  — «y  -f - (ù  — c)L  . . = mid  — lfibl~l  -+•  • • ~ fi  > 

(c  — a)!  -j-  etc. 

En  ajoutant  toutes  ces  équ. , le  icr  membre  est  /x  sonune  des 
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puissances  1 des  différences  de  toutes  les  racines , retranchées 
deux  à deux.  Les*  membre  est 


ntf,  — If  + A'f  fi-.  - AT  s fl- 3 +....±mfi. 

Or,  si  l est  impair,  on  ne  peut  rien  tirer  de  cette  formule; 
car  les  différences  sont  égales  deux  à deux  en  signes  contraires 
et  leurs  puissances  l s’entre-détruisent.  Le  2e  membre  est  forme 
de  termes  dont  ceux  qui  sont  à égale  distance  des  extrêmes  ont 
même  coefficient , mêmeé  indices  pour  f , avec  des  signes  con- 
traires : ces  termes  se  détruisent  donc  aussi  : de  la  o^r-o. 


Mais  si  / est  pair  , d’une  part,  (ci  — b)1 , (b  — ci)1 sont 

égaux  deux  à deux,  et  chaque  ternie  se  double  ; de  lautie 
part,  les  parties  du  2°  membre  sont  encore  égalés  deux  à deux, 
mais  ont  même  signe  : elles  se  doublent  donc  aussi  , excepte  le 
terme  moyen,  qui  ne  s’accouple  avec  aucun  autie.  Prenant 
la  moitié  des  deux  membres,  et  faisant  ai , ( ûz.  , A , A . . . 
désignent  les  coefficiens  du  binôme  , pour  1 exposant  2z  ) il  vient, 
pour  la  somme  Si  des  puissances  carrées  2i , des  différences  des 
racines  de  la  proposée  ( page  6 ) , 

Si  — un  J'ai  — 21  fx.  fai— i -f-  A fts.i—n')  ^ fs  f Ou—3).’  * * - 

ai  (ai—  i)  (ai  — a) O + O x ( y.y^  , , çyy 


1 

2 


2 . o • /f . . • • r 


Cela  posé,  si  l’on  a calcule  la  sérié  fQ  ffa*  • «j  @n  pointa 
tirer  de  cette  équ.  les  valeurs  de  (a  — b)2  -ff  (a  — c)2.  ...  en 
faisant  i ==  1 ; ce  sera  la  somme  S t des  puissances  1 des  racines 
de  Z = o , i = 2 , donnera  de  même  (a  — 1 bff  4~  (a  — c)L  . . , 
ou  5a,  etc.  En  général,  P équ.  (N)  donnera  la  somme  Si  des 
puissances  1 de  1 equ.  au  carre  des  différences.  Or,  d apres  le^ 
équ.  (A)  pag.  u4>  appliquées  à cette  équ.,  on  a 

P — — Siy  Q = — -yCQSj-f  s3)... 

Le  calcul  des  S devra  être  pousse  jusqu  a 1 indice  u=r7i(m— 1)}. 
dearé  de  Z,  et  celui  des  / jusqu’à  un  indice  double. 

Pour  a:3  -f-  4-  r — o , les  fQ  f • . . . sont 

3,  o,  -2 q,—Zr,  2 q\  5 qr,  — ag3  + 3r*i 
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^ 0l*  — î8^a,  <$3  r=r  — GG^S’  -—  8i  r2  ; 

/>==  6<?>  Ç = 992»  « = 27c2  + 4?3. 

Ce  sont  les  coefficiens  de  1 equ.  au  carré  des  différences  pour 
le  3e  degre.  On  trouvera  les  formules  pour  le  4e  et  le  5"  degré 
ans  la  Résolution  humer . de  Lagrange,  n0!  38,  3g,  et  note  III. 

Equations  du  second  degré. 

5d8.  L equ.  x%  -}-px-j-  ç=:o  ayant  a et  b pour  racines  in- 
connues , cherchons  la  valeur  z~a-\~  mb  , ni  étant  un  nombre 
aibitraire.  Comme  a -f~b= — pt  ces  deux  équ.  feront  con- 
naît! e a et  by  quand  z sera  obtenu.  Mais  on  ne  peut  trouver  cette 
valeur  de  a -f-  mb  , sans  obtenir  aussi  celle  de  b -f-  ma  - z ayant 
ces  deux  racines  , est  donné  par  cette  autre  équ.  du  2e  degré 

(a~\~mb)']  X [z  — ( &-f-  me)]a=o»‘ 

Il  est  donc  impossible  de  tirer  parti  de  ce  calcul , tant  que  m 
demeure  quelconque.  Mais  si  cette  équ.  en  z est  privée  du  12e 
terme  , ce  qui  arrive  quand  m = — 1 , on  a 

1 

Çci  - b)%  = a 2 -f-  b 2 — — <iab  =-  yi  — 2q  ; 
et  comme  ( p.  1 1 5 ) /a  — aq,  on  trouve 

zz=:a  — b~±:  V/(p2—  4<7).  a + — p, 

d’où  Ton  tire  enfin  les  deux  racines  « et  &. 

Equations  du  troisième  degré . 

55q.  Les  racines  de  -f-  P%  -f-  7 = o étant  a , la 

quantité  s r_-  a -fi-  mb  -f-  ne  est  susceptible  de  G valeurs  (équ.  2 
ci-après)  , m et  n étant  quelconques  : et  comme  on  ne  peut 
trouver  l’une  de  ces  valeurs,  sans  que  le  calcul  donne  en  même 
temps  les  5 autres,  z doit  être  racine  d’une  équ.  du  Ge  degré  : 
il  est  donc  inutile  d’espérer  qu’on  trouvera  z avant  cc.  Cepen- 
dant si  Ton  admet  que  m et  n peuvent  recevoir  des  valeurs  telles. 
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que  cette  équ.  en  z soit  z 6 -f-  Az 3 *4-  B = o,  résoluble  par  le 
2e  degré  (n°  545),  on  en  tirera  bientôt  z}  et  ensuite  x.  En  effet, 
posant  z3  ~ u , on  a 

u = — \ A rb  v/(J  A2  — B)~  z3 (î). 

Désignant  par  z'  et  z"  les  deux  racines  cubiques  de  iz,  et  par 
1 , a,  a2  celles  de  l’unité  (n°  538) , les  six  valeurs  de  a doivent 
résulter  de  tous  les  changement  de  place  entre  a,  b , c,  dans  le 
trinôme  a + 4”  nc  : posons 


z'  — a -f-  + ne 

az  r=z  b 4-  mc  4“  na 
a2z  — c 4"  ma  4-  nb 


z"  = a 4^  n b 4™  mc*  - • (2), 
az”  ■=.  b 4"  nc  4”  , 

adz/'  = c j 4~  na  ~h 


Chaque  lettre  passe  ici  d’un  rang  à celui  qui  est  à gauche , 
tandis  que  le  1er  terme  passe  à la  dernière  place.  ïl  reste  donc 
à déterminer  les  arbitraires  m et  de  manière  à ce  que  ces 
six  équ.  soient  réalisées.  Multiplions  otz'  paras2;  il  vient,  à cause 
de  a3  = 1 , 


z!  = a2  b 4-  mcâc  4“  na2a  = c -|-  4-  rcc. 

L’identité  exige  que  les  coelliciens  respectifs  de  ai  b , c,  soient 
égaux , ou  a2  = m , ma 2 = n , na2  — 1 ; donc  m — a 2,  n = a. 
En  substituant  dans,  les  six  équ.  (2)  , 011  trouve  quelles  sont  une 
conséquence  de 

Z f CL  4“  4“  a2b  , Z CL  4™  aib  4"  #5C . . . (3) . 

Ainsi , en  prenant  m=.a2y  n — a , notre  trinôme  a six  valeurs, 
qui  ne  forment  que  deux  cubes  différens  z.'3,  z"3)  car  en  multi- 
pliant les  équ.  (3)  par  a et  *c2,  on  reproduit  les  6 équ.  (2)  dont 
les  1er5  membres  n’ont  visiblement  pour  cubes  que  z3  et  z1'3. 

11  est  donc  certain  que  les  6 valeurs  de  s sont  racines  d’une 
équ.  de  la  forme  zG  + -Az3 B “ 0 j>  ou 

(z,3  — z'3)  ( z 3 — z H‘3)  ~z6- — (z3  4”  z'3)  z?  4“  z'3zl>3  “ o ; 

il  reste  à déterminer  A et  B } savoir: 


*==(*'. O3; 


/ 
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car  une  fois  A et  B connus  en  fonction  des  ooehiciens  p et  q , 
l’équ.  (.1)  donnera  les  valeurs  de  z3,  dont  les  racines  cubiques 
z et z"  seront  connues.  Les  équ.  (o)  donneront  ensuite  fl,  b , c , 
comme  nous  le  montrerons. 

Développons  le  cube  de  z'  = a 4 ac  4 u?b , en  mettant  i 
pour  a3  chaque  fois  qu’il  se  rencontre , 

z3 ~ /s - r Sabc  4 5<*  (a2c4  bsa  -f- cüb)  4 3<*2  ( a2b 4 c2a  4 b2c ) . 

On  obtient  z"3  en  changeant  ici  b en  c ; ajoutons  ces  deux  résul- 
tats , il  vient 

— * A —2/3 — isq-f-dO  4 -V)  [a2Z>]  = 6/3 — iQq  , 

à cause  de  abc  — — q , = o,  4 — — 1 , et  de  la  formule 

(C,p.  116)  qui  donne  [a2ZQ  r=/l/£ — /s  : et  comme  /3  — — bq, 
on  a ^ — 27p. 

D’un  autre  côté , j&V'  ~f2  4 (<*  4 «O  L — — 3p  > 
à cause  de  /a  = — ap  , [aô]  = p , « 4 «2  = — I , 

3 e cube  est  B = — 27p3. 

Ainsi,  u = — 27  (i  q ±.%/ \q% ~p3)  = 2,3. 


Comme  ici  les  facteurs  de  27  sont  les  racines  C et  C de  l’équ, 
4 = (| p)3,  on  a z.3  — 27È 

Éliminant  a,  6,  c,  entre  les  équ.  (o)  et  a 4 b 4 c — o,  qui 
proyientde  ce  que  la  proposée  n’a  pas  de  2e  terme,  on  a 


5a  ~z  4 2//>  3Z?  = «2/  4 <*24  c ~ cfA  4 ; 

3 3 

et  puisque  z'  =z’5\/t , z — ?%{/ 1 ",  on  retrouve  les  valeurs  du 
n°  548. 


Équations  chi  quatrième  degré. 

5So.  Pour  résoudre  l’équ.  ad  4px2  4 qx 4 r = o , nous  ne 
chercherons  pas  à former  les  valeurs  de  z,  = a -\-lb-{~  mc-\-nd , 
qui  sont  au  nombre  de  24;  mais  de  z = a 4 b 4 m (c4  » 

qui  n’en  a que  6 : et  même  faisant  m =: — 1,  nous  poserons 
z z=z.  a 4 i>~c  — d,  dont  les  six  valeurs  sont  égales  deux  4 
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* 

deux  avec  des  signes  contraires.  La  racine  z sera  donc  donnée 
par  une  équ.  du  6e  degré , telle  que  z 6 -f-  Az^  -f-  Bz*  -f-  C = o , 
qui  n’a  que  des  puissances  paires,  en  sorte  que  ces  6 valeurs 
n’ont  que  trois  carrés  différens.  Posant  z*  ~ t,  on  retombera 
sur  une  équ.  du  3e  degré,  qui  donnera  t,  par  suite  z,  et  enfin  x . 

En  développant  le  carré,  on  a 

(a  -f-  b — c — cly  (a  -f-  b -f-  c-j~  c/)2-—  ^(ac-{-cLcl-\-bc-\-bd), 

La  ire  partie  est  nulle,  puisque  le  2 e terme  manque  dans  la  pro- 
posée : ajoutant  et  étant  ab  -f  cd , on  a 

(a  ~t~  b c — dy  r=r  — 4\j1b~)  -f-  4(ab  4"  cd). 

Changeant  à en  c,  puis  en  d , comme  [ab)  = p,  on  a 
(a  -f-  c — b — dy  rr:  — 4p  ~ f-  4(nc  + è<Z), 

(a-\~  d — c — by  = — -p  4(a<^  4“  ^c)  ? 

telles  sont  les  valeurs  de  nos  trois  carrés  a2.  Il  est  clair  que  les 
calculs  seront  plus  simples,  si  l’on  prend  pour  inconnue . . . 
n — f z,2  4-p,  puisque  les  valeurs  de  u seront 

ab  4“  cd , uc  4“  bd  y ad  bc  i 

formons  l’équ.  qui  a ces  trois  racines.  Comme  on  a 

/t  = o,  /2  — — 2p,  /3  — — 4 = 2/P  — 4r, 

/5  — 5pq,  /6  = — 2p3+  6pr4-3q% 

on  trouve,  d’après  la  formule  Z),  et  en  divisant  par  2 ou  6 
(p.  il 6),  s’il  y a lieu  , que,  « 

î®.  La  somme  des  binômes  est  [ab')  = p\ 
s°.  La  somme  de  leurs  produits  2 à 2 est 

02uc]  = /4—  |/a2  — — 4**  ; 

3°.  Le  produit  des  trois  binômes  est  uZ>c<i  X /I  4*  [«2&2c2] , 

©u  ï*/2  4-  g/2 j — 4-  i/e  = — 4pr 4- q*  \ 

ainsi , on  a id  — pid  — 4ru  4“  4pr  — q2  ~ o , 
ou  2>6  4~  8 pz*  4“  1 (p2  — 40  — = ° » 

en  mettant  ~ z*  4“  P Pour  u>  ^Tne  conmîes  ^es  tr0^s  valeurs 
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de  za,  puis  leurs  racines  rh  (z,  z et  z"),  il  faudra  tirer  a , b,  c,  d 
des  équ. 

— o , a-\-  c — b — d — z' , 

a + b — c — d ~z  > a -f-  d — b — c = z". 

Ajoutées  232,  ces  équ.  donnent 

a -f-  b = ~ z , a -4-  c = ~ z\  a-\-dz=z\z\ 

dont  la  somme  est  a = J (s  -f-  z'  -f-  z")  : par  suite  , on  a & , c et  d. 
Or,  z,  z',  z étant  prises  en  ±,  on  a 8 racines  au  lieu  de  4 : et 
en  effet,  l’équ.  en  z dépendant  de  q 2 et  non  de  q,  notre  calcul 
laisse  le  signe  de  q arbitraire.  Le  produit  des  trois  dernières 
équ.  est 

| zz'z"  =s=  a3  -f-  a*  (ï>  4"  c “f-  *0  -f-  Ca^c]  ^ > 

à cause  de  — a — b + c-f-  d.  Le  produit  zz'z'  a donc  un  signe 
contraire  à q , d’où  suivent  ces  deux  systèmes  , comme  p.  1 1 1 > 

q positif,  x =r  a (z,  ±:  a'  qz  z,")  , et  J ( — z rh  z'  dh  z ); 
q négatif , x = J (z  zh  z'  dt  z"),  et  ~ (—  z zf  z'  ±.  z"). 

Elimination . 

56  r.  Soient  Z — O , T ro,  deux  équ.  en  x et  y.  Si  la  2 e est 
supposée  résolue  par  rapport  à x , savoir,  x~fy}  çyt 
et  qu’on  substitue  ces  fonctions  dey  pour  x dans  Z = o , il  en 
résultera  autant  dequ.  A = o t />  “ o , Cz=zo.  . en  y seul. 
Si  la  première  est  résolue  , les  valeurs  y — a , a , «s".  . . étant 
mises  dans  x=fy>  donneront  les  valeurs  correspondantes 
x = /3 , /3r , /S".  . . ; de  là  les  couples  (#,  /3)  , («',  /3'). . . . , qui 
rendront  Z et  T1  nuis.  On  en  dira  autant  pour  B = o et  x = çy, 
C ==  o et  æ — 4y.  . . 

En  posant  le  produit  ^ X B X C.  , . = o , cette  équ.  aura 
pour  racines  toutes  les  valeurs  dey  ainsi  obtenues  ; ce  sera  donc 
l’équation  finale  en  y,  dégagée  de  toute  racine  étrangère.  Il 
s’agit  de  composer  le  produit  ABC. ... 
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Désignons  fy , çy.  . . par  a , b , c.  Si  l’on  change  x en. 
a , b y c.  . . . dans  Z,  on  aura  divers  polynômes  Z , Z' , Z " . . „ 
dont  on  formera  le  produit.  Ce  serait  celui  qu’on  demande,  s’il 
ne  contenait  a,  b , c.  . . Mais  comme  le  produit  Z.  Z/Z".  . . 
ne  doit  pas  varier  quand  on  change  a en  b , en  c.  . . , les  coef- 
ficiens  sont  fonctions  symétriques  de  ces  lettres , qu’on  suppose 
être  racines  de  l’équ.  T7—  o , résolue  par  rapport  à x.  On 
saura  donc  exprimer  ces  coefïïciens  en  /r , /a>  fs-  • • • tirés  de 
7'=  o , c’est-à-dire,  en  fonction  des  coefïïciens  de  J7,  qui 
sont  des  fonctions  de  y.  Dès-lors  le  produit  Z.Zr .Z\  ...  se 
trouvant  dégagé,  d’abord  de  a:,  et  ensuite  de  a,  b,  c.  . . , ne 
contiendra  que  l’inconnue  y , et  sera  A.  B .C.  . . . 

Donc,  mettez  successivement  pour  x dans  Z =o , les  lettres 
a y b y c.  . . en  nombre  égal  au  degré  de  x dans  T ; multipliez 
les  polynômes  résultans  , les  coefïïciens  du  produit  seront  des 
fonctions  symétriques  de  a , b , c. . . ; tirez  ensuite  de  X’=  o 
les  valeurs  de  fT  /a. . . en  y , et  exprimez  vos  fonctions  symé- 
triques en  /,  /a.  . . : vous  aurez  l’équ.  ïïnale  demandée. 

Soient  x3y—  Zx  î = o,  (y — 2=0; 

d’où  (udy  — 3a  -f-  î ) (by—~  ob -f-  i)  = o , 


-fy/ a—  Zciby  f%  -f-gaù—  3/t  - f-  i = o. 


Mais  on  tire  de  la  deuxième  équation  proposée 


i 

(j— O2 


+ 


enfîn  , on  obtient  la  fcnême  équ.  ïïnale  que  p.  63. 

Ajoutant  les  exposans  qui,  dans  chaque  terme  de  Z,  affec- 
tent x et  y y désignons  par  nx  la  plus  grande  de  ces  sommes; 
m est  ce  qu’on  nomme  le  degré  de  l’équ.  Z =o.  y ne  doit  en- 
trer qu’au  premier  degré  au  plus  dans  le  coefficient  p de  xm~ 1 ; 
au  2e  dans  celui  q de  xm~ 2,  etc.  Soit  n le  degré  de  T~  o ; 
prouvons  que  le  degré  de  V équ,  finale  ne  peut  excéder  le  pro- 
duit mn  des  degrés  des  équ.  proposées. 


On  sait  que  la  valeur  de  ft  ne  contient  d’autre  coefficient  que 


V i 
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P y cdle  de/*  contient  q' , etc.  . . /, , /a  , /3.  . . dîlt  donc  leur 
degre  en  y,  exprime  par  les  indices  respectifs.  D’un  antre  côté, 

un  terme  du  produit  Z. Z'. Z". . tel  que  y [at/cy.  . .]  , a 
son  degré  i -f  a -f-  /3-f-  y.  . . = mn  au  plus  , puisque  chaque 
terme  de  Z est  au  plus  du  degre  m,  et  qu’il  y a n facteurs 
Z.  Z ...  Il  suit  d ailleurs  des  formules  du  n°  555,  qui  expriment 

des  fonctions  invariables,  que  b^cy . . ,j  sera  en  y du  degré 

« + Z3  -f  y.  • • Donc , le  terme  sera  lui-même  du  degré  ?n/i  au 
plus  : c.  q.  f.  d. 

Voyez  un  Mémoire  de  M.  Poisson , i ie  Journal  polyt. 

V . FRACTIONS  CONTINUES. 


Génération  et  Propriétés, 

662.  Pour  approcher  de  l’inConnue  oc  dune  équ.  I=o,  sup- 
posons qu’on  ait  trouvé  l’entier  y immédiatement  moindre  : ou 

aura  x~y- ] — 7,  a/ étant  une  nouvelle  inconnue  5>  1.  Substi- 
00 

tuant  dans  Xz=  o , on  obtient  une  transformée  en  x,  de  même 
degré,  pour  laquelle  on  opérera  de  même.  Cherchant  l’entier  y' 

contenu  dans  x' , on  fera  x'~yf  -f  ~ , puis  x " =y"  -f-  JL...  } 

x oc 

x "i  x’"'  étant  > 1 , et  l’on  obtiendra  la  série  d’équ.  (A)-,  d’où  , 
par  substitution , résulte  la  valeur  de  x sous  la  forme  (£),  qu’on 
appelle  une  Fraction  continue. 


x = jr  -P  ™ 


x 

1 


x =^Y  -f- 


a ~ y -h  ~ {A) 
*"  = r"+ 


F -h 


(F) 


r"+ 


/"+ 


1T 


X 


7 ~h  etc. 


Les  entiers  y , ÿ , y ",  ym.  » . sont  les  termes  de  la  fraction  corn 
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tinue,  que  nous  écrirons  sous  la  forme  abrégée 

/ n m 

x-y>  y >y  > y •" 

L’évaluation  de  x en  fraction  ordinaire  se  fait  par  le  procédé 
suivant.  Soit,  par  .exemple, 

o , , ï 

* = 2,  I,  D,  2,  4 — 2 H — 


I -f- 


2 -f* 


En  partant  de  l’extrémité  , je  réduis  2 -f-  \ à | ; l’unité , divisée 
par  | , donne  f , et  x devient 


rr  = 2 -j™ 


1 ~b 


3 -h 


4 


Demême5-|-^r=:^-*,  1 ; d’oùo;~2 -f-  — 

=2  -f-  1 I — ; 2 -f“  =7^,  valeur  demandée.  La  marche  de 
ce  calcul  revient  visiblement  à celle  de  ht  page  36  du  Ier  vol.  ; 
la  ire  ligne  contient  les  termes  de  la  fraction  continue,  la  2® 
s’en  déduit  par  cette  règle  : Multipliez,  chaque  terme  par  le 
nombre  inscrit  au-dessous  , et  ajoutez  celui  qui  est  à droite  de 
ce  dernier  : la  somme  est  placée  au  rang  à gauche. 


X = 2,1,  3,  2,  4 

ni,  4°  > 3 1 , 9 , 4 » 1 


a:—  3,2,  1,1,  3,  2,  4, 

617,  182,  71 , 4° , 3i  , 9 , 4 , 1. 

Pour  x — 3 , 2 , 1 , 1 , 3 , 2,  4,  on  a a:  = fg~. 

Lorsque  la  fraction  continue  s’étend  à l’ infini , on  en  obtient 
une  valeur  approchée  , en  négligeant  tous  les  termes,  à partir 
de  l’un  d’eux.  Si  l’on  néglige  xxS  dans  la  4e  équ.  {J),  on  a 
x"=y\  et  x°  est  rendu  trop  petit ; ainsi,  en  substituant, 

— xi  est  rendu  trop  grand ; x'  est  à son  tour  trop 

y 


petit , etc.  En  général  , la  fraction  continue arrêtée  d un  terme 
de  rang  impair , est  < x;  die  est  f>  x dans  1 autre  cas.  Et  si 


I2.S  FRACTIONS  CONTINUES 

on  limite  successivement  la  fraction  au  ier  terme  y , au  2®  yn  t 
a, u 3e  y"'.  . . , les  résultats  seront  tour  à tour  < et  i>  x , qui 
sera  compris  entre  deux  consécutifs.  Ces  résultats , qu’on  nomme 
Fractions  convergentes , seront  représentés  par 


d 


a b 

d*  b'*  d ’ d 


' » y > • •» 

//  W 


ro"  V’  p"  • " l'J’ 

,i — 2 „,z  — i 


en  prenant  jy  ^ jC.  . ..  y-*  je—*  ji 

pour  le  terme  auquel  on  limite  la  fraction  continue. 


On  a 


a 


u 


1 L 

1 * br 


yy'+* 

y 


> t 

c 


c _ zyy'y"+y"  +y 
y y"  + 1 


Cette  dernière  fraction  revient  visiblement  à = rf  ~2  %; 

c b \ -4-  a 
* 

Pour  obtenir  ^ , il  suffit  de  remplacer  ici  y"  par  y"  -f-  *4,  puis- 

que  x=y  yy\  y"  devient  par  là  x=y,  yr , y ",  yn/.  Or,  le  nu- 
mérateur revient  à 

by"  + a+^=c+^  = Sf+l, 

le  dénominateur  est  donc  % ~ -2— bA. 

J d cy  b 

c d 

En  comparant  ces  valeurs  de  -,  et  ^7,  on  reconnaît  cette  loi  : 

Le  numérateur  d'une  fraction  convergente  se  déduit  des  deux 
précédensy  multipliés  respectivement  par  1 et  par  l'entier  qui 
termine  la  fraction  continue;  on  ajoute  ces  produits.  Le  déno- 
minateur observe  la  même  loi , qui  s’étend  d’ailleurs  à toute 
la  série  (C)  des  convergentes,  puisqu’elle  résulte  d’un  calcul 
qui  subsiste  pour  chacune  en  particulier.  Ainsi 

p =3  ny CO  -f - m,  p = 71'yC 0 -f-  m (D)  , 

p __  nyl  + m 

f * / , . /• 

P ny  ~r  771 


. . (£). 


Il  suffit  donc  de  former  les  deux  premières  convergentes  pour 
en  déduire  consécutivement  toutes  les  autres.  C’est  ainsi  qu’on 
trouve 
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12g 


2,  1,3,2 ,4.  f > 


a 5 1 1 î 

y > 40  * 


Ces  fractions  sont  alternativement  < et  > x , et  la  dernière  est 
3a  valeur  même  de  x : ce  théorème  offre  tin  second  moyen 
d’obtenir  cette  valeur. 

Si , dans  l’équ.  (£)  , on  remplace  y par  la  valeur  totale  z de 
îa  fraction  continue,  prise  depuis  le  terme  y jusqu’à  la  fin , 
*=y , ylJrl  , y4"2.  . il  est  clair  qu’au  lieu  d’avoir  une 
convergente  , on  aura  la  valeur  exacte  de  xt  savoir, 

nz  -f~  m 


x 


7. . . . (F): 


11  z ~j~  ni 

c’est  ce  qu  on  nomme  une  Fraction  complète . 

563.  En  éliminant  y1 , il  vient 

pn'  — p'n  (jimf  — mnf)  ; 

c’est-à-dire  que  la  différence  des  produits  en  croix  des  termes 
de  deux  convergentes,  consécutives,  est  constamment  lamême,  ou 
en  signe  contraire  et  comme  pour  les  deux  ires,  qui  sont  y et 
yy  1 

— , cette  différence  est  1 ; on  en  conclut  que 

y 


pn 


p'n 


P_ 

P' 


n 

n 


e ( • * • 

p n 


(G). 


n 


n 


! J 


OU 


On  prend  -f-  quand  y i et  sont  de  rangs  pairs , ^ 

prend  — dans  le  cas  contraire. 

On  tire  de  ce  théorème  plusieurs  conséquences  : 

i°.  Comme  tout  diviseur  de  p et  p'  devrait  aussi  diviser  1,  on 
voit  que  p et  p sont  premiers  entre  eux  ; il  en  est  de  même 

pour  p et  n , p'  et  n . Les  convergentes  sont  toutes  irréduc- 
tibles. 

a°*  °t0nS  17  et^AeX=  Pffî’  > fracti<«  complète, 
dans  laquelle  y +1,  y . . . : les  différences  sont 


n(p'z  -y  n)  1 p'  (p'z  -E  n) 


ï3o  FRACTIONS  CONTINUES. 

La  ire  surpasse  la  2e;  car  pz-fri  est  diviseur  commun , 
ri  <y  ( ri,  b c,  . . se  composant  de  plus  en  plus  ) et  z 1 

(yi-H  est  contenu  dans  z ).  Ainsi  x est  plus  près  de  ~ que  de  ^7: 

les  signes  zt  et  rp  viennent  de  ce  que  x est  entre  ces  deux  con- 
vergentes. Donc  les  fractions  ( C ) sont  de  plus  en  plus  appro- 
chées de  x , alternativement  par  défaut  et  par  excès  : c’est  de 
là  qu’elles  tirent  leur  nom  de  Convergentes . 

D’ailleurs,  «f  est  l’erreur  qu’on  fait  en  bornant  la  fraction 
continue  à l’entier  y1 , c.-à-d. , en  prenant  x—~.  Mettons  1 
pour  z , et  même  négligeons  ri  ; nous  trouvons 

^ “7  X , , , et  <[  -7-  • • • • ( H ) . 

p p n p 

Ce  sont  des  limites  de  l’erreur  commise  ; on  en  aurait  une  plu.# 
basse  en  posant  z = yl+ly  entier  contenu  dans  z.  Chaque  conver- 
gente ri  est  pas  en  erreur  de  1 divisé  par  le  carré  de  son  dénomi- 
nateur. C’est  ce  qui  résulte  aussi  de  ce  que 


P_ 

f 

P 


n_  1 . J_ 

’ 1 - r r "N, 

p II 


n 


n 


Dans  notre  dernier  exemple  , n’est  pas  en  erreur  de  7—  (ni 
même  de  f- , ou  ) ( + ). 


(*)  Les  différences  successives  entre  les  convergentes  sont 


b 

b' 


a 


a 


a b' ? c' 


b 

b' 


If  t * * • • 

Oc 


pr 


n 


n 


f / 

p ix 


La  somme  de  toutes  ces  équ.  est 


CL 


> “b  / //  i/f  + ,Af  ••• 


prri 


p a'  a' b'  b'  c'  c'd' 

On  obtient  ainsi  une  expression  développée  de  la  valeur  exacte  de  x,  quanti 

-,  est  la  dernière  convergente  , et  une  grandeur  approchée  de  x dan$  l’autre 
P 

cas.  Pour  notre  ex.,  on  trouve 


PROPRIÉTÉS.  l3ï 


5®.  Soient 


l 


hfi  k'3  l 


j,  des  fractions  quelconques  croissantes  : 


la  différence  entre  les  extrêmes  surpasse  celle  de  chacune  aveô 
l’intermédiaire.  Supposons  en  outre  qu’on  ait  choisi  h , h\  /e t/, 
tels  qu’on  ait  Ih ' — l'h  — 1 : nous  aurons 


! ^ kh'  — k'h  _ lkr  — kl' 
l'h’  > k'h'  Ct  k'ï  - 


Ces  numérateurs  étant  entiers  et  positifs  , sont  au  moins  i j 
remplaçons-les  par  i : nous  trouvons  l'h'  k'h'  et  ///',  savoir, 
et  A,  en  supprimant  les  facteurs  communs  : k'  est  le  plus 
grand  des  trois  dénominateurs.  De  même,  en  renversant  les  trois 
fractions , on  prouve  que  k h et  /.  Ainsi , la  fraction  moyenne 
est  plus  compliquée  que  les  extrêmes. 

Or , x est  entre  — et  — , ; pour  que  fut  plus  voisin  de  X 

TL  p K 

que  ces  deux  convergentes  , il  faudrait  que  cette  fraction  tombal 
entie  elles  , et  par  suite  fut  plus  composée.  Chaque  couver — 
gente  approche  donc  de  x plus  que  toute  autre  fraction  qui 
serait  conque  en  termes  plus  simples, 

4°.  De  7 y ■ 7 i tirons  ces  deux  fractions 

m n 

J1  m ~h  (t  - — i)ti  l __  m -f-  tn 

h / ni  -j—  (Jt  — — 1 ^n'  * L ni  — f-  tn 

t désigne  ici  o , ï , s.  . . . jusqu’ày,  qui  est  l’entier  contenu 
dans  la  convergente  suivante  ; d’où 

771  771  — É'  71  771  — f—  G7Z  ni  — f -y* Tl  p 

771  m -j-  7 1 771  — 1~  e2n'  3 ni'  -j—  y *n  p'  " 

h / ___  ±1 

Ur,  on  a jy  ~~  jr  — ~)/Jr  > (îue  s0]t  C Donc  ces  fractions 

sont  irréductibles  (i°.)  \ elles  approchent  de  x plus  que  toute 
autre  qui  serait  plus  simple  (3°.)  ; leurs  différences  consécu- 
tives ayant  même  signe,  ces  fractions  croissent  de  la  première 
Yers  la  dernière,  toutes  étant  < x > si  les  extrêmes  sont  de  rangs 

Q.. 
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impairs  ; elles  descendent  vers  x dans  le  cas  contraire  -,  enfin 

l’erreur  commise  en  prenant  l’une  j,  pour  x , est  moindre  que 


2 L — puisque  x est  entre  ces  deux  fractions. 

n H ni 

On  voit  qu’on  peut  insérer,  entre  nos  convergentes  principales, 
y1  — i fractions  qui  jouissent  des  mêmes  propriétés  qu  elles  . 
on  forme  ainsi  des  convergentes  intermédiaires . Toutes  ces 
Fractions  forment  deux  séries  : les  unes  , tirées  des  rangs  im- 
pairs , montent  vers  x \ les  autres  descendent  vers  x . on  le^ 
forme  en  ajoutant , terme  à terme,  les  convergentes  successives 

ÜL  ÜL . cette  addition  réitérée^1  fois. 
m n 


2 , 

9 > 


4 • 


1 1 î 
40 


Dans  rîotre  ex.  , on  a x = s , i , 3 , 
convergentes  principales.  ...  f j i > 

Prenant  * et  f , j’en  tire  ^ ; celle-ci  est  la  troisième 

convergente  , a laquelle  j arrive  apres  trois  operations,  a cause 
dey  = 5.  Partant  de  et  ?f,  je  trouve  £§ , fi,  |f , ^ : donc 


li  J ’ aî  3 > \ 4.  J > 13  y 


£l  M ^ -î .LLI 

ü)  3 1 ; \ ^ 4 c,  * 


Les  fractions  de  rangs  pairs  offrent  de  même  cette  série  ( elle 
ne  se  limite  pas)  ; 


(?) . ir  (¥)> 


î 3 6 a 4-7  3 5 8 4fi9 

49’  89  3 î a 9 5 i69 


. . . > X. 


Observons  qu’on  peut  faire  commencer  la  série  des  conver-» 
gentes  principales  (C)  par  7 et  qui  remplissent  toutes  les 
mêmes  conditions  qu  elles. 


Équations  déterminées  du  premier  degré. 

564-  Pour  réduire  en  fraction  continue  la  valeur  de  x dans 

l’équ.  Ax~B , il  faut,  d’après  les  principes  du  n°  562  , ex- 

. , B R i 

traire  l’entier  y contenu  dans  x = — = Jf  -+■  -ÿ  =y  7» 

A A x 

R étant  le  reste  de  la  division  de  B par  A : puis 


ÉQU.  DÉTERM.  DU  Ier  DEGRE. 

, 'A  / K „ B _ „ , B"  » 

x = r =y  + R > x =R-y  +?r  ’ 


:33 


etc. 


B 


Donc  rr  -f-  —r=:j'+ 


/T 

R 


:y-f- 


y 


y -f-  etc. 


Cette  opération  donne , pour  termes  de  la  fraction  continue , 
les  quotiens  successifs  qu  on  obtient  dans  le  calcul  du  V^iS 
grand  commun  diviseur  entre  À et  B3  savoir  x y,  y , y , y 
Cette  expression  est  toujours  fone. 

Par  ex.  j pour  l’équ.  2645  , on  a 


g75a 

12-6451 1817. 

828)1  6l 

. 3 | 1 

2 j 5 

2.3  4S4 

X zxt  - — p 

7 113 


: 3 , 1 3 2)0,7' 


On  en  peut  tirer  les  convergentes  principales  et  interniediaiies 
par  les  calculs  (£)  et  (/)  j on  obtient  ainsi 

/o\  i 2.  7 rjjL's  11  3 a9  Ili  , . X 

(7)  J T)  T)  ItL  St  iTn  195  oi',,N 


4M.  . 

J 1 o 1 


/ 1 \ 15  26  S7  4 3 üü  , 9°I.  . . *>  UT. 

vôy  j vr/>  "7T>  T*  > Toi  13)  Uti/»  i3»i  24b 


L’une  de  ces  fractions  , telle  que  3 est  plus  approchée  de  x 
que  toute  autre  plus  simple  quelle  , et  ne  diffère  pas  de  x 
de  jg. 

On  trouve  de  même  , pour  x — yrf  ==  2 » ^ > 2 > 7> 

n 10  17  7 q X'  (-)  , 414*  * • ^ #• 

(t)j  Ti  T* > w b Ts>  y J ^ 

On  sait  donc  résoudre  ce  problème  Étant  donnée  une  fi  ac- 
tion , en  trouver  d'autres  plus  simples,  et  qui  en  appiocnent 
plus  que  toute  grandeur  moins  composée. 

Voici  plusieurs  applications  importantes  de  cette  doctrine. 

I.  On  a trouvé  , n°  248 , pour  le  rapport  du  dianièti e a la, 
circonf i *•=*=  3,i4i59.26,  ou  qui,  réduit  en  frac- 

tion continue , donne  tt  ~ 3,  7,  1 5,  1 , 2^5  : 1 , 1 • • • • de  là  ré- 
sultent les  convergentes  principales  et  intermédiaires 

r-n  m 47  m 11  (m.)<yx-  (—),  Ctt4)-  • • >^* 

b J ; 8 > 1,5  1 22)  a g-’  * * U 1 1 6 y ^ 2 V 7-  / » v 1 1 M 
Toutes  ces  fractions  sont  des  valeurs  approchées  de  plus 
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simples  qné  toute  autre;  parmi  elles,  sont  compris  les  rapports 
donnés  par  Archimède  et  Adrien  Métius. 

IL  L'année  solaire  tropique , ou  le  temps  que  le  soleil  emploie 
pour  revenir  au  même  équinoxe  est  de  565^242257.  (Voyez 
Y Vrano  graphie , n°  35.  ),  En  ne  donnant  que  365;  à l’année 
civile,  l’équinoxe  reviendrait  à peu  près  tous  les  quatre  ans  un 
jour  plus  tard,  et  parcourrait  ainsi  lentement  toutes  les  dates 
du  calendrier;  mais,  à des  époques  convenues , on  fait  l’an- 
née civile  de  566  jours,  pour  rétablir  l’accord.  Ces  années  de 
566  jours,  qu’on  nomme  Bissextiles , revenaient  de  quatre  en 
quatre  ans , dans,  le  calendrier  dû,  à Jules -César.  Cette  inter- 
calation supposait  l’année  solaire  de  365?, 25;  en  sorte  que 
l’année  civile  anticipait  à son  tour  sur  celle-ci  d’une  très  petite 
quantité.  Calculons  de  quelle  manière  on  devrait  répartir  ces 
différences,  pour  avoir  plus  d’exactitude. 

Réduisons.  la  fraction  0,242257  ou  > 


d’où 


x 


°>4>7>  l 4, 


1 

4 *, 


7 

2.9 


S 

3 3 


3 9 

1 6 1 J 


1 94  > 


9 H 

3 55*  * *• 


Si  l’on  prend  pour  valeur  de  x l’une  de  ces  convergentes 
principales,  telle  que  — , on  suppose  l’année  solaire  de  36  yj, 

g j 

et  elle  doit  anticiper  sur  l’année  civile  de  — par  an,  ce  qui  fait, 

O v_I 


en  33  ans  , 8 jours  qu’il  faudrait  intercaler  : on  ferait  donc 
chaque  quatrième  année  de  366  jours  , çt  après  7 bissextiles  , 
la  8e  ne  serait  placée  qu’à  la  5e  année  ; on  recommencerait  en- 
suite une  période  de  53  ans.  Telle  était  l’année  commune  des 
anciens  Persans. 

La  réforme  Julienne  est  établie  sur  la  fraction  P;  les  bis- 
sextdes  y reviennent  tous  les  4 3ns  • dans  le  calendrier  gré- 
gorien, on  suit  le  même  procédé;  mais  on  ne  conserve  qu’une 
année  séculaire  bissextile  sur  quatre,  c.-à-d.  qu’on  intercale 
q7  jours  en  4°o  3ns.  La  fraction—^  n’étant  pas  parmi  nos  con- 
vergentes, n’est  pas  aussi  exacte  qu’on  l’aurait  pu  prendre  : c’est 
au  reste  une  chose  de  peu  d’importance.  (Voyez  Y Urana^ 
jroplue.  ) 
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III.  Le  mois  lunaire  est  de  âg^53o588>  le  mois  solaire  de 
5o',  436855  y le  rapport  de  ces  nombres,  rgfifli'a  j étant 
converti  en  fraction  continue , on  en  tire  les  convergentes 

GO,  Gt),  > GH)- . . < a? ; (fi),  (M),  Mï-  • • > 

Prenons  , pour  ce  rapport , xz=z  f§| , et  il  s’ensuivra  qu’en  235 
mois  lunaires,  il  ne  s’écoule  que  228;<l,  ou  19  fois  12  mois  so- 
laires ; différence  7 : donc , en  19  années  solaires , il  y a 7 mois 
lunaires  de  plus  qui  s’intercalent , et  après  lesquelles  le  soleil 
et  la  lune  se  retrouvent  ensemble  dans  la  même  position , et! 
recommencent  à présenter  leurs  aspects  dans  le  même  ordre» 
Composons  19  tables  indiquant  les  dates  des  phases  lunaires; 
dans  toutes  les  années  suivantes  , on  pourra  prédire  le  retour 
de  ces  phases,  en  recourant  à celle  de  ces  tables  qui  est  ramenée 
dans  son  ordre  périodique.  C’est  ce  queMéthon  avait  appris  aux 
Grecs  , dont  le  calendrier  était  luni-solaire , et  qui  avaient 
nommé  Cycle  solaire  ou  Nombre  d'or  le  numéro  qui  marquait 
l’ordre  du  retour  de  chaque  année  dans  la  période  de  19  ans. 


Équations  indéterminées  du  premier  degré. 


565.  Nous  avons  montré  (n°  118)  qu’il  suffisait  d’avoir  une 
solution  entière , x — u , y = /3 , de  l’équ.  ax  + by  = c , pour 
en  conclure  toutes  les  autres;  les  valeurs  de  x et  y formant  des 
équi-différences  , dont  la  raison  est  b pour  x et  — a pour  y, 
savoir,  x ~ a -{-  ht , y — & — at.  Les  procédés  qui  nous  ont 
servi  à trouver  cette  solution  sont  moins  élégans  et  moins  ra-* 
pides  que  celui  qu’on  tire  des  fractions  continues. 

Résolvons  en  convergentes  ^ , et  ^oit  ^7*  l’avant  - dernière  9 
celle  qui  précède  la  proposée  : on  a vu  ( D , n°  563  ) que 


o//'  — bp  = riz  1 ; d’où  apc  — bpc  = ±l  c. 

Le  signe -f- a lieu,  quand  la  fraction  continue,  prise  en  totalité  > 
est  formée  d’un  nombre  pair  de  termes  ; le  — dans  le  cas  con- 
traire. En  comparant  avec  ax  *4-  by.  = c y il  est  clair  que  si  les: 
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seconds  membres  ont  même  signe  , celle-ci  est  satisfaite  en  po- 
sant x — cl  — p o } y zzz  fi  pc  et  si  c a des  signes  diffé- 
rens  , on  fera  x — &l  — — p'c  , y — fi  ~ pc. 

Rien  n est  donc  plus  facile  que  d obtenir  une  solution  entière 


de  l’équ.  ax  4-  by  = c ; on  résout  en  continue  la  fraction  p ; 

on  piend  la  convergente  ^7 , qui  en  provient  3 en  négligeant  le 

dernier  terme  ,*  on  retranche , et  Von  a l'équ.  ap7^  — pb  = 1 5 

qu  on  multiplie  par  c.  Il  ne  reste  plus  qu’à  comparer  ensuite  , 
terme  à terme , avec  la  proposée. 

Soit,  par  ex.,  l’éq.  iq5jc— f5y  = 17  ; 


>o.5 

4S 


2,  2,  5,  I,  4;  ^ = 2,  2,  3,  1. 


10  5 

43  f 19 

K 

4 

2 | 2 

3 

I 

22 


4 


Cette  dernière  s’obtient  en  négligeant  le  terme  4,  et  recou- 
rant au  procédé  page  127  ; de  -y1  ôtant  on  trouve.  .. 
lc»5 .9  — 4^*  22  — î (le  signe  — provient  de  ce  que  la  frac- 

tion continue  a 5 termes  ; d'ailleurs,  en  formant  les  produits  des 
seuls  chiffres  des  unités  dans  le  jer  membre,  la  différence  est 
visiblement  négative).  On  multiplie  cette  equ.  par  — 17*  on 
compare  avec  la  proposée , et  l’on  a x = — 9.1  — 22.17; 


d’où  x -=z  — 1 53  -f-  fbt , y ~ — 374  -f  1 obt. 

De  même,  pour  l’équation  424^  -f-  n5y  = 53q , on  a 
rr!  — 3>  1,  2,  5,  7 ; supprimant  le  7,  il  vientfl*,  retranchant  ces 
fractions  , on  trouve  424* 1 6 — 1 15 .5q  = — 1 ; multipliant 
par  — 53q,  et  comparant  à la  proposée,  il  vient  x — — 1 6 . 55  g, 
y — 5 9 . 5og;  savoir,  x = — 8624  -f-  1 1 bt}  y — 3 1801  — 4 
Ces  équ.  sont  simplifiées  , en  changeant  t en  t-P-yb  ; ce  qui  con- 
duit à retrancher  de  8624  et  3 1801  les  multiples  de  1 1 5 et  424  j on 

trouve  07=  i + u5t,  y=i  — 424t. 

19^4-7^=117  donne = 2,  1,  2,  2;  d’où -|  = 2 , 1 , 2; 
puis  retranchant , 19.0 — 8.7  = 1*  multipliant  par  117,  etc., 
on  obtient 
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x^Aij~7t,y=-%-ii7+l9t>rnx~l-~7t)  y=n4+i& 

On  pourra  s’exercer  encore  sur  les  exemples  traités  p.  170 
du  ier  vol. 


Équations  déterminées 


du  second  degré. 


566.  Résolvons  en  fractions  continues  les  racines  de  l’équ. 

Ax 2 — 2ef  r ~ À'. 

A , u et  k sont  entiers  , A est  positif  : on  suppose  la  racine 
irrationnelle  positive  ; car  si  x est  négatif , il  suffit  de  changer 
M en  — «4,  pour  donner  à cette  racine  le  signe  -f-  Si  le  coehi- 
cient  du  2e  ternie  n’estpas  un  nombre  pair,  on  multipliera  toute 
l’équ.  par  2.  On  a 


T — r~ . . . . (1)  , en  faisant  t—u^-^-Ak. . . (a)  : 

on  suppose  t connu , positif  et  non  carré.  Prenons  d abord  \/t 
avec  le  signe  + , et  désignons  par  y le  plus  grand  entier  con- 
tenu dans  x , savoir , 

1 \/ 1 -f-  u r A 

+ — x ~ i ,t  + *—Aÿ 


Soit  fait  & dy — « (-’)  '> 

multiplions  la  valeur  de  x' , haut  et  bas,  par  \/t  - f~  /3  , nous  au- 
rons x — ’É-ÉSL. Mais  il  suit  des  équ.  (2)  et  (5)  , que 
t — /32 

t /3ar —A  (k  — Ay a-+-  Qety) , en  sorte  que  A est  facteur  com- 
mun ; posant 

k — Ay 2 -f-  2 ay  = B (4)  » 

. 1 “b"  /3  ,rs. 

il  vient  t — pf—AB,  x ~ — (D)- 

Cette  valeur  de  x'  étant  de  même  forme  que  x , on  peut  extraire 
l’entier  y contenu  dans  x , et  procéder  selon  la  même  marche  de 


V 
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calcul , qui  donnera  x"  — j/t+v  > ^ 
on  aura  donc 

\ 

t — *»  -f-  Ak  = -f  AB  = y -+.  BC  ~ 


t — |—  «J' 


D 


, etc. 


X — 


y/l 


A 


t x' 


s/tAr  (&  „ y/t  -h  y 

B 9 “ c ’ x 


«t*  -f-  CD  —, . . (a)tj 

(b). 


y/ 1 — f~  cT 

"T/j*'- 


$ — Ay—ct  , > = B/  — 0 , c t — C/'  — . (c). 

Au  heu  de  faire  directement  le  calcut  sur  les  fractions  com- 
plètes (î)  , (5),  telles  que  l’ex.  proposé  les  présente,  on  peut 
calculer  successivement  /3 , y.  ..  B , C.  . . par  les  équ.  (c)  et 
00  î ce  qui  donne  successivement  ces  fractions  complètes,  et 
par  suite  1 entier  y \ y" . , . qu’elles  renferment.. 

Soit  pris  tine  fraction  complète  quelconque « 

}■'  t — f-  TT 

s — p — — . . . , la  convergente  correspondante 

P , „ ( i -y  m 11  - 

pf' — y>y>y  }\  *es  deux  convergentes  qui  pré- 
cèdent. On  sait  (p.  120)  que  x — 77f . 

ii  z -4-  m! 

Substituant , pour  z et  x , les  fractions  complètes  qui  les  ex- 

priment , il  vient  : réduisons 

n (y  t ?r)  -i-  P ni 

au  meme  dénominateur,  et  partageons  l’équ.  en  deux,  à cause 
des  termes  irrationnels  qui  se  détruisent  à part, 

mi  ~ {An  — an)  — Pni , 7r(An—un)  = — APm  -f-  n't  ; 

éliminant  sr , il  vient , à cause  de  m'n — mn'  — -H  t 
{An  - an  y = ± PA  + n'H  , 

~a*Q)-k  *=-£"■  w- 


ou 


n 


Ce  calcul  revient  à l’élimination  de  m et  m entre  les  trois  équ. 
ci-dessus;  d’où  résulte  que  t’ équ,  {f)  exprime  que  la  fraction 

n j 

yi  es t une  des  convergentes  vers  x ; le  signe  -f-  indique  que 
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cette  fraction  est  de  rang  pair  *,  le  — , quelle  est  de  rang  impair. 
Il  se  présente  ici  deux  cas  : 

l°.  Si  z est  de  rang  impair,  il  faut  préférer  le  signe  -{- $ 
mais  alors  ~ est  de  rang  pair  et  que  x ; substituée  pour  x 

/X 

dans  A x1  — — k , cette  convergente  doit  donner  un  ré- 

sultat positif.  Il  faut  donc  que  P ait  le  signe  -f-  pour  que  cette 
condition  soit  remplie.  Ainsi , tous  les  dénominateurs  des  frac- 
tions complotes  de  rangs  impairs  sont  positifs. 


2°.  Quand  z a un  rang  pair,  il  faut  préférer  le  signe  - — . Or, 


n 


si  — est  compris  entre  les  deux  racines  de  x , le  ier  membre 


n 


est  négatif , ce  qui  exige  que  P soit  positif,  comme  dans  le 
1er  cas.  Mais  quand  cette  convergente  est  moindre  que  les  deux 
racines,  le  contraire  a lieu.  Les  dénominateurs  de  rangs  pairs 
rie  sont  donc  négatifs  qu  autant  que  les  convergentes  de  rangs 
impairs  sont  entre  les  deux  racines. 

Les  dénominateurs  des  fractions  complètes  x,  x' , xu ...  ne  sont 
donc  négatifs  que  dans  les  rangs  pairs , lorsque  les  racines 
de  x sont  assez  rapprochées  l’une  de  l’autre  pour  que  les  con- 
vergentes ne  tombent  pas  entre  elles  : alors  les  fractions  conti- 
nues des  deux  racines  ont  les  mêmes  termes  initiaux.  Mais  on 
ne  tarde  pas  à être  assez  près  de  la  plus  grande  racine,  pour 
que  les  convergentes  de  rangs  impairs  tombent  entre  elle  et  la 
plus  petite  : dès-lors  il  ne  peut  plus  se  trouver  de  dénomina- 
teurs négatifs,  jusqu’à  l’infini.  Comm e chaque  fraction  com- 
plète est  ü>  î , si  le  dénominateur  P a le  signe  — , le  numéra- 
teur %/t-f 17  doit  aussi  l’avoir  ; ainsi,  tt  est  négatif  et  S/l\  cette 

complète  a donc  la  forme  — — 


7> 


P 


Soient 


0 4-^  ]/£-+■*  ]/td-(p 


. . . des  fractions  prises 


I)  E F 

parmi  celles  qui  n’ont  pas  de  dénominateurs  négatifs  , ce  qui  a 
lieu  dès  la  première,  quand  les  deux  racines  de  x n’ont  pas 


l4o  FRACTIONS  CONTINUES. 

d’entier  commun.  Les  équations  (a)  donnent  DE  4“  e4  = t % 
donc  DjEj  e2  sont  <^t  ; partant, 

D , E , F. . . , <^t  ; l/£. 


Supposons,  s’il  se  peut,  qu’on  ait  r — , et,  par  suite  y 

= t — <p2,  Zoylv  = g — <p  j d’après  les  équ.  (a  et  c)  : la  ire 
donne 


EF  = (V/« +<p)  0/£  — ^)  > 


y*  — p E . 
f yt+<? 3 


parla  2e,  isylv<é  g ; d’oùE1^  \/t , et  notre  fraction  complète  <j  i, 
ce  qui  est  impossible.  Donc , il  se  peut  bien  que  , tant  qu’on 
aura  des  dénominateurs  négatifs  , les  parties  a,  /3. . . le  soient 
aussi  ; mais  elles  seront  toutes  positives  au-delà,  et  dès-lors 
JEylv=  s -f-  p donne  E <^t  - f-  <p,  ou  E <i  o,  \/t  : les  déno - 
minuteurs  ne  peuvent  donc  atteindre  le  double  de  \/‘t. 

Et  puisque  ces  constantes  e , <p  . . . , Z) , E1.  . . sont  toutes 
positives  , entières  , et  en  nombre  infini  ; qu’elles  ne  peuvent 
dépasser  les  limites  fixées  , on  devra , tôt  ou  tard , retomber 
sur  quelque  fraction  complète  déjà  obtenue  -,  et  par  suite  , On 
retrouvera,  dans  le  même 'Ordre,  les  complètes  subséquentes 
et  les  termes  de  la  fraction  continue  , qui  reviendront  pério- 
diquement. Donc,  après  un  certain  nombre  de  termes  initiaux , 
on  devra  trouver  une  période.  Nous  écrirons  cette  fraction  con- 
tinue sous  la  forme  x=y}  y . . . ( u , u , u" . . .),  en  com- 
prenant entre  des  crochets  la  partie  périodique,  pour  en  mieux 
saLir  l’ensemble  et  abréner  l’écriture. 


Quant  à la  seconde  racine  x ~ — 


& - — \/t 

— supposée  positive, 


on  procédera  au  calcul  de  la  même  manière  : \f  étant  l’entier 
approché  de  x , on  trouvera 


A El  (a  — Av  — }-  \/ 1) 

a ' — Av  — \/ 1 Ça  — A vy  — Ü* 


en  multipliant , haut  et  bas,  para — Av  4-  ^r)  Prouvera 

de  même  que  A est  facteur  commun } et  x recevra  la  forme 


ÊQU.  DÉTERM.  DU  2e  DEGRÉ.. 


i4ï 


\/l- f /S' 


, OÙ  1/*  a le  signe  On  retombe  donc  sur  la  doc- 


trine précédemment  exposée*. 

Soit,  par  ex.,  l’équ.  Bpx2,  — Ziÿx  -f-  4^i  = ° : doublant 
l’équ.  pour  rendre  le  2e  coefficient  pair,  il  vient  ces  résultats 
successifs  : 


_ 3io  -W45  - 83  __ 

X - ^ = 2 4,  -ZT58  ” 1 r? 


v/45  4-  25 


118 


10 


= 3 +, 


= 5 -Æ±JL  = i+  , 

2 10 


* ^45  4*  5 


etc. 


Donc  x — 2 , 1 , 3 (5 , i).  Pour  la  2e  racine 

, = = » +/Æ+«  = I + , .4  = , +, 

11b  58  — io 


v/45  4-  i5  , v/45  4-  3 

"78 = 1 + ’ — = 4 + , 


v/45  4-  5 


etc. 


10 


on  retombe  sur  une  des  fractions  ci-dessus , et  l’on  a . . 
3*  — — 2)1)1)  1 ) ^ 

7 ± t/i5. 


Pour  2x 2 — i4^-|-  17  = o , je. 


2 


y±j  = 5 +,  "yyy = a + , ^-±1=, 3 + , *y+i  *, 


— v/  4 7 „ , v'  -4  5 , , V/  + o__,  , v'  + S 

2 “ + ’ 5 + ’ 3 “ + ’ 2 Cle% 

Ainsi , a:  = 6(2,  3),  et  = 1 , i,  1,  (3,2). 

Enfin  , féqu.  1801  — 399  îx  -f-  221 1 = o donne 

_ 3991  4 s/32  _ vLzi_3j9  = , v(_±_LI  _ 8 . 

*V45  , n/  4 t , v'  4-  5 r , V + 5 

" ~ï4>  _.—  =!+,  - 54-,  — etc. 


6 


1^2  FRACTIONS  CONTINUES, 

Donc , x — i , 9 , 8 ( 1 , i,  5 ) : l’autre  racine  s’obtient  de 
même  ; on  trouve  07=1,9,2,  a,  (5,  1 , 1 ). 

On  démontre  d’ailleurs  que  les  deux  fractions  ont  leurs 
périodes  formées  de  mêmes  termes  en  sens  rétrogrades.  (Voyez 
la  Fhéorie  des  Nombres  de  M.  Legendre.  ) 

Une  fois  la  fraction  continue  trouvée  , il  est  facile  d’en  dé- 
duire une  suite  de  convergentes  de  plus  en  plus  approchées  de 
la  racine  , et  jouissant  des  propriétés  communes  à ces  sorte» 
d’expressions  (n°  563  ). 

Quand  l’équ,  du  2e  degré  est  x2  = t , on  peut  pratiquer  tous 
les  mêmes  calculs  pour  développer  \/t  en  fraction  continue.  On 
remarquera  que  cette  fraction  remplit  les  conditions  suivantes , 
que  nous  nous  contenterons  d’énoncer.  i°.  La  période  commence 
dès  le  2e  terme  ; 20.  le  dernier  terme  de  cette  période  est 
2-y,  double  de  l’initial  y qui  n’en  fait  pas  partie;  3°  au  dernier 
terme  près  , la  période  est  symétrique,  c.-à-d.  qu’elle  reste  lâ 
même  quand  on  la  lit  en  sens  rétrograde. 

Ainsi  \/t  ~y  (y',ÿ'...,  y",ÿ>  *y)  \ 

on  trouve  , par  ex. , pour  x2  = 61 , \/6i  —7  -J-... 


V+7_ 


12 


V/-+-6 

d’où 


V+5_  V_±J_ 

3 ~4,  4 

V+4_,  V+5 

9 ’ 4 


3, 


V+5_.i  V+4_,. 

9 ' 5 

^+7  = 4;  — etc. 


Ô ’ ' 12 

1 4,  3,  1- -,  2,  2,  1 , 3,  4,  1 , i4). 


La  table  1 donne  les  périodes  pour  les  entiers  t <7  79;  on  n’a 
communément  mis  que  la  demi-période,  en  marquant  le  terme 
moyen  de  ",  quand  il  doit  être  répété  deux  fois,  et  de  ' quand  il 
est  unique  ; on  s’est  souvent  dispensé  d’indiquer  le  terme  initial  y, 
ou  l’entier  contenu  dans  [/t. 

568.  Étant  donnée  une  fraction  continue  périodique,  propo- 
sons-nous de  remonter  à l’équ.  dont  elle  est  racine. 


ÉQU.  DETERM.  DU  2 e DEGRÉ.  I ^3 

1er  CAS.  La  période  commençant  dès  le  premier  terme , où 
z~(u,  u y u"...u O).  Cherchons  les  deux  convergentes  terminales 
de  la  partie  périodique. 

h ......  i 


J-fr=ZUy  U y II'...  U' 


G-0 


, ~=ZUyU, 
L 


uC”1),  nCO  * 


12,  «—}—  h 

On  a (F,  p.129)  g — /;r  , y> 


d’où 


ZVZ,2  2^2,  ~h  y 

u + t/4 

en  faisant , pour  abréger , 

— i — h' y i = 


"1 


Par  ex.,2  = (i,  i,  2,  1)  donne 


1,1,2;  7=  1,1,2, 1 ; 
4 


d’où  h- —5  y ri  — 5 , z— 7,  z'  = 4 , = 2 ; et  enfin  — 5. 

2e  CAS,  Si  la  période  est  précédée  d’une  partie  irrégulière, 
x~y,ÿ , y".  . . (u , u.  . . u1) , prenons  les  deux  convergentes 

—7  i qui  terminent  cette  même  parti  ey,y',  y".  . et  faisons 

Z ■=.  (u,  u ...  ul)  y nous  aurons  x~ ~y}  y' ...  y(0f  z : d’où 

nz  -f-  m 


x 


riz  -f-  m 


1 y 


et  2 


m x — m 
jï  x — n * 


Il  reste  à substituer  dans  l’équ.  iza  — = et  on  obtient 

l’équation  dont  l’une  des.  racines  x est  la  fraction  continue  pro- 
posée. 


Par  ex.,  x=  1 , 1 (i , 1,  2,  1)  donne  les  convergentes  - et~ÿ 


• • OC  r 111  i 

ainsi,  n~  2 , ri  z=:  m = m'  z=z  1 1 et  z = — . Substi- 

x — 2 

tuant  dans  fc*  — 4Z  = 5 , il  vient , pour  l’équation  demandée 

3x2  = 8. 


1 44  FRACTIONS  CONTINUES. 

Remarquez  que  la  fraction  proposée  revient  à x=.  i(i,  1 , 1,2), 
et  qu’on  peut  faire  sortir  de  la  période  tant  de  termes  qu’on 
veut. 


Équations  indéterminées  du  second  degré. 


56g.  Résolvons  d’abord  en  nombres  entiers,  l’équation. . . . 

od1  r , 

myz=zxzd!zat  c.-à-d.  rendons  entière  la  quantité  ■ , r étant 

le  reste  négatif  m de  la  division  de  a par  m.  Si  l’on  fait 
1 , 2,  3,  4***  » étant  divisé  par  m}  les  restes  présente- 
ront une  propriété  bien  remarquable. 

Si  m est  pair , soit  pris  x — \ m dt  u , d’où 


x * 

m 


mu 


u 


m 


m 


les  restes  de  — lorsqu’on  prend  pour  x les  deux  nombres 
m 

| m ± * , sont  donc  les  mêmes  : ainsi , lorsqu’on  passe  x~\mi 

1 A • 

on  retrouve  les  memes  restes  en  sens  inverse. 

C’est  ainsi  que  , pour  le  diviseur  14,  on  trouve  les  restes 
suivans  : 

/ / | „ 

1.4.9.2.11.8.7-8.11.2.9.4.1. 

Si  m est  impair , les  nombres  |( 'mdz  1)  sont  entiers  ; faisant 
X—~  (771  1 )zf  u , les  restes  de  x 2 divisé  par  m , sont  encore 

égaux;  ainsi  passé  x~^{m — 1)  on  retrouve  les  mêmes  restes 
en  ordre  rétrograde;  ici  le  terme  mo)ren  se  répète. 

On  trouve,  par  exemple,  que , pour  le  diviseur  17,  les  restes 
successifs  sont 

1. 4.9.16. 8. 2.  i5.i3.i3.i5.2,B.i6.9.4.i* 


ÉQU.  INDEXERA.  PU  2e  DEGRÉ. 


i/t5 


Irs  TABLE  des  Périodes  de  {/t.  ( Voyez  p.  i42») 


3 

5 

6 

r 

J 

8 

io 


11 

12 
i3 

l{ 

I’ 


Période,  - 

t 

Période. 

t. 

34 

35 

37 

38 

39 

f 

/ j 

Pe'riode. 

t. 

Période.  | 

1(2) 

1(1.2) 

m ■ 

2(2.4) 

(1.1.1.4) 

2(1.4) 

3\6) 

19 

20 

21 

22 

20 

24 

26 

2.1.3' 

4(2-8) 

1.1.2' 

1 . 2 . y 

1 .3' 
4(1.8) 
5(io) 

(1.4.1. 10) 

5(i . 10) 

6(12) 

6(6. 12) 

6(4- 12) 

6(3. 12) 
6(2.2. 12) 

50 

51 

52 

53 

5J 

5o 

56 

704)  1 

7(7  -1 4) 

4.1.2' 

(3.  i.3. 14) 
2.1.6' 
(2.2.2.14) 
7(2.14) 

3(3.6) 

27 

5(5.io) 

42 

6(2.12) 

1.1.4'  J 

3(2.6) 

28 

3.2' 

43 

1 . 1 . 0. 1 . 5 

i5b 

1 . 1 . ï " 

(1 . 1.1.1.6) 

29 

2.1" 

44 

1 . 1 . 1 . 2' 

59 

1.2.7' 

(1.2. 1 .6) 

l3o 

5(2 . 10) 

45 

1.2.2' 

;6o 

1.2' 

3{i.6) 

3i 

1 . 1 . 3 . 5' 

46 

1 .3. 1 . 1. 2.6  [61 

1.4.3. 1.2" 

4(8)  ' 

32 

1 . i' 

47 

6(1 .5. 1 . 12) 

,62 

7(1.6.1.14) 

4(4.8) 

33 

1 . 2'  148 

6(1 . 12) 

|63 

7(1. 14) 

É?»anBTyrsaB5KSH^flgs^^ 

67 


;o 


Z? 

75 

76 

77 

78 


Période. 


8(16) 

8(8.16) 

5. 2. 1 . 1 . 7' 

8,4. 16; 
3.3. 1.4' 

2.1.2' 

2.2. 1.7' 


8(2.16) 

1.1.5" 

(1.1.1.1. 16) 

( T . I . I . l6) 

I .2. I. 1.5.4* 
1.3.2' 

(1.4.1.16) 


IIe  TABLE  des  Périodes  des  restes  de  x^lm.  {Voyez  p.  1 44*) 


Périodes. 


( 1 . 4 . 4 • 1 • °) 

6 (1.4. 3.4*  1.0) 
1.4.2"... 

8|i  .4. 1 .0'. . . 

9 1.4. o. 7". . . 

10  1 .4. 9-6. 5'. . . 


11  r. 4. 9-5. 3". 


12 


1 .4.9.4. 1 - o'. . 
i3  1 .4.9.3.12.  o" 
14U.4.9.2. 1 1 .8.7' 

15  1 .4.9. 1 • 10.6.4" 

16  1.4. 9. 0.9. 4. 1 .0 


!7 

!9 

21 

23 

25 


27 


29 

3i 


Per.  1.4.9.  I6* 


8.2. i5. i3". . . 
6.17,11.7.5". .. 

4.15.7.1.18. 16" 

2 . 1 3 . 3 . 1 8 . 12.8.6" 
o. 11.24.14*6.0 
21 . 19". . . 


25.9.22. 10. o. 19 
13.9.7"... 
25.7.20.6.23. i3 
5.28.24.22". . . 
25.5. 18.2. 19.7 
28.20. 14. 10.8". 


3- 


41 


Périodes 


16.25. 36. 


12.27 .7.26. I0.33.2I.ÏI.3.34 

20. 28". . . 

8. 23  40. 18. 39. 21 . 5.32. 20. 10 
2.37.33.3i". 

43  6.21 .38. i4.35. 15.40.24. 10.41 
3i .a3. 17.13.1 1". . . 


47 

49 

53 


2.17.34.6.27.3.28.8.37.21 
7.42.32.24.18.  14*12"... 

o . 15.32.2.2^.46.22,0.29.11 
44*30.18.8.0.43.39.37".. . 
49. 1 1.28.47. i5.38. 10. 37.13.44. 
2-L  6. 43 .29.17.7.52.46. 42  • 4°v 


\Kj 


i 46 

Quand  x > m , 


"FRACTIONS  CONTINUES, 
savoir , x — tm  , conimè 


— nr  -f-  2«i  “| , 

m m 


le  reste  est  le  même  que  si  on  eût  pris  x — * < m. 

Concluons  delà  que,  i°.  si  Von  prend  x=i,  2,  5...,  jusqu  à 
l'infini,  les  restes  de  la  division  de  x2par  m se  reproduisent  et 
forment  une  période  symétrique  de  m termes » 

La  table  II  donne  ces  périodes  pour  les  diviseurs  les  plus 
simples. 


On  ne  peut  rendre 


un  entier,  qu’autant  que  r est 


un  des  termes  de  cette  période;  et  si  « est  le  rang  de  ce  terme  , 
xrzza  donne  r pour  reste  de  la  division  de  x2  par  m : on  a cette 
infinité  de  solutions,  x^=ztmdzu,  t étant  un  entier  quelconque. 
Chaque  fois  que  r entre  dans  la  période , on  a une  valeur  de 
et  une  équ.  semblable  donnant  un  système  de  solutions.  Mais 
il  ne  sera  nécessaire  d’avoir  égard  quà  la  demi-période , puisque 
le  retour  du  reste  r se  fait  aux  rangs  a et  m — « , également  di- 
stans des  extrêmes  , et  qu’il  ne  résulte  pas  de  ce  dernier  de  so- 
lution nouvelle. 


f>ar  exemple,  l’équ. 


1 Zy  = x2  -J-  4° 


donne 


x 2 -f-  4° 

-73- • ou 


— entier.  Dans  la  demi-période  du  diviseur  i3,  le  reste 
i3  * 

12  ne  se  trouve  qu  au  5 ‘ rang  ; ainsi  x — lût  ziz  5. 

L’équ.  x2~ir/yJr'J  est  impossible  en  nombres  entiers,  parce 
que  7 ne  se  trouve  pas  dans  la  période  du  diviseur  17. 

Enfin  ; pour  x*  — 4 = 1 » comme  4 entre  aux  rangs  2 et  4 , 
dans  la  demi-période  du  diviseur  1 2 , on  a 


x=  1 2 £ ziz  2 et  zh  4- 

Observez  que  quand  le  diviseur  m est  un  produit  pp',  x * — r 
a est  divisible  par  m qu’autant  qu’il  l’est  par  p et  par  p ; on 


ÉQU.  ÏNDETERJVÏ.  DU  2 e DEGRE»  ï 47 

- --  - y — Y 

fendra  donc  entiers — et  , — par  des  valeurs  telles  que 

P P 

x = tp  d z & , x •=.  t'p  dz  » . Il  restera  ensuite  à accorder  ces  so- 
lutions entre  elles  , car  les  valeurs  de  t et  t'  doivent  être  choisies 
de  manière  à donner  le  même  nombre  x.  Ainsi,  on  posera 
(n°  121) , 

xu — r x"1- — r xdza  xdzu! 

, ; — , et , r~  ~ entiers. 

P P P P 

' Quand  p est  lui-même  décomposable  en  deux  facteurs,  la 
iTe  fraction  peut  être  remplacée  par  deux  autres  ; et  ainsi  de 
suite. 

Par  exemple , pour  résoudre  en  nombres  entiers  l’équation 
5i5 y — x* — 46,  comme  5i5  —9.7.6,  je  rendrai  x2  — 4$ 
divisible  par  9 , 7 et  5 ; savoir,  en  extrayant  les  entiers. 


.X' 


9 


> 


x*—A  x 2 — 1 
2 — - — — : entiers. 

7 5 


Les  périodes  de  ces  diviseurs  donnent  *—1,  # = 2,  =z 
ainsi , il  faut  rendre 


x dz  1 x dz  2 x dz  1 
, , — "a.-— - — entiers. 

975 

On  trouve  enfin,  que  si  k désigne  l’un  quelconque  des  quatrê 
nombres  19,  89 , 26  et  44  » on  a a:  zzzcnht  dz  k , d où 

dz  x 19?  28, 44  j $9 , 220,  27 1 ••  * y - 1 > 2,  G 20,102, 200. . . 

Pour  résoudre  en  nombres  entiers  l’équ.  mjy“Uxa4-2Ar-f-c9 
multiplions  par  a , 

(ax  -|-  b)z  — (52  — ac) z1  — D 


en  faisant  cioc  -f*  b ~—z,  b*  -ac  — D» 

On  cherchera  les  solutions  z — mtdza  qui  rendent  cette  frac-» 
tion  un  nombre  entier  : puis  on  devra  résoudre  l'équ.  du  1 r de- 
gré ax-p'b=^mtdz# , c.-à-d.  qu’on  ne  prendra  que  les  valeur» 


r 


10.. 


tzjs  fractions  continuer 

entières  de  t qui  rendront  a:  entier.  Sia  et  m sont  premiers  entre 
eux,  za  — D sera  multiple  de  a et  de  m (puisqu’on  a multiplié 
par  a ) ; ainsi  on  divisera  le  résultat  par  a et  on  aura  y.  Quand 
a et  m ont  un  facteur  commun  8 , il  doit  aussi  l’être  de  2 bx-\~c  : 
on  cherche  d’abord  la  forme  générale  des  valeurs  de  x>  qui 
remplissent  cette  condition  , jc  = 0o/  -f-  y,  et  substituant  dans 
la  proposée,  0 disparaît. 

Soit  y y — 3x2  — 5x  -f-  2 ; on  multipliera  par  2,  pour  que 
le  coefficient  de  x soit  pair;  d’oùa~6,  b = — 5,  c — 4 > 
D = 1 . On  rend  z%  — ■ 1 multiple  de  7 en  faisant  z — Jt  zh.  1 , 
qui  est  ici  z — 6x  — 5 ; on  en  tire 

# 

X z — : Jt  “f*  I ; “f”  3. 

L’équ.  1 3 y = 3xa — 5x  -}-  6 est  absurde  en  nombres  entiers. 

Pour  i5v  = 8a;2 — sx -f- 1 j on  rend  d’abord  2x — 1 multiple 
«lu  facteur  3 , commun  à 3 5 et  8,  savoir,  x — 3x  2 y d’où 
5y—  i8x2-f  22x'  -f-  7 ; extrayant  les  entiers  il  reste  à rendre 
3x/a-i~  2x'  +2  multiple  de  5;  on  trouve  z—  3t  — 3x'  -f- 1 ; done 
Xf  3 , X = 1 I , puis  X = 1 3t'  -f-  1 1 . 

570.  Soit  l’équation 

az 2 -f-  2 byz  -f-  cya  — M , 

qu’il  s’agit  de  résoudre  en  nombres  entiers. 

1er  Cas.  Si  b%‘ — ac~  o,  multipliant  para,  le  ier  membre, 
est  un  carré  exact,  d’où  (as-f-ùy)a  = aM\  ainsi  ciM  doit  aussi 
être  un  carré  /za,  sans  quoi  le  problème  serait  absurde.  Il  reste 
donc  à résoudre  en  nombres  entiers  1 equ.  az-\~by=.h.  On 
prend  2 et  y avec  le  signe  zfc,  attendu  que  h doit  en  être  affecté. 

Pour  4z2  — 20 zy  + n5 y1—  49,  on  pose  22  — 5y  = 7 , d’où 
y ~2 tzç.  1 , 5iit  1. 

2e  Cas.  Si  éa  — ac  <(  O , la  proposée  revient  à 

(az  -4-  byY  -f-  Dy 2 = aM , zza  -f-  Dy%  ~ ciM , 

en  faisant  ùa  ■ — ac  = — D}  az  -\-by=.u.  Ainsi,  M doit  être 
positif.  On  fera  y— :o,  1,  2...,  et  on  ne  conservera  que  les 
valeurs  qui  rendent  çiM^Dy*  un  carré;  ces  essais  sçmt  en 
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nombre  limité , puisque  Dy 2 ciM.  Une  fois^  et  u déterminés^ 

on  ne  prendra  que  ceux  de  ces  nombres  qui  rendront  a entier0 
Pour  3a2  — 2 zy  -4-  yy2  — 27 , on  trouve 

(3z—yY+  2oyû=:8i  , u2  = 81  — 2qy2; 

avec  3z — y=.u  \ donc  zh.y~o  et 2,  ±1^=9  et  i , 

h*  z =3  et  1 . 

3e  Cas.  Si'32  — czc  est  un  carré  positif  £2,  multipliant  encore 
par  o,  et  égalant  le  ier  membre  à zéro,  pour  en  obtenir  les  fac- 
teurs, on  trouve  que  là  proposée  revient  à 


[az -f-y(6  -f-  ky] . [_az-\-y(b  — &)]  — . 

Soient  f et  g deux  facteurs  produisant  aM'}  posons-les  égaux  à 
ceux  du  ier  membre;  il  viendra 

v s , _/-,r0+,0 

y-~ET‘ 


Ainsi , apres  avoir  décomposé  cl  en  deux  facteurs  de  toutes  les 
manières  possibles,  on  les  prendra  touràtour,  l’un  pour  f,  l’autre 
pour  g , et  on  ne  conservera  que  les  systèmes  qui  rendent  entiers 
d’abord  y,  puis  z.  On  prendy  et  z en  ±,  parce  qu’on  peut  don- 
ner à.  f et  g le  signe  -f-  ou  Ainsi,  2z2  + qyz  -f  7j2=38  > 
étant  doublée  pour  rendre  pair  le  cofïlcientde  yzy  donne  a = 4 , 
b — 9 ? c — 14,  /<  — 5,  aM  = 3o4  ; les  produisans  de  3o4  sont 
2 x 1 52  “ 8 X 38  — 4 X 76  1 X 304— 16  x 19  i les  deux 

1er®  systèmes  conviennent  seuls  et  donnent 


z£i  y ~ 1 5 et  3 , rp  z 53  et  1 . 

4e  Cas.  Si  Z?2 — ac  est  positif  non  carré  , pour  comparer  ce 
qui  nous  reste  à dire  avec  ce  qu’on  a vu , nous  écrirons  la  pro- 
posée sous  la  forme  Az 2 — 2 «zy — ky2~P.  Les  racines  de 
l’équ.  Ax1 — 2ôfX  — k sont  irrationnelles  ( où£  ~^2  -f -Ak  est  porf 
sitif  non  carré) ;developpons-les  en  fractions  continues.  Il  suit  de 
l’équ.  (/)  (n°  567),  que  la  convergente  qui  précède  la  fraction 

plèt Q.y^Â^-  est  —7 , quand  on  a cette  condition 


com 


Ai  ia  — 2&nn 


kn'*~±>P>, 


ÏOO 


FRACTIONS  CONTINUES. 


le  signe  de  P dépendant  du  rang  pair  ou  impair  de  cette  con- 
vergente. En  comparant  cette  équ.  à la  proposée,  on  reconnaît 
que  si  le  signe  des  2e®  membres  est  le  même,  on  a cette  solution  , ■ 


= n 


y 


n 


Donc,  pour  trouvery  et  s,  développez  les  racines  x en  frac- 

.•  . 1 \/t  H-  €C  \/t~ f~ 

lions  continues*  si  parmi  les  convergentes 


A 


B 


il  s’en  trouve  dont  le  dénominateur  soit  le  deuxième  membre  P 
cie  la  proposée,  on  limitera  la  continue  à l’entier  donné  par  la 
complète  précédente  , puis  on  cherchera  la  convergente  corres- 
pondante — et  on  aura  a = n >y  -=.nr ) mais  il  faut  que  cette 

convergente  soit  de  rang  pair  quand  le  2e  membre  P est  positif, 
impair  quand  P est  négatif,  le  développement  étant  celui  de  la 
plus  grande  racine  ; et  que  le  contraire  ait  lieu  pour  la  plus  petite 
racine.  Chaque  complète  qui  vient  en  rang  utile  donne  une  so- 
lution, en  sorte  que  si  elle  Eut  partie  de  la  période,  on  a une 
infinité  de  valeurs  pour  z et  y. 

Soit,  par  ex.,  2&2—  i4yz-f-i  7y2=5  ; on  a trouvé  (p.  1 41)  fine 
sr2  — î/^x  -j-  ij  = o a.  pour  moindre  racine æ = î , i , î .. .,  et 
que  la  2e  complète  a 5 pour  dénominateur;  donc  la  convergente 

- vient  en  rang  impair,  et  donne  cette  solution  unique  z ==  i , 

i 

y — i.,  parce  que  la  période  n’entre  ici  pour  rien. 

Si  le  2e  membre  , au  lieu  de  5,  était  -f-  3,  il  n’y  aurait  pas  de 
solution  entière,  parce  que  les  complètes,  dont  3 est  le  déno- 
minateur, étant  toutes  de  rangs  pairs  dans  la  grande  racine  x , 
et  impairs  dans  la  petite  , ne  sont  pas  en  rangs  utiles. 

Mais  si  le  2e  membre  est  — 3,  développant  la  grande  racine... 
x 5(2,3),  on  l’arrêtera  aux  rangs  i , 3,  5,  7...,  parce  que  les 
complètes  suivantes  ont  3 pour  dénominateur  ; de  là  les  con- 
vergentes f,  -y-,  qui  donnent  autant  de  solutions.  La 

moindre  racine  1,1,  i(3,2),  arrêtée  aux  termes  2e,  4e,  h8...* 
dorme  de  même  f,  , ff...  ; donc  , avec  ±iy  —1,7,  55 
on  prendra  ±;  s 5 , 58  ? 239...  ou  2 ; 1 1 ; 86. « 


> 
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Enfin  , quand  le  deuxième  membre  est  2 , on  trouve  de  meme 
zty  = o , 2,  î G,  126 , 992,  avec  ±125=1,  11, 87,  685, 5393... 
ou  1 , 3 , 25 , 197»  i55i ... 

Comme  les  convergentes  sont  toujours  irréductibles,  on  n ob- 
tient ainsi  que  les  solutions  qui  sont  premières  entre  elles  : sup- 
posons que  la  proposée  en  admette  qui  aient  un  facteur  commun 
6 , z~Üz' , y = 0/  ; on  aurait  alors 

-f-  2 bzÿ  -H  cy  2)  :=:::  P '* 

P est  donc  multiple  de  6*;  soit  F' le  quotient,  il  reste  à tirer  z'  et 
y'  dune  équ.  semblable  à la  proposée,  le  2e  membre  étant  F V 
donc , autant  F aura  de  facteurs  carrés  éa,  autres  que  1 , autant 
on  aura  de  valeurs  de  ô et  d’équ.  à traiter  ,,  dont  le  2"  membre 

est  seul  différent,  P'  = P ‘ $2- 

Soit,  par  ex.,’  l’équ.  = ^ p3§ 

de  solutions  premières  entre  elles;  comme 9 est  =û*,  résolvons 
a,a  + aa'y  — 5/a  = 1 ; l’équ.  x»-4-2X=5  donne 


x 


i/6-i  *yji±i=a,  ^^±£=4, 

1*2  1 


* {/ 6 4*  2 


2 


, etc.  ; 


1(2,4)  , et  les  convergentes  £ , £ , £#,  777’ •;  Les  termes  de 
ces  fractions  sont  les  valeurs  de  z'  et  y ; multipliant  haut  et  bas. 
par  3 , on  trouve  enfin 

zjzz  = 3,9,  87 , 861 ...  ± y ’s==  ° > 6 , 60 , 594* 


La  deuxième  racine  de  x ne  donne  aucune  solution  nouvelle. 

Les  dénominateurs  des  complètes  sont  <(  2 \/t  (page  i4°)° 
Quand  le  2-  membre  F dépasse  cette  limite , on  ne  peut  espé- 
rer de  le  trouver  parmi  ces  dénominateurs,  et  notre  procédé  ne 
fait  plus  connaître  les  solutions;  mais  f désignant  un  facteur  de 
p j p — fp\  et  n un  entier  quelconque,  posons  j = nz  -\-fy'  ; 

d’où  »•  + a. + en)  + çf/‘  - F. 

Qu’on  rende  entier  ce  1"  coefficient  par  une  valeur  convenable 
de  n (p.  147)  ; chaque  fois  que  à5  — ac  entrera  dans  la  demi- 
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période  du  diviseur  ft  on  aura  les  valeurs  zb  n , et  autant  d’équa- 
tions à résoudre  telles  que  Az°-  -j-  2 Byz  4-  Cy'*—  P',  où  C et 
P'  sont  les  mêmes  (ainsi  que  Bz  — AC).  Ainsi,  on  peut  réduire 
P à être  P'  <5  o,]/ 1 , et  même  jusqu’à  j P'rrr  zb  1. 

Ainsi  1 equ,  662,^ — i8yz  -f-jy2  =34,  en  prenant  f=z  17  , con- 

d uit  a rendre  — = entier  ; dou  n—  2 et  16  # 

17  ; 

puis 

y—iyy'A-zz,  ou  -f-i6z,  2z2zh  14/2  "f*  i7y'2  = 2. 

L’une  de  ces  tranformées  a été  résolue  (p.  1 5 1 ) ; l’autre  n’en 
diffère  que  par  le  signe  dej/  • on  en  tire  donc 
±z=z  1 , 1 1,  87... 3 , 25...  aveczbjy  — 2,  56,  44G.,.  4o,  322..., 
ou  avec  zby  = 16,  142,  1 120....  14,  128... 

Nous  supprimerons  la  démonstration  qui  établit  que  ce  procédé 
ait  obtenir  toutes  les  solutions  entières. 


571.  Ces  calculs  s’appliquent  à l’équ.  z2 — tya=rrziz  1 ; mais 
ils  deviennent  alors  très  faciles.  On  développe  \/t  en  fraction 
continue  z = [/t=u(u  , u ...  u">  u>  2 u),  et  on  ne  s’arrête  qu’aux 
complètes  dont  le  dénominateur  est  1 , en  rang  impair  pour 
-f-  1 et  pair  pour  — h Or,  on  prouve  aisément  que  les  seules 
complètes,  dont  1 est  dénominateur  (excepté  la  ire  \/t) , sont 
celles  qui  donnent  le  dernier  entier  2u  de  la  période,  lesquelles 

ont  la  forme  . Les  convergentes  qui  répondent  à tous 

1 /i 

les  retours  du  terme  u qui  précède  2,11 , si  elles  sont  en  rangs 


utiles,  donnent  donc  ± 2 = n , zbjy  = n , ces  signes  étant  in- 
dépendans  l’un  de  l’autre.  Quand  la  période  a un  nombre  pair 
de  termes  , chaque  période  donne  une  solution , dans  le  cas  de 
+ 1 > et  il  n’y  en  a aucune  dans  celui  de  — 1.  Lorsque  la  pé- 
riode a ses  termes  en  quotité  impaire,  les  retours  aux  périodes 
ire,  3',  5e...  conviennent  lorsque  le  2e  membre  est  — 1 ; s’il  est 
-f- , on  prend  les  2es,  4es>  6es. . * . 

Pour  l’équ.  z1 — i4ya= zbi,  on  a (p.  i45)  1/14=0(1,2,1,6)  ; 
le  terme  1 5 qui  précède  6 1 ne  vient  jamais  qu’aux  rangs  pairs  i 


ÊQU.  ÏNDÉTERM,  DU  2e  DEGRE»  ï5^ 

ainsi,  la  proposée  est  absurde  en  nombres  entiers,  dans  le  cas 
de  — - 1 ; dans  celui  de  -f-  î , on  prend  les  convergentes  © > "T  » 
âAÂj  et  on  a,  les  signes  étant  d’ailleurs  quelconques , 

Z — 1 , 1 5 , 449  •••  y y ^ ° y 4 y 120,,s 

Soit  z2  — 1 ’5u2  = zti  i : comme  \/  \ o = 1 > 1 > 1 > 1 > 1^)s 

les  convergentes , qui  répondent  au  retour  du  terme  î qui  pré— 
cède  6,  sont  |,  4Ü , î d’où  *=»,6/fe...,jr=o,i8o... 

pour  -f-  î ; et  z = 18,  25382 ...  y = 5}  6/4^5 . . . pour  - s. 

Soit  z2  — — 3/  = i ; comme  {/3  — 1(1 , 2)  , toutes  les  con- 
. vergentes  i,  j,  1,%,  fj,  , donnent  des  solutions  ; il  n’y 

en  a aucune,  quand  le  2 membre  est — 1. 

L’équ.  z,2 — 5y2~ih  1 a ses  solutions  dans  les  fractions  al- 

fprriPS  1 1 li  ül 

572.  L’équation 

ciz2  -f-  oh  y z + cy 2 -4-  dz  ey  4rf~  0 > 

la  plus  générale  du  2'  degré,  se  ramène  à la  précédente,  en  la 
dégageant  des  termes  de  ire  dimension.  Soit  fait 

z~hz'~{~ct)  y = y -b  £ > 

d’où  2a^  -f-  ob  fi  ~\~d  — — o ) fl0ç  + 2*&  + e==°.  ..(0, 

cd  — ùe  „ uc  — bd 


a 


2 D 


2D 


en  posant-  b2  — ac  = D.  Tous  nos  coefïiciens  sont  supposés  en- 
tiers. Or,  il  est  clair  que  cette  transformation  n’est  utile  qu  autant 
que  zé  et  / sont  entiers  en  même  temps  que  z et  y.  faisons  donc 

les  indéterminées  /;:=/  — — savoir , 

z -b  cd  — be  y'  ae  — * bd  . 

z"-—1-  ^ > y — - -tt——-  • -O2)- 


2Ü 


2 D 


Les  valeurs  cherchées  dey  et  z'  répondront  à des  entiers  pour 
2 et  y , mais  la  réciproque  n’a  pas  lieu;  et  on  devra  rejeter  les 
solutions  entières  de  z et/,  qui  ne  rendent  pas  z et  y entiers. 
On  aura  ainsi  toutes  les  valeurs  demandées,  en  ne  conservant 
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pour  x'  et  y'  que  les  solutions  trouvées , qui  ont  la  forme  conve- 
nable (n°  d65).  Maintenant,  multiplions  les  équ,  (1)  respective- 
ment par  u et  fi , puis  ajoutons  ; nous  avons 

- (««• +JM  + <**)  = gf  - a w -Kg. 

Nous  désignerons  le  numérateur  par  N : la  transformée  est 
ciz2  4 flfoy  4 c/a  + 4Z>2/+  ND~o.  . . (3)  ; 
équ.  qu’on  sait  résoudre. 


Lorsque  b 2 — ac  = o,  ce  calcul  ne  peut  plus  se  faire;  mais 
multipliant  par  a,  les  trois  premiers  termes  forment  le  carré 
de  az  -f-  by  ; posant  ce  binôme  = z , le  reste  du  calcul  est 
facile. 

Soit  l’équation 


7£a  — • nzy  4 3ya  — 3c z -fioy -j~8  = °; 


les  équ.  (ci)  deviennent 


8o  y 44° 


■40  * — 4° 


pour  a et  y ; mais 


y et  z ne  sont  entiers  qu’autant  que  4o , facteur  commun  des 
constantes,  l’est  aussi  de  z et  y,  qu’oti  peut  changer  en  Ipz  et 
/\cyf  j ainsi  ce  facteur  s’en  va  , et  l’on  pose 


z^=z'  42j  y—ÿ  — 1»  7 a'a  — sa'/  4 3/a  = 27. 

Cette  équ.  a été  traitée  (p.  149)  et  a donné  ±a'=:o  et  2 , 
3 2 y = 3 et  1 • donc  on  a 

v 

s — 4 , o , 2 et  2 , avec  y — o}  • — 2,  2 et  — 4» 


Résolution  des  Equations  numériques . 

573.  Soit  X=o  une  équ.  qui  ait  été  préparée  de  manière  à 
n’avoir  aucunes  racines  commensurables,  ou  égales,  ou  comprises 
entre  deux  nombres  entiers  successifs  (nos  5 j 8 , 524,  628)  ; ad- 
mettons qu’on  connaisse  pour  chaque  racine  irrationnelle  l’entier 
yt  qui  est  immédiatement  moindre  (n°528),  et  procédons  à l’ap- 
proximation ultérieure. 
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1 v- 

D’après  la  règle  donnée  (n°  56s) , soit  fait  #:=y ° 

deviendra  X' ~ o , équ.  dont  l’inconnue  est  x.  Or,  par  suppo- 
sition, il  y a une  des  valeurs  de  x’  qui  est  > 1 , et  il  n y en  a 
qu’une  • cette  racine  répond  à la  valeur  de  x donty  est  la  partie 
entière,  et  dont  nous  voulons  approcher.  Raisonnons  de  même 
pour  X'  c , et  soit  y l’entier  approché  de  x'  ; on  est  assuré 
qu’il  n’y  a qu’une  valeur  de  x'  qui  soit  positive  et  > î ; on  po- 
sera donc  x'  =/  + g , x*  ay*nt  une  racine  > 1 et  URe  seule; 

de  là  une  transformée  X"  = o dont  x"  est  l’inconnue.  On  voit 
donc  que  la  racine  x sera  développée  en  fraction  continue 
x=zy  \ y y\  yw... , qu’on  en  tirera  des  convergentes  de  plus 
en  plus  approchées  par  excès  et  par  défaut,  alternativement; 
que  l’erreur  résultante  de  chacune  aura  une  limite  connue,  etc... 

Quant  au  calcul  des  équ.  X',  JT... , il  est  très  facile  ; car  soit 
X — kxl + px1-1  + qx^\ ..  + u = o ; si  l’on  pose  * = y + f la 

transformée  est  (n°  5oo) 

X+X't  + ^X"tî+...  = 

ruais  ici  t = - donc , en  multipliant  tout  par  x\ 
x 


Xr'*+  X'x'1-1  +1  X"xn-\..  + h 


O. 


X X',  X" . . . . sont  les  valeurs  de  X et  de  ses  dérivées , lors- 
qu’on y fait  x —y  ; ainsi,  après  avoir  calculé  ces  coefliciens,  il 
suffira  de  les  substituer  dans  cette  équation. 

Soit  proposée  l’équ.  s?  - a*  — 5 = o , dont  une  seule  ra- 
cine est  réelle  et  comprise  entre  2 et  3 (n°  52g);  app  iquons 
notre  méthode.  En  faisant  *=2,  dans  x?-2x-S,  3 x*  — 2, 
3m  et  i , on  trouve  _ i , 10 , G et  i , pour  coefficiens  de  1 equ. 
en  m Mais  x'  est  entre  10  et  1 1 , et  on  trouve  de  meme  pour 
les  coefficiens  de  l’équ.  en  x”,  6i,-q4,  «c...  ; donc  on  obtient 
ces  résultats,  où  l’on  s’est  dispensé  d’écrire  les  puissances  dex, 
qui  sont  assez  indiquées  par  les  rangs  des  termes  . 
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1 rrz 

0 

(3) 

— 54 

— 

25 

4- 

00 

'X> 

4“ 

6l  = 

0 

(4)  •• 

...71 

— 

125 

— 

187 

— 

54  = 

0 

(5)  .. 

.—352 

+ 

173 

~f- 

3o3 

+ 

71  = 

0 

(6)  .. 

...i95 

— - 

407 

• — 

883 

— 

352  = 

0 

etc. 

entier  î, 

• • • • • 10^. 

\ 

• '•••#  1 ^ 



^ y 

1> 

3, 


Donc 


x 


10,1 


2 


3...  = 


576 
2 7 5 


2,09455...  ; 


valeur  qui  a 5 décimales  exactes , puisqu’elle  n’est  pas  en  erreur 
de  Grfs)2- 


Léqu.  x1  — x‘  — + 1=0  a ses  trois  racines  réel] es , et 

comprises  entre  1 et  2 , o et  1 , — 1 et  — 2.  Approchons  d’abord 
de  la  ire. 

1 

(o) x3  — x*  — 2 x -f-  1=0  entier  i, 

(0  •••—  1 — 1 + 2 + 1=0...  1, 

(2)  1 3 — 4 — 1=0...  4s 

(3)  . . .- — 1 -j-  20  + 9 ~h  1 = o . . . 20, 

(4)  181—591  — 4°  — 1=0...  2, 

(5)  ... — 197  4-  568  +695  -f-  181  = o . . . 3, 

(6)  2o5g  — 1216  — 12o5  — 197  = o . . . 1,  etc. 


œ—i,  1, 4,  20,  2, 3, 1, 6, 10,  5, 2: 


1 S89Q54- 
7 1 53  7 1 ' 


1,8019377558. 


La  racine  comprise  entre  o et  1 se  trouve  de  même  5 et  comme 
dès  la  2®  opération  on  retombe  sur  la  tranformée  (2),  on  doit 
retrouver  les  équ.  3,  4>  5...  ; d’où 


07  = 0,  2,4,  20,  2,  3,  1, 6,  10,5,2=4^^  = 0,4450418679. 

t 

Enfin,  pour  la  racine  négative,  il  faut  changer  a;  en  — x ; et 
comme  on  a alors  l’équ.  (1)  , on  pose  de  suite 

— x=i  ,4,  20,  2, 3, 1,6,  io,5,2=|4||^=i,2469796o37. 

Nous  rencontrons  ici  une  particularité  propre  à l’exemple  pro- 
posé , en  sorte  que  les  trois  racines  se  trouvant  formées  des. 
mêmes  termes,  on  est  dispensé  du  calcul  des  deux  dernières* 
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Exposons  maintenant  les  moyens  d’abréger  ces  divers 

calculs. 

La  fraction  continue  ayant  été  poussée  jusqu’à  l’entier  ylf 
æ =y,  ÿ,y"">yl,  soient  et  ~ les  deux  dernières  conver- 
gentes il  suit  de  l’équ.  (F,  n°  562)  , ainsi  qu’on  a vu  p.  ^ 

que  si  z représente  la  valeur  du  reste  de  la  fraction  continue  9 
on  a 


m x — m 


m 

7" 

Tl 


■ri  x — n ri  " ri  (ri x — • ri)  3 

en  commençant  la  division,  et  à cause  de  rrin  — mri  — üz  1» 

. 11  . n 

Soit  «Ma  différence  entre  x et  la  convergente  —n  ou  à — -7  — a: 

» 

on  a ri  x — n ~ — - d’où 


m 

ri 


\ 11 


/a* 


Ici  æ désigne,  il  est  vrai,  la  racine  dont  on  veut  approcher ? 
•et  z est  une  valeur  qui  en  dépend;  mais  chacune  des  autres 
racines  x' , x" ...  donne  une  equ.  semblable  ; ainsi , z , z ...  étant 
les  valeurs  de  s correspondantes , on  a 


m 

r 

n 


V . ri 2 ’ 


m 

"ri^Jriri 


Ajoutons  ces  (r  — 1)  équations  , et  faisons  pour  abréger..  . « 
1 , 1 

A = ^4- p nous  avons 

ri  -f- s" +*".*.  = — (i  — O ~ 4;* 

11  ri  11 


La  transformée  en  tétant  représentée  par  Azl~\~Bzl  1 . . . — o, 

13 

la  somme  des  racines  est  z -|-  z + s"...  — — — : ; retranchant 

Ji. 

Téqu.  précédente, 

rri 


B A 


fractions  continues. 


i58 


mais  — * ne  tarde  pas  à approcher  assez  de  x pour  que  S' soit  fott 
n 

petit;  J',  qui  sont  les  différences  des  autres  racines  x x" ... 
à notre  convergente,  sont  à peu  près  égales  aux  différences 
de  ces  racines  à x\  et  plus  ces  différences  sont  grandes,  plus 
A est  petit;  n' croît  d’ailleurs  de  plus  en  plus  : ainsi,  le  dernier 
terme  de  notre  équ.  est  alors  négligeable  ; d’où 


Non-seulement  cette  équ.  donne  l’entier  #*,  contenu  dans  z, 
mais  même  en  résolvant  en  continue,  par  la  méthode  du  com- 
mun diviseur,  on  peut  prendre  plusieurs  termes  successifs, 
comme  composant  la  valeur  de  z et  continuant  celle  de  x ; 
z — 7r,  ç,  a-...  ; d’où  x —y,  y' , y"...  y1,  v , ç,  «■•••  En  arrêtant 


3a  fraction  z à l’un  de 


ses  termes  a , soient  —, , 

P 


— les  deux  der» 
9 


nières  convergentes,  on  a (équ.  F,  p.  12g) 


- _ <7a  + P . 

q'u  + p ’ 

et' substituant  dans  la  transformée  en  z,  on  passe  de  suite  à 
celle  qui  répond  au  terme  «y , en  supposant  qu’en  effet  ce  terme 
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convienne  à la  valeur  de  x.  Puisque  z = j ü suffira 


d’avoir  deux  limites  rapprochées,  entre  lesquelles  a:  soit  com- 
pris, et  de  substituer  ces  limites  dans  cetîe  fraction,  pour  avoir 
celles  de  z : ces  dernières  résolues  en  continues,  leurs  termes 
communs  le  seront  aussi  à z et  continueront  x. 

Pour  la  ire  racine  du  dernier  ex.,  partons  de  la  transformée  (4)  ) 
les  convergentes  sont|~  1,  1, 4;  tIt  = 1,  1,  4,  20;  d’où  l’on  tire 

a,  5,  1,  6.  ; on  remarque  que 

les  quatre  1ers  termes  continuent  la  valeur  de  x , laquelle  ac- 
quiert de  suite  8 termes.  On  en  tire  les  convergentes  J et  |y; 


d’où  z 


^ \u  ~i~lO  et  par  suite  la  transformée  (8) , en  substi- 

27114-4 

tuant  dans  (4)  ; et  ainsi  de  suite. 
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Quand  îa  racine  x est  commensurable , la  Fraction  continue 
se  termine;  sans  cela  elle  va  à l’infini.  Si  la  proposée  admet 
quelque  facteur  rationnel  du  2e  degré  , on  obtient  une  période, 
et  leretour  des  mêmes  termes  annonce  oette  circonstance.  Ainsi 
l’équ.  a?* — 2x3  — qx0  + 22  a; — 22  = 0,  lorsqu’on  veut  pour- 
suivre la  racine  qui  est  entre  2 et  5,  donne 

(1) ... — 10  + 22  -f-  27  + 3 0-|-  1=0  entierS» 

(2)  58’ — 3i4 — 3i5  — 98 — 10  = 0.  . . fi, 

(3) ... — 4^94 +12322  — f- G5G 1 +1078 -4—58  = o.  . , 3,  etc» 

Cette  dernière  équ.  conduit  à 2,=+  -4"  riinrr  — fi”» 

Leretour  des  chiffres  (3,6)  fait  présumer  une  période  : en  suppo- 
sant qu’elle  existe,  on  trouve  que  x a — 1 1 doit  être  diviseur  de  la 
proposée  (n°  568);  on  essaie  cette  division  qui  donne  le  quotient 
exact  x 2 — 2x  + 2. 


La  résolution  de  l’équ.  x[  — A>  ou  l’extraction  des  racines  3 
rentre  dans  cette  méthode.  Ainsi  x3  — 17  donne 

X — 2,  1,  1,5,98=-^; 

et  formant  la  valeur  de  c,  on  arrive  à 2=1,1, 27....;  d’où 

x = 4+f  = 2,5712815. 

675.  L’équation  iox  = 29  se  traite  de  la  même  manière.  On 
trouve  d’abord  que  x est  entre  1 et  2 ; savoir , 

T r 

07=1+77,  lO  *'  = 29,  IOX  10^=29,  10  = (2,9)æ\ 

OL  i 

On  voit  ensuite  que  x est  entre  2 et  3 ; 


x'  = 2 + 


T 

10  = (2,9)\(2,9)æ", 


(1  o o o\x'f 
S 4-  J J 


2,91 


et  ainsi  de  suite.  Donc 

07=1,  2,6,6,  1,2, 


Cette  valeur  > x est  approchée  à moins  de  (g+)a,  avec  six 
chiffres  décimaux  exacts. 

!Ox  = 23  donne  x=i,  +3,4,  l7>  a=ïfs7  = L3^I797^ 


l6o  FRACTIONS  CONTINUES. 

Ainsi,  on  sait  résoudre  , par  approximation  , l’ëqu.  10 x=zbi  et 
comme  on  peut  prendre  au  lieu  de  10,  toute  autre  base,  on 
peut  calcule r le  logarithme  d'un  nombre  dans  tout  système „ 

V.  MÉTHODE  DES  COEFFICIENS  INDÉTERMINÉS». 


Décomposition  des  Fractions  rationnelles. 

576.  jFet  ® étant  des  fonctions  de  x identiques , c.-à-d.  qui 
n’ont  qu’une  simple  dissemblance  provenue  de  la  manière  dont 
elles  sont  exprimées  algébriquement,  l’équ.  F~q>  n’a  pas  be- 
soin pour  se  vérifier  qu’on  attribue  à x des  valeurs  convenables  , 
et  doit  subsister,  quel  que  soit  le  nombre  .qu’on  juge  à propos  de 
mettre  pour  x.  Supposons  que  par  des  artifices  d’analyse,  on 
parvienne  à ordonner  F et  <p  par  rapport  à x > sous  la  même 
forme 

a-^-bx  -f-  cx2  + di r3...  A -f-  Z>x-f~  Cx 2 -f-  Dx^ ...  ; 

puisqu’il  n’y  avait  entre  F et  <p  qu’une  différence  apparente  due 
aux  formes  sous  lesquelles  ces  fonctions  étaient  exprimées  , cette 
différence  de  formes  n’existant  plus,  on  doit  précisément  trou- 
ver dans  un  membre  tout  ce  qui  entre  dans  l’autre;  donc, 

a — - A , h — B , c — C... 

Et  en  effet,  puisque  l’équ.  doit  subsister  pour  toute  valeur 
de  x , si  l’on  prend  x — c,  on  a a — A.  Ces  eux  constantes 
11’ont  pas  été  rendues  égales  par  cette  supposition  ; elles  l’étaient 
sans  cela,  et  l’hypothèse  n’a  été  ici  qu’un  moyen  de  mettre 
cette  vérité  en  évidence.  Dès  lors,  quel  que  soit  x,  on  a encore 
bx  -j-  cx'2  -f-...  — Bx  4-  Cx2...  ; divisant  par  x , 

b-\-  cx  -f-  etc.  — B -{-  Cx... 

le  même  raisonnement  prouve  que  b — B,  puis  c ~ C... 

Ainsi  , étant  donné  une  fonction  F,  après  s’être  assuré  di- 
rectement quelle  est  susceptible  d’être  exprimée  sous  une  forme 
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désignée  tp , contenant  des  coefliciens  constans  A , B}  C... , il  est 
aisé  de  trouver  ces  nombres.  i°.  On  écrira  l’identité  F — (p}  F 
étant  la  fonction  proposée , et  <p  sa  valeur  mise  sous  une  autre 
forme  reconnue  convenable , et  contenant  les  coeffîciens  indé- 
terminés A , B , C...;  2°.  par  des  calculs  appropriés,  on  ordon- 
nera les  deux  membres  F et®  selon  les  puissances  de  x;  5°.  on 
égalera  entre  eux  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de 
x;  4°.  enfin,  on  éliminera  entre  ces  équ.  pour  en  tirer  les  va- 
leurs des  constantes  inconnues  A , B , C... 

Appliquons  ce  principe  à divers  exemples. 

577.  Ar  étant  le  numérateur  d’une  fraction  rationnelle  , D le 
dénominateur,  proposons-nous  de  la  décomposer  en  d’autres 
dont  elle  soit  la  somme.  Par  la  division,  on  peut  toujours  abais- 
ser le  degré  du  polynôme  N , par  rapport  à x,  au-dessous  de 

D ; c’est  dans  cet  état  que  nous  prenons  la  fraction.  Soit 

D — P X Q , P et  Q étant  des  polynômes  premiers  entre  eux, 
des  degrés  petq}  posons 

N Ax^-'A-  Bxi~z,..  -P  L Afxr-1  + B'xP-*...-\-£/ 
7j= Q + P • 

Pour  réduire  au  même  dénominateur  D — PxQ,  multiplions 
Ax^1  •+*...  par  P,  et  Arx?~l  -f...  par  Q\  ces  produits  seront 
de  degré  p + q — 1 , c.-à-d.  formeront  un  polynôme  complet 
d’un  degré  moindre  de  1 que  D ; et  comme  N est  au  plus  de  ce 
même  degré  , en  comparant  chaque  terme  de  N à, ceux  du  pro- 
duit ci-dessus,  on  en  tirera  p -f-  q équ.  entre  les  coeffîciens 
inconnus.^,  A' , B , B' ... , dont  le  nombre  est  visiblement  p -f-q, 
puisque  nos  numérateurs  ont  q et  p termes  ; ces  inconnues  ne 
seront  qu’au  1er  degré,  et  le  calcul  conduira  bientôt  à les  trouver. 
Il  est  donc  prouvé  que  la  décomposition  indiquée  est  légitime  , 
et  le  calcul  donne  actuellement  les  valeurs  de  toutes  les  parties 
composantes. 

Et  si  P et  Q sont  eux-mêmes  décomposables  en  d’autres  fac- 
teurs premiers  entre  eux;  sans,chercher  à déterminera,^', B..., 
on  remplacera  chaque  fraction  par  d’autres  formées  selon  le 
2,«  11 


ï6'2  tractions  rationnelles. 


même  principe;  c.-à-d.  que,  pour  décomposer  la  fraction  ra- 
tionnelle proposée , il  faut  trouver  les  facteurs  premiers  entra 
eux  de  son  dénominateur , et  égaler  cette  fraction  à une  suite 
d'autres  qui  aient  ces  facteurs  pour  dénominateurs  , et  dont  les 
numérateurs  soient  des  polynômes  respectivement  d'un  degré 
moindre  d’une  unité. 

On  égalera  donc  D à zéro  pour  le  résoudre  en  ses  facteurs 
simples  ; et  il.  se  présentera  deux  cas , selon  que  D n aura  que 
des  facteurs  inégaux,  on  en  aura  d’égaux.  Examinons  ces  deux 
cas  séparément.  ' 

ier  Cas.  SiZ>  — (x  — a)  {c  — b){x  — c)...,  on  posera 


N 

D 


A 


+ 


B 


+ 


C 


4- 

■ I a • • y 


x — a x — b ' x — c 

et  il  s’agira  de  déterminer  A,  B , C...  par  le  procédé  qu  on  vient 
d’exposer. 

Par  exemple,  soit  D = (x  — a)  (x  — b)  ; on  a 


kx  4-  l 


A 


(.r — d)  {x  — b)  x — a 


-4- 


B 


x 


d’où 

hx  -f"  l r=r  A (x  — h)  *4”  B(x  — à) 

— (_J  + B)x  — Ab  — Ba. 

Ainsi 

k = 

A -f~  B , • — 1=.  Ab  -j~  B a ; 

ha  -f"  l r hb  -f-  l 

tet  enfin 

— -C—  L 

b — a b — a 

Pour  ■ 

s — 4-r 

Q 

, j’égale  le  dénominateur  à zéro 

X 


obtenir  les  facteurs  binômes;  m2 — x — 2 donne  x — 2 et  — i ; 
ce  sont  les  valeurs  de  b et  a . On  a k ■ — ; —■”4>  ^ 2 > ainsi 

2 4x  2 2 


XJ 


De  même 
£oit  encore 


x — 2 

i 


x ~j~  i x — 2 
i . ï 


_____ ___  y i 

cf  — JC2  ~ 2fi(a  -f-  X ) ‘ 2 a (a  — x )* 

i A 


x (a2  —x%) 


B__  C 

x ‘ a + x a — x 
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on  trouve  1 z=.Aa%  + ax{B~\-C)  + x2  {C  — A~B)\ 
donc  i —Aa\  B -f-  C=q,  C-~  A — B =zo> 

Éliminant,  onai,  By  C , puis 


x(a2  — ■ x2) 


cï2x 


+ 


2 aa(a  ~h  x)  2 a2{a — x )' 


Lorsque  D a des  facteurs  binômes  imaginaires  , la  même 
méthode  peut  s’appliquer,  mais  on  préfère  souvent  ne  décom- 
poser D qu’en  facteurs  trinômes  réels  x2  -f-px-j-c/,  et  la  pro- 


posée, qu’en  fractions  de  la  forme  — • C'est  ainsi  que 


pour 


x 2 4-  px  -4-  q 


xJ 


x -f- 1 


Âx  -f-  B 


C 


(x  -f-  l)  (x2  -f-  l)  X2-\-l  ar-j-l* 


on  trouve 
De  même 


a > 


B=:A 


a1 


X 


Ax  -f-  B 


x 


+ 


donne 


x2  1 x — 1 s 

A ~B~  C 


3* 


2e  CAS.  Chaque  facteur  de  D}  de  la  forme  (#  — a)1,  donne 

A — 1 i B x1 — 2 

lieu  à une  composante  telle  que  . zr—  ; mais  comme 

( x — ay 

celle-ci  est  elle-même  décomposable,  on  pose  de  suite,  au  lieu 
de  cette  fraction , la  somme  équivalente 

A , , * , C , L 

(x  — a y r (x  — a y-1  ‘ (x  — a)i— a***  ‘ x — a 

Et  en  effet,  il  est  visible  qu’en  réduisant  au  même  dénominateur, 
le  numérateur  a la  même  forme  que  ci-devant , et  un  égal 
nombre  de  constantes  inconnues. 


x'  + x'  + a _A Æ C _ t D E 

x(x  — i)2  (x-{-i)2  x ^(x+iy^x+i^Cx — i)2”x  — i 

i 2 i 4 i - 

donne  = — . — — — - — ^—4-- — i— . 

x (^+0  a?-j-i~(x—  i)2  x—i 


il.. 

/ 
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On  trouvera  de  même 

i i t 2 x 

x (x-f- i)a  (x2-4~x-}- î)  x (x-f-i)2  x —j—  î xu-\-x+i 

Si  les  facteurs  égaux  du  dénominateur  étaient  imaginaires  , 
quoique  le  même  procédé  puisse  être  appliqué , il  serait  préfé- 
rable de  les  réunir  en  facteurs  réels  du  2e  degré  , sous  la,  forme 
(x’^-j-px-f-p)1',  le  numérateur  est  alors  Ax^l~ ‘-f- , 
ou  plutôt  on  prend  les  fractions  composantes 

Ax  + B Cx  + D Kx  -f  L 

(x2-f -px-j-q)1  (x2-f-px-f- q)l~l  * x2  -f- px  -f-  q* 

Par  exemple , on  fera 

i 

(x  -f-  1 )x2  (x2  -f-  2)  (x2  + 1 y 
__  A B C Dx  + E Fx+G  Hx+I 

1 — f-  X X2  X X2  — {—  2 (x2-f-  l)2  X2  -L  I 

Le  calcul  donnera 


578.  L’usage  fréquent  qu’on  fait  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles,  rend  très  utile  la  méthode  suivante,  qui 
abrège  les  calculs. 

ier  CAS.  Facteurs  inégaux.  Soit  D = (x  — a) S , S étant  le 
produit  de  facteurs  tous  différens  de  x — a.  La  dérivée  (n°  664) 
est  D'  — S - f-  (x — a ) S' j 011  pose 

N A P 

D = TXZ.  + -s>  d’où  N = AS  + P{X  — C). 

$ 

Il  s’agit  de  déterminer  la  constante  A , sans  connaître  le  po- 
lynôme P.  Si  l’on  fait  x = a,  et  qu’on  désigne  par  n , s et  d ce 
que  deviennent -N,  S et  D,  par  cette  hypothèse  (nous  ferons 
usage  , dans  ce  qui  suit,  de  cette  notation),  nous  avons  d'z=s  et 

n~x=. As } partant,  A 7.  Donc  remplacez  le  dénomina - 

îsur  D de  la  f]  action  proposée  par  sa  dérivée  Dr  y puis  changez 
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n en  a,  vous  aurez  le  numérateur  A de  la  fraction  composants 

dont  x — a est  le  dénominateur.  On  devra  de  même  faire 

TV  , -S 

x~b}  c...  dans  jÿ , pour  avoir  les  numérateurs  gTZZb* 


C 

x — c 
Pour 


— - — ... , en  supposant  D = (x  — d)  (x  ■ — 6)  (x  — c)... 

> " " F. 

— 5a:3— 5x  -f6  iV  _ — 5a?a  — 5a:  + 6 

a;4_2^_x-  + ap  p0SeZ  £>' 


UC 


6,x£ 


- 2r  -f-  a 

or , vous  avez  D = (x — î)  (a?  -|~  1)  C'17 — 2)a'  j faites  donc  a:=i  , 
— i , a et  o , et  vous  aurez  2,  — î , — 4 3 pour  résultats  ; la 

a î 4 


proposée  revient  à 


Soit  la  fraction 


X' 


x i 


X- 


3 

— 4“  — • 

a a: 


Ni,. 

~ ; on  a —,  — *>  °r  ( P-  99  ) > 


Z6 1 = (z  4-  l)  (z< — l)  (za z+  l)  (s£4”  s + O* 

Pour  les  deux  iers  facteurs , on  fait  z = ± î,  et  on  a rt:  ^ ; le 
facteur  suivant  donne  z = ~ (î  ± \/ — 3)  ; d’où  1 on  tire 

a5  3a  î zh  y/— 5 ^ 

6(i  ±i{/ — 3)°  6(i6rpi6y/ — 3)  6.  a 


les  deux  fractions  composantes  sont  faciles  à trouver;  réduites 

en  une  seule,  onaj.  Enfin  , le  4e  facteur  de  D in- 

dique  qu’il  suffit  de  changer  z en  — s dans  ce  dernier  résultat. 
Donc 

1 _ I (_J_ L_ _l  z~3_  _ Y 

Z6 1 6 \z  1 Z+lTZa  — z 4-  1 z"  4“  ^ + 2/ 


a®  Cas.  Facteurs  égaux . Soit  Z)  =±:  (a? — a)‘  ; si  l’on  change 
ce  en  a+h,  dans  N et  D,  ces  polynômes  deviennent  (n°  5o3  ) 

N — n 4*-  nh  4-  ! 4“  i nwb?  4~-  • • > Z)  = A*. 

En  divisant , et  mettant  x — a pour  A,  on  trouve 
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Ain^i  la  proposée  se  décompose  en  i fractions , dont  les  numé~ 
rateurs  sont  ce  que  deviennent  N , JN',  J.  N"....  en  faisant 
X rrr  a. 

t>  1 3a?2 — y jc  -f~  6 

ar  exemple , ; comme  le  numérateur  a pour 

dérivées  6x—y  et  G,  on  obtient  2,  — i et  3 pour  numérateurs 
des  fractions  composantes,  savoir, 

5xa  — yx-j-6  __  9 1,3 

, O'  - 1)3  — 

Mais  si  Je  dénominateur  confient  d’autres  facteurs  avec 

(x  ~ (ïu  011  D -^=z  (x  — a)l„S}  S étant  connu  et  non 

divisible  par  x — a,  on  pose 

N ___  F p 

JJ~^ZTâji+$-  • • COi 

d’où  N = P(x  — a)1  -f-  FS. 

Changeons  x en  a -f-jy,  dans  cette  équ.  identique,  et  dévelop- 
pons (n°  5c3)  ; * 

n+n'y  —f{?  + p'y  + ipsy,-0 

en  conservant  la  notation  employée  ci-dessus  pour  n , d , s et  f ; 
comparant  des  deux  parts  les  coefïiciens  des  mêmes  puissances 
de  j (n°  5 yS)  , nous  avons 

" =fi  - »'  + A »'  = A + afs'  +fi".  ..  (2), 

»(!)  = -s/00  + + 1 /(/—  ! )4yy-a>„ . + /Jco. 

/ désigne  ici  un  entier  quelconque  < i.  Ainsi,  ces  équ.  donnent 

ft  f'»  /"-•->  et  par  conséquent  le  développement  de  la  pre- 
mière partie , * 

F = LL, fi . f /" 

(x  — a)’  (x  — a)*  T (x  _«)--■  *"  (x  — o)‘-2' 

I 

précisément  comme  si  la  fraction  proposée  n’eût  eu  que  (x—aY 
au  dénominateur.  On  tire  de  cette  équ* 
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F=/+/'.(x— a)  + ï/"- (*—“)“+••••  (3)  » 

Fest  donc  connu  \ et  l’on  a dans  1 ecju.  fl) 

N — FS  N — FS  ,A) 

vu* 


P 

S 


D 


(x—aÿS 

Cette  identité  exige  que  (x—  af  soit  facteur  de  IV— FS-,  il  faut 
effectuer  la  division  pour  obtenir  le  quotient  P ; la  2e  partie  de 
notre  fraction  proposée  est  connue  , et  il  faut  la  décomposer  a 

son  tour. 


AT 5x*  — 1 3x3  + i-4 J*—  5.TT  + Q . 


Soit,  par  ex. , ^ — (x-_  ij3_(x  + i)x 

faites  x=  î dans  5 = *“  + *=».  S'=2x  + i = 3,  S"= a, 

iV=  5*4—  i3se3-f-... . = 4 > N'—zox*....  — 4> N"  — 1 °* 

Donc , 4 = af,  4 = *f+  3/>  10  = 2/"+  Rf  + 2/ > \ 

puis/=2, i/'=3,  F=2-(x-i)+3(x-i)*=3*3-7æ+6- 

Le  produit  FS,  retranché  de  IV,  donne 

ax*  — gx3  -f-  i5xa  — nx-|-  3, 

qui , divisé  par  (,r — i)3,  donne  Pz=QX  — 3.  Il  reste  a decorn- 
poser,  par  le  premier  procédé  , 

qx  — -3 


F 

5 


V X P __  — 5 . 
douÿ-  sr+i’ 


a; 


a;2  -f-  x 

faisant  x =—  i et  o , il  vient  5 et  — 3 ; puis 

Ar  _ s _i , 4,  __5_. 

D (x— l)1  (x— i)a  x'  — 1 

Observez  que  , dans  cet  ex.,  il  eût  ete  plus  court  de  détermine! 
d’abord  les  deux  dernières  fractions  , en  faisant  x = i et  o 
dans  A''  et  D'  \ d’où 

F . 5 3 

l)3  ' X -1-  1 07 


N 

D 


(x  — i)3  ' x -H  1 
Transposant  ces  deux  dernières  fractions  et  réduisant , on  trouva 
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aisément  la  première  — , qui  rentre 

dans  ce  qu’on  a vu  ci-devant,  et  est  très  facile  à décomposer. 
De  même  . nnm—  — x"  6ra-f-4a; — 1 

P D—  “_^_3^  + 7-J+6  ’ COmme 

D _ (jc  + 1 y (x  _ 3)  (x  _ 3)(  on  fera  x x a et  3 dans  N et 
D \ on  aura  les  fractions 


x 


X- 


; retranchant  de  la 
proposée,  on  a , qu’il  s’agit  de  décomposer.  Mais 

on  trouve  n — i>  n — i ; donc  il  vient  enfin,  en  réunissant 
ces  parties , 

i i 


N 

D 


x 


— 2 x—3  (x+  ty~t~x+ 1 


Séri 


tes  récurrentes. 


579.  Toute  fraction  rationnelle,  ordonnée  selon  les  puis- 
sances croissantes  de  x,  dont  le  numérateur  N est  d’un  degré 
moins  élevé  que  le  dénominateur  D,  peut  se  développer  en  une 
sene  infime  A + Bx  + C&+  Dx\  . . ■ cela  résulte  de  la  divi- 
sion actuelle  de  N par  D,  puisque  le  quotient  ne  peut  jamais 
sonner  de  puissancè  négative  ni  fractionnaire  dem.  Cette  divi- 
sion pourrait  faire  connaître  les  coefîiciens  A , B , C.  . ; mais 

on  préféré  le  calcul  suivant,  qui  met  en  évidence  la  loi  de  la 
sene.  On  pose 


___  a“h  bx  -f-  cxa. . . ~l_  kxl~l 

o - 1 = A +&* + c* * + dx\.. 

On  réduit  au  même  dénominateur;  puis  comparant  les  termes 
ou  x porte  des  exposans  égaux,  l’équ.  se  partage  en  d’autres 
qui  servent  à déterminer  A,  B,  C. . . ( n°  57S  ) ; le  dénominaf 
teur  a 1 pour  terme  constant , ce  qui  note  rien  à la  généralité 
parce  qu  on  peut  diviser  N et  D par  le  i'r  terme,  quel  qu’il 

êOlt, 


) 
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Soit  ■=?  ==  • — r — Cx‘-*r  Dx3. . . ; 
L)  1 -j - ux 


on  a 

a~  A~\~  B 

x -f-  C 

xz-{-  D 

-j-  A& 

— {—  Ba 

— {—  é A 

D’où  a A y U —f—  A a ~ o , C -f*  B a =r  o 

La  ire  de  ces  équ.  donne  At  la  2e  5,  la  3e  C.  . . Enfin,  M 
et  N étant  deux  coefficiens  successifs  de  notre  série , on  a 
7V-f-  Maz=z  o;  d’où  N— — Ma  : donc  un  terme  quelconque 
est  le  produit  du  précédent  par  — ax  , c.-à-d.  que  la  série  est 
une  progression  par  quotient , dont  la  raison  est  — ax.  On  forme 
tous  les  termes  de  proche  en  proche  , à partir  du  1er,  Ar=.a  3 
qu’on  obtient  en  faisant  x — o dans  la  fraction  proposée. 

d 

— z=za  fi  — «r-f-  • . + ( — ax)n...  1. 

î -f-  ux  v J 


Le  terme  général  T , ou  le  terme  qui  en  a n avant  lui , et  le 
terme  sommatoire  X,  ou  la  somme  des  n iers  termes  (n°  i44)> 
sont 

T = a ( — aa.-)",  2 = a . 

1 -f-  aX 

Réciproquement,  si  l’on  donne  la  série  et  la  loi  qui  la  gouverne, 
on  en  tire  bientôt  la  fraction  génératrice;  car  le  1er  tenue  a est 
le  numérateur,  et  le  dénominateur  est  î « — la  raison  de  la 
progression. 

5 - 

Par  ex.  , -r — , — - — ^ — (en  divisant  haut  et  bas  par  6 ) 

donne  cette  série , dont  le  premier  terme  est  J et  la  raison  | x 3 
ï ( 1 *4"  I x 4"  I + • • • ) • enfin , on  trouve 

Q,n~~1Xn  1 — . ( * -v-Oït 

qr  — ± y 1 K 3 x) 

3«  * a(i  — f*)' 

Et  si  l’on  donne  cette  série  et  sa  loi , on  retrouve  la  fraction  gé- 
nératrice en  divisant  le  i«f  terme  £ par  i — le  facteur \x. 


I 
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Pour 


a- \-bx 


1 + a: c ~h  /Sx* 


A -f-  Bx  Cx 2 -f-  Z)x5. . . 


on  a 

a -f-  bx  = A -f-  B 

x-j~  C 

x*  -f- 

D 

-j-  A a 

— [-  B a, 

+ 

C* 

*+• 

B/s 

puis 

A — a y B - j — Aoi  — b , C -f-  Be&  -f-  A (S  ~ 

= 0. 

Ces  équ. 

donnent  successivement  A 

B C • 

la  ire 

A- 

r 


a peut 

encore  se  tirer  del’équ. supposée,  enyfaisantar=o. 

Soient  M , Ny  Py  trois  coefficiens  indéterminésconsécutifs  du 
développement  ; il  suit  de  notre  calcul  qu’on  a P-\- Na-fM/S—  o $ 
d’où  P — — Nx  — M/S  : donc , un  terme  quelconque  de  la  sé- 
rie se  tire  des  deux  précéderas  multipliés  , l' un  par  — etx , l'autre 
par  — /Sx*.  On  observe  que  ces  facteurs,  retranchés  de  1,  don- 
nent le  dénominateur  de  la  fraction  proposée.  Pour  la  dévelop- 
per, il  faut  d’abord  trouver  les  deux  icrs  termes  A Bxy  soit 
parla  division,  soit  à l’aide  des  équ.  A~ay  B ~b  — aaz, 
puis,  à l’aide  des  facteurs  — ax  et  — (Sx*  y on  compose  les  ter- 
mes suivans , de  proche  en  proche. 

Réciproquement , si  la  série  et  sa  loi  sont  données , on  re- 
monte à la  fraction  génératrice , qui  est  la  somme  totale  de 
cette  série  jusqu  à V infini , par  un  calcul  simple;  1 moins  les 
deux  facteurs  , forme  le  trinôme  dénominateur  1 -J-  ux  -j-  /Sx*,. 
Quant  au  numérateur  a -f-  bx  , on  a.  a = Ay  B -f-  A et. 

— 4x  2X  — 1 


Par  ex., 


x*  — x — 2 1 -j-  — j x 


%2  > 


en  divisant  haut 


et  bas  par  — 2 ; les  facteurs  sont  donc  — \xy  et  + \ x*  : d’ail- 
leurs, on  trouve — 1 -f-  lx  pour  les  deux  iers  termes;  de  là 
cette  série  — 1 -f-  a;  — \ n:2-f-  ■—  x 3 — . . . , Et  réciproque- 
ment, si  la  série  est  connue  , c.-à-d.,  si  l’on  a les  deux  premiers 
termes  et  les  facteurs  — ~xy  \x*  y ceux-ci,  retranchés  de  1 , 
donnent  de  suite  le  dénominateur  de  la  fraction  génératrice; 
on  a enfin  a = — 1 , b ) d’où  résulte  le  numérateur. 

~ . j a a -f-  bx  -f-  ex* 

En  raisonnant  de  meme  pour 


l -f-  C6X  + i Sx * -f-  yx 


3 J 


on  trouve 


I 
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A — a,  B A-  Aa~  b , C -f-  Bot  -f-  Ap>  — c , 

équ.  d’où  l’on  tire  les  valeurs  d e A , B t et  C.  Les  termes  sui-» 
vans  s’en  déduisent , comme  ci-dessus , et  quatre  coefficiens 
successifs  sont  liés  par  cette  équ.  Q~  — Pot  — Np  — My,  en 
sorte  qu’un  terme  çuelconque  se  tire  des  trois  précédens  , en  les 
multipliant  par — ax,  — /3xz  — yxs.  Et  réciproquement,  on  peut 
remonter  de  la  série  a la  fraction  génératrice  qui  en  exprime  la 
somme  totale.  Cette  loi  s’étend  à toutes  les  fractions  ration- 
nelles. 


58o.  On  nomme  Récurrente  toute  série  dont  chaque  terme 
est  déduit  de  ceuxqui  le  précèdent,  en  les  multipliant  par  des 
quantités  invariables  : ces  facteurs  s’appellent  Y Échelle  derela - 
tion.  C’est  ainsi  que  les  sinus  et  cosinus  d’arcs  équidifférens 
(nos  3oi  , 542  ) , les  sommes  des  puissances  des  racines  des 
équ.  ( n°  553)  , forment  des  séries  récurrentes.  Nous  dirons 
donc  que  toute  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  est 
1 -J-  etx  -4~/3x2. . . -f-  ôx*,  se  développe  en  une  série  récur- 
rente, dont  l’échelle  de  relation  est  formée  des  n facteurs 
— ax  y - — /B.r2,  ...  — êxl  ; on  cherche  d’abord  les  i iets  termes  , 

» s 

soit  par  la  division,  soit  par  les  coefficiens  indéterminés  ; les 
termes  suiyans  s’en  déduisent  ensuite  de  proche  en  proche» 
Par  ex. , 


x3-f-5ma — 1 o.r-4-2 


3rr3-f-x2-}-  5*> 


-==■ — 1 + -X  -f-  + -- r*  -f-,.., 

■2  a 4 o 1 6 1 


On  trouve  aisément  les  quatre  premiers  termes  ; et  comme  en 
divisant  la  proposée  , haut  et  bas  , par  — 2 , on  obtient  pour 
les  quatre  facteurs  § %x3  et  cette  échelle  de 

relatimi  sert  à prolonger  la  série  tant  qu’on  veut. 

Il  est  inutile  d’ailleurs  de  rappeler  que  si  les  termes  de  la 
série  vont  en  décroissant,  on  approche  d’autant  plus  de  la  va- 
leur totale,  qu’on  prend  un  plus  grand  nombre  de  termes; 
mais  qu’il  n’en  est  pas  ainsi  quand  la  série  est  divergente , et 
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qu  il  faut  îa  prendre  dans  sa  totalité  pour  quelle  représente  la 
fraction  dont  elle  est  le  développement  ( voy . n°  99  ). 

58i.  Occupons-nous  de  trouver  les  ternies  général  T et  som- 
matoire  2. 

En  décomposant  le  dénominateur  Den  ses  facteurs  simples , 
il  sera  facile  de  résoudre  la  fraction  proposée  en  d’autres 
( n°  5 77  ).  Si  D n’a  pas  de  facteurs  égaux,  les  fractions  compo- 
santes seront  réductibles  à la  forme ^ ^ 

' 1+mx9  i+f*xm 

dont  chacune  engendre  une  progression  géométrique.  Ainsi,  la 
série  récurrente  est  la  somme  de  n progressions , en  ajoutant  les 
tei mes  de  meme  rang  ; le  terme  général  T ou  sommatoire  Z 
est  donc  la  somme  de  ceux  de  ces  progressions,  qu’il  est  facile 
de  calculer  pour  chacune. 

Dans  notre  exemple  du  2e  degré , il  est  facile  de  voir  que  les 

fractions  composantes  sont  —2 £_  . d’où  résultent 

2 — x 1 -f-x 

1 + 1 x + i-x2*..  — x + xa...  (—a:)»...}. 

En  ajoutant  les  termes  où  x a le  même  exposant,  on  reproduit 
la  série  1 -f-  x ~ xù. . . , développement  de  la  fraction 
proposée  : le  terme  général  est  donc 

T^^xy  — 3 (—*)». 

De  meme  sedécompose  en 


3 3,  j , 

s — 6x~  2 vl  + Dr  + 3 r2---)  et 


La  série  demandée  résulte  de  l’addition  de  celles-ci  ; le  terme 
général  est  donc  T=  i xa  (3n+1 1). 

__  2 _i_  i f 

2 x -f-x3  1 — x 1 -j~ x 2 -—x 

donne  j x*  [6+ (— i)"  — : c’est  le  terme  géné- 
pi oe  ia  s^iie  i-f-a>f~2xa  -j-  £ x3-f-  | xh  . . .,  dont  l’échelle  de 
relation  est  — ~ x3,  xa  et  ~x. 

Le  tenue  sommatoixe  ^^e*trouye  aisément  dans  ces  exemples. 
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532.  Quand  le  dénominateur  a des  facteurs  égaux } on  a les 
Fractions  composantes  suivantes  , dont  les  termes  généraux  ont 
pour  coefficiens  T ( p.  21  ) : 

K K K 

1 -j-ax*  (î-j-ax)2®  (î-f-^x)3  * (1  -f-  ux)R 

1 i n ~h  1 ) i (n-h1)  (^+2)> 


K 


donne  X7— (ri-f*1) 


72  -f-  2 


72  — j—  1 1 


(l  ' 2 l 1 

Nous  omettons  ici  le  facteur  K ( — ux)n.  Dans  i’ex.  du  4*  de- 
gré ( p.  171 ),  les  fractions  composantes  sont 

1 . 1 


5 

s 


4. 

s 


L . 

1 — ^ x i-}-x  (1 — x)‘ 


+ 


1 — x 

doù  r=[-f(i)"-|  (-.)■>+«+. + i>». 

1 -f-  /^x  -f-  x2  6 6 , 1 


De  même 


(i  — x)t  (1 — x)4  (1 — x )3  (1 — -x) 


donne 

T=(724-i)(«-h2)  (72+3)—  3(ra+i  ) (72-|-2)-f-(7z-f-i)=Cn-f-i)3: 

la  série  est  1 3 -f-  23x -f- 33x2  -f-  "F"*  • • + (n-f-i)3xn... 

583.  Si  le  dénominateur  1 -f-  ax  -j-  /3. r2.  . . 6x!  n’a  pas  de 

facteurs  égaux,  la  série  est  la  somme  de  i progressions, 

ayn  -f-  hzn  -J-  ctn  +. . . . (1). 

Lagrange  a donné  ce  moyen  élégant  de  déterminer  <2, y,  b,  z.  . . 
Le  coefficient  quelconque  I1  se  tire  des  1 qui  précèdent,  en  les 
multipliant  par' — — /3,  -—y.  ..  Ces  coefficiens,  pris  en 
ordre  rétrograde  , étant  S } R.  . . M , on  a 

T— — S*  — Ri 3.  . . — il/ô (2). 

Cette  équ.  est  donnée  parla  nature  de  la  série.  Or,  si  l’on  avait 
seulement  T~  ayn , les  ternies  de  rangs  i-j-  h—  1 . . . h 

seraient  T—  aylJrh , S—ay^-1,  R~ayl+h~2. . ♦,  M~ciyh; 
en  substituant  et  supprimant  le  facteur  commun  ayht  on  trouva 

y*  -f*  ttyi'Z1  -J"  3 4“ • • • ~f"  ® — — O • • • (3) . 


Ms 
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Cette  équ.  se  tire  aisément  de  la  relation  donnée  (2)  ; d’ailleurs, 
elle  résulte  encore  du  dénominateur  de  la  fraction  génératrice, 
en  y changeant  x en  y~ l. 

En  supposant  T ~ ayn  -{-  bzn , on  trouve  de  même 

a (yi+ecyi~x....)-{-b  (zé-f-az,1-*....)  = o ; 

et,  en  général,  T ayant  la  forme  (1),  on  voit  que  la  condi- 
tion (2)  de  dépendance  mutuelle  des/: termes  consécutifs  de  notre 
série,  est  satisfaite,  en  prenant  pour  z,  t.  . . les  i racines  de 
l’équ.  (3).  Si  Ton  choisit  les  constantes  a,  b , c.  . . telles  que  la 
formule  (1)  engendre  les  i premiers  termes  de  notre  série 
A -f-  Bx-\-  Cr2. . . , tous  les  subséquens  résulteront  donc  de 
cette  même  expression.  Faisons  n — o,  1 , 9.  . et  comparons 
aux  données  A , B , C.  . . : 

A zzzz  cl  -f-  b — j—  c. . . , Bzzzzciy  — f-  bz  -}— c£...,  Czzzz  cçya  — {-  bz2’*.. . (4)« 

En  éliminant  entre  ces  i équ.  du  ier  degré,  on  détermine  aisé-^ 
ment  ay  b f c.  . . , et  le  problème  est  résolu.  Concluons  de  là 
qu’il  faut  former  et  résoudre  l’équ.  (3)  ; substituer,  pouryq  z..,, 
ces  racines  dans  les  équ.  (4);  qui  donneront  a , by  c.  . . • enfin, 
le  terme  général  T sera  connu  par  l’équ.  (1). 

Dans Fex.  du  2e degré  (p.  170),  la  série  est — 1 -f-  § x— | x2...  ; 
le  dénominateur  x*  ■ — x — 2,  ou  bien  l’échelle  de  relation 
— i et  4-  jr , donne  1 — y — 2y2  = o ; d’où  y = f et  — 1 ; 
nos  équ.  (4)  deviennent 

— 1 = a -f-  b , -f-  = | a « — b ; d’où  a = 1 , b = — 2 ; 
enfin  , T7  ( £ )"  — 2 ( — 1 , comme  précédemment. 

L’exemple  du  troisième  degré  (page  172)  donne  cette  série 
1 ~r  oc  -f-  2x2  + f.r3  -f-  | x*.  . . ; 
on  trouve  1 — 2 y — y*  -f-  2 y3  = o,  y — } et  ± 1 • 

puis  i = a-f*è+c,  i™^a  — b-J-c,  2 — ^a-\-b-\-c; 
d’où  a = — § , è — £ , c = 2 , T=  et  c. 

Quand  le  dénominateur  a k facteurs  égaux  à x — h , outre 
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les  termes  ciyn , bzn.  . . , provenus  des  facteurs  inégaux,  il  en 
existe  encore  d’autres  , tels  que 

{a  -f-  b'n  en 3.  . . + f' 72^  *)  an~kJr'  : 

les  coefficiens  a , b' . . . se  trouvent,  comme  ci-dessus , en  po- 
sant n z=  o , 1,2...,  et  comparant  aux  termes  initiaux 

A -f-  Bx  + Or3.  . . 

Séries  exponentielles  et  logarithmiques. 


584-  La  ire  fonction  transcendante,  que  nous  allons  déve- 
lopper en  série,  est  Y exponentielle  a.x . Faisons  a—  1 -f -y,  ia 
formule  du  binôme  donne 


x- 


■1  x{x- 1 ) (.r-2). . . (x - 11  -Y  1 ) 

-y •••+* T-r-5 r y— 


(.+^=.+*7+*  — y . 

Ordonnons  par  rapport  à x.  Le  seul  terme  sans  x est  1 . Il  n’y 
a pour  x que  des  exposan.s  entiers  et  positifs  ; ainsi , 

ax~  1 kx  -\~  Ax 3 -f-  Bx*  -f-  Cj et ...  ( 1 ) . 

Pour  obtenir  le  terme  kx  , consultons  notre  terme  général  : 

il  est  visible  que,  pour  y prendre  lejierme  du  produit  où  x n’est 

• * > 

qu’au  ier  degré-,  il  faut  ne  conserver  que  les  aes  termes  des  fac- 


teurs binômes , ou 


x.. 


2 . . . 


(n—  1) 


yn 


y 


x 


î . 2 1 . 3 . . . u “ n 

en  prenant  -f-  si  n est  impair.  La  réunion  de  tous  ces  produits 
est  kx  , savoir , . , 

• • • O); 

Édit,  ■ \ 

y est  a — 1 • ainsi  /i  est  connu.  Il  reste  à trouver  ^ , B , C.  ...  . 
Ces  constantes  restent  toujours  les  mêmes  quand  on  change  x 
en  s>  \ d’où 


a 


7.  ~.. 


1 -j-  hz  -f-  A z2-  B z3  -f-  Cz4. . . 


retranchons  (1)  et  faisons  z = x-j-  i, 


! 


ax '—az  ~cix .a1  — ax.~ax{al - — 1) 
gzz:  (z " x)[k  A ( [z  -j-  x)  -f™  B (z2  zx  -f-  x 3) . . . J ; 
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le  terme  général  est 

P(zn— ar")  = (z—  x)  P(z*-<  +xz,n~*...  -f  x"->). 

Comme  a ' d après  l’équ.  (1)  , lesdeux  membres 

sont  divisibles  par  iz=z  z — x ; donc 

ax(Ji  -f-  Ai...')  = k A {z  -f-  x ) -| -\B{z*  -j-  zx  -f-  x a)... 

Cela  posé,  faisons  l’arbitraire  z = o,_ou  a = or,  et  remplaçons 
ax  par  sa  valeur  (1);  nous  trouvons 

(i  + kx  -f mAx*  -f-  BxJ...)k~  k '-f-  zAx-^Bx*. . . *-{-  nPxn ...  ; 
d’où  zA^k\  3B=zkA,  4C  = kB , 5 D — kC...-y 


multipliant  ces  équ.  consécutivement  pour  éliminer^,  B)  C,..} 
il  vient 


o.A  — ie,  z.3Bz=zk3,  2 — \ 


enfin 


— i -f.  Ùo 7 -f f- 


Z:3u;3 


2.3’  * ' 2. 3. ..71 


...  oo. 


585.  L’équ.  (2)  donne  k en  fonction  dey  ou  a -,  pour  trouver 
au  contraire  a f lorsque  k est  connu  , on  fait  ;r  = 1 dans  {A) 
d’où  n — 1 k ^ k*  k3 -f-..»  Cette  série  et  (2)  sont  les 
développemens  de  l’équ.  qui  exprime,  en  termes  finis  , la  liaison 
de  a et  k : cherchons  cette  relation.  Faisons  ici  k = 1 et  nom- 
mons e la  valeur  que  prend  alors  la 

bas  ea;  e.  2 "f"  â “f"  e “h  si  Le  3e  terme  0,16666  66666  66 

calcul  de  ce  nombre  est  facile  à faire,  4e 0,04166  66666  66 

, , . . . *5* o,oo833  33333  33 

tel  qu  on  le  voit  ci-contre  ; chaque  6e o,ooi38  88888  83 

terme  se  tirant  du  précédent  , divisé  ■ 2! 0,00019  84126  98 

\ ; oe 0,00002  48oi5  87 

par  3,  4,  5. . . , ainsi  qu’il  suit  de  la  9e 0,00000  27557  32 

nature  de  cette  série.  Mais,  d’un  autre  — ii—ii:.' 

aO  ' j •»»  r •.  e 2,71828  18284  5q 

cote,  a cause  de  i arbitraire  x}  on  peut 

poser  kx  = 1 dans  ( ’A J ; le  2e  membre  devient  =ze. 

1 

D’où  akz=e,  eh=ci.  Telle  est  l’équ.  finie  qui  lie  k et  a ; k est  h 
logarithme  de  a , pris  dans  le  système  dont  la  base  est  e.  On  pré- 
fère ordinairement  cette  base  e dans  les  calculs  algébrique^  parce 
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qu’ils  en  sont  plus  simples,  ainsi  qu’on  sera  à portée  d’en  ju- 
ger. On  appelle  logarithmes  Népériens,  ceux  qui  sont  pris  dans 
ce  système  ; nous  les  désignerons  à l’avenir  par  le  signe  l,  en 
continuant,  comme  n°  146,  d’exprimer  par  Log  que  la, base  est 
un  nombre  arbitraire , et  par  log  que  cette  base  est  10. 

Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l’équ.  a = e*, 

(3)  k = — °b- . . . .....  la  base  étant  quelconque  ; 

Log  e 

(4)  k ~\a~ log népér.  a . . la  base  étant  e; 

(5)  k — T— — . . » la  base  étant  a. 

Loge 

Telles  sont  les  différentes  valeurs  qu’on  peut  prendre  pour  k 
dans  l’équ.  (A). 

Lorsqu’on  prend  la  base  a = e,  k est  1 , et  on  a 


'Y*-*  'N*  'Y** 

ex  = 1 -f*  x-f~—  -j ^ -f-  . . (A’), 

2 -a.  o 2.3.4 


En  laissant  la  base  quelconque , il  faut  prendre  la  première 
valeur  de  k ; Log  a = k Log  e : à cause  de  a=  1 -{-y,  l’éq.  (a) 
devient 


Log(i  +_y)  = Loge(ÿ  — + j/...).  • . (C); 


ajoutons  aux  deux  membres  Log et  posons  hy~z  , nous 
avons,  h et  z étant  des  nombres  quelconques,  aussi  bien  que  la 
base  du  système  de  log. , • 


fz 


Lo g (fc + z) = Log -f  Loge (J  — + 


3A3 


(L>) 


Lorsqu’il  s’agit  de  log.  népériens  , Loge  se  change  en  le  = i 3 
puisque  ce  facteur  est  le  log.  de  la  base  même  du  système  qu’on 
considère  (n°  146,  i°.)  ; l’équ.  ( C ) devient 


1(1 +.y)=^-iy  + iy 

doù  Log(i +y)=i  LogeX-K1  +j0- 

Ainsi  on  change  tous  les  îog.  népériens  en  log.  pris  dans  un  sys- 
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tème  quelconques,  en  multipliant  les  premiers  par  Loge  (n°  148); 
ce  facteur  constant  Loge  est  ce  qu’on  nomme  le  MODULE  ; cest 
le  log.  de  la  base  népérienne  e pris  dans  le  système  a , ou  si  l’on 
veut,  c'est  UN  divisé  par  le  log . népérien  de  la  base  a , puisque , 

d’après  les  équ.  (4)  et  (5),  on  a Loge  = 7 = Nous  nous 

k la 

occuperons  bientôt  de  calculer  ce  facteur  pour  un  système  donné 
de  logarithmes.  ^ * 

586.  Pour  appliquer  féqu.  (C)  au  calcul  du  log.  d’un  nombre 
donné , il  faut  rendre  la  série  convergente.  Faisons  le  module 
Log  e—M}  l’équ.  (C)  donne,  en  changeant  y en — y , 

Log  (1  —y)  {y  4- iy2  4-  ly3  +...); 

retranchant  de  (C),  il  vient 


L6e(r~^)=3i!/(j'+i/+s/+7y-)'  • • 

Il  est  d’abord  clair  que  si  l’on  égale  cette  fraction  à un  nombre 
positif  N,  y sera  1 , et  que  la  série  sera  convergente:  mais 
elle  le  devient  bien  davantage  en  posant 

1 +y  z 
J 1 — -y-*—! 


d’où  y = 


2Z 


Le  premier  membre  devient  A = Log  z — Log  (z 1)  , c.-à-d. 

la  différence  des  log.  des  nombres  consécutifs  zetz  — 1.  Ainsi, 


A=2i,/D^+3(iïîrT)3+5 • œ>- 

Lorsque  le  module  M sera  connu , on  calculera  aisément,  et  de 
proche  en  proche,  les  log.  des  nombres  entiers  2,3,4,  5.... 
puisque  cette  valeur  de  la  différence  A entre  ces  log.  est  très 
convergente , et  le  devient  d’autant  plus  que  le  nombre  z est 
plus  élevé.  Et  même  s’il  s’agit  de  former  des  log.  népériens,  M 
ou  Loge,  devient  le  ==  1 , il  est  très  aisé  de  calculer  A;  ainsi  on 
peut  composer  une  table  de  log.  népériens. 

Quant  à la  valeur  de  M , elle  dépend  du  système  pour  lequel 
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on  veut  calculer  les  log. , puisque  M = j— ; ainsi,  on  doit  cher- 
cher le  log.  népérien  de  la  base  a.  Si , par  exemple , a = 10  : on. 
fera  dans  l'équ.  (F),xLT = 1,  puis  2=2;  on  aura  A = I2  (à  cause 
de  h = o),  dont  le  double  est  14  • 

ensuite  z = 5 donnera  15  , et  enlin  on  S a = 0,69014718 

aura  lio.  Ce  calcul  est  exécuté  ci-con-  Apr  z = 5~  o’ 22814355 
tre.  On  divise  ensuite  1 par  lio  : c’est  15  = 1^609^3791 

ainsi  qu’on  trouve  , 1 2 = 

1 1°  = 2, 3oa585o9 

M—  0,43429  44& 1 9 oSqSi  82765  , 
log M=  1,63778  43u3  00536*77817. 

Si  o eût  été  la  base  du  système , après  avoir  obtenu  Ï2  , on 
eut  fait  z =:  3,  et  on  aurait  eu  13  r:  1,09861229  ; enfin, 

M = 1 :13  = 0,9102392. 

De  même  pour  la  base  5, 


M—  1 :15  = 0,6213349. 

Il  est  maintenant  aise  de  former  la  table  des  log.  de  Briggs  et  de 
Callet.  La  base  a = 10  ; la  valeur  de  M accroît  la  convergence  de 
la  série  (F);  quand  z passe  100  le  2e  terme  est  négligeable,  et  le 
1 er  suffitpour  donner  A avec  8 décimales.  Il  faut  d’ailleurs  calculer 
2 ou  3 chiffres  au-delà  de  ceux  qu’on  veut  conserver,  afin  d’évi- 
ter 1 accumulation  des  eneurs  ; il  convient  en  outre  de  ne  partir 
que  de  2=10000,  parce  que  les  log.  inférieurs  se  déduisent 
aisément  des  autres;  dès  que  s passe  1200  , on  peut  négliger  1 

devant  2 z et  poser  A = . 

z 

Par  exemple,  2=10001,  donne  A = 0,000043427;  d’où 
iog  1 000 1 =4,000043427;  pour  2=99857, on  a A=0, 000004349 , 
quantité  qu  il  faut  ajouter  a log  99866  pour  avoir 

log  99857=4,999378514. 

On  observe  d’ailleurs  que  les  log.  consécutifs  conservent  une 
même  différence  dans  une  certaine  étendue  de  la  table  (ier  yoL 
P*  11 7)  i 11  n’est  donc  nécessaire  de  calculer  les  valeurs  de  A 
que  de  distance  à autre.  On  remarque  que  2 = 99840  donne  le 
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même  nombre  A ( la  valeur  ci-dessus  ) que  pour  z — 99860  ; 
donc,  dans  1 intervalle  de  ces  deux  nombres  zt  A est  constant., 
en  se  bornant  à 9 décimales. 

» 

Séries  circulaires . 

687.  Proposons-nous  de  développer  en  séries  sinx  et  cosx 
selon  les  puissances  croissantes  de  x? 

sin  x = Mxm  4-  M'xm' . . . , cos  x = Nxn  -f-  N'xn\ . . ; 

comme  x ==  o donne  sin  x ==  o et  cos  x = 1 , il  faut , que  fai- 
sant x nul , ces  séries  se  réduisent  l’une  à zéro , l’autre  à 1 ; on 
ne  doit  donc  admettre  aucun  exposant  négatif  pour  x,  puis- 
qu’un terme  tel  que  Kx~k  deviendrait  infini  pour  x = o.  De 
plus,  cos  x a 1 pour  terme  constant,  et  sinx  n’en  a aucun; 
J\  ~ 1 , n=z  o;  mais  on  a vu  (n°  062)  que  l’unité  est  la  limite 
du  rapport  du  siaus  à l’arc  ; ainsi , il  faut  que  la  série 

sin  oc 

— Mxm~l  4 M'xmf-\.. 

x 

soit  de  la  forme  1 — <p,  (p  décroissant  indéfiniment  avec  x.  Les 
termes  constans  devant  se  détruire  à part , il  est  clair  qu’il  faut 
que  Mxm~l  soit  = 1 , savoir,  M 1 , m=z  1 : partant', 

sin  x ~ x Mf Xm' COSXrrr  1 4-  N’x*'.... 

En  substituant  dans  1 equ.  sin2  x 4-  cos2x=r  1 , on  trouve  que 
n —2  et  2iV'  = — 1 ; ainsi , en  faisante  — 2 , onpeutposer  ces 
séries  , où  il  faut  déterminer  les  coefficiens  et  les  exposans  : 

cosx=i  4 -Ax*+  Cxy+Exi-j-...  , 

sinx=x*±-Bx/?-j-Dx*~)-  Fx* 4-... 

Changeons  x en  a?  4- A,  dans P sin  x 4-  Q cos  x,  et  dévelop- 
pons selon  les  puissances  de  h ; calcul  qu’on  peut  faire  soit  en 
développant  d’abord  le  binôme  selon  x , et  remplaçant  ensuite 
x par  a? 4 -h,  soit  en  changeant  d’abord  x en  x 4 h dans  ce 


SÉRIES  CIRCULAIRES.  l8l 

binôme  et  développant.  Les  deux  résultats  a bh ch2..^ 
a -f-  b' h -f-  c h 2...  seront  identiques  , d’où  b — b' . Effectuons  ee 
double  calcul,  en  n’y  conservant  que  les  ires  puissances  de  h , 
qui  suffisent  à notre  objet. 

i°.  Psin.x+Qcoso;=P(jc+^xA..)+Ç(i4-^xrt4-C,>r7...)  ; 

en  mettant  x +h  pour  h , donne  pour  coefficient  de  h1  (chaque 
terme  est  une  dérivée , n°  5o3), 

b = P^Jr/iBx^~l+  Q(.»Jx*r~t  + yCxy~*...y. 

2°.  Mettant  d’abord  x -f-  h pour  x dans  le  binôme, 

P (sin  x cos  h -f-  sin  h cos  x)  -f-  Q (cos  x cos  h - — sin  x sin  K) 
= ( P sin  x -f-  (J  cos  x ) cos  h -f-  (P  cosx  — - Q sinx)  sin  h. 

g 

Or,  on  a cos  h =r  1 -j-  -dLh*. . . , sin  h = h -f-  B fi  ...  ; substituant  et 
ne  conservant  que  les  termes  en  h\  la  ir*  partie  ne  donnera  rien* 
et  il  ne  restera  pour  coefficient  que  U — P cosx — Q sinx. 

Comme  P et  Q sont  arbitraires,  l’équ.  b — b'  se  partage  en 
deux , • N 

eos  x = i (èBx^  î>4-  è‘Dx^  T-j-  <p Fx9"1 ... 

= i + -f-  -f  Ex*... , 

sin  x ~ — 2 Ax  — yCx*  1 — tEx*  r- — ... 

= ^+5:/  + d/  +FxP... 

Dans  ces  équ.  identiques  on  doit  retrouver  les  mêmes  termes  dans 
chaque  membre  : la  comparaison  des  exposans  donne 

£ — 1=2,  y — I=Æ,  «b — 1=7,  e— 1=^,  ç — ; 

d’où  # = 3,  7=4,  cb=5,  é = 6,  ç>=7... 

Les  exposans  de  la  série  sinx  procèdent  selon  les  impairs  i , 3 » 
5,  7...;  ceux  de  cosx  selon  0,2,  4;  6....  On  sent  bien  que 
cela  devait  être  ainsi,  puisqu’en  y changeant  x en  — -x,  les 
valeurs  de  sinx  et  cosx  doivent  être  les  mêmes,  le  signe  de  sinx 
doit  seul  changer.  Comparant  les  coefficiens, 

— <zA  = 1 ) @Bz=zA}  —yCz=zB}  $D~Ct  — tE  = £*,„,  * 


2&2 
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B: 

2 


2.5 


\ C=~,  Dz 


donc 


sm  x —X- 


2. 5. 4 

X 3 X 5 

“T* 


2.3. 4-5 


, £: 


2 


...6 


X ' 


2.3  2.  . .5 


X. 


2. ..7 

.6 


+ •♦  (G), 


COS  X — 1 j- 


2 


2 


X*  .X6 

«_  — - 7ÿ  1 • • • ( H ). 

.3.4  2..  .b 


588.  Ces  séries  donnent  les  sin.  et  cos.  d’un  arcdont  x est  la 
longueur,  le  rayon  du  cercle  étant  1.  Supposons  connue  la  cir- 
conférence 2 TT  (n°  591).  TT  I x y,  1800  l nombre  de  degrés  de 

l’arc  x (v.  n°  548).  Substituant  dans  nos  séries  — pour  x,  la 

100 

lettre  x désignera  le  nombre  de  degrés  de  l’arc  x , et  nos  séries 
deviendront 

sin  x — Ax  — Bx3  -f-  Cx5. . . , cos  xr=z  1 — A'x*  -f-  Brx^. . » 
Le  calcül  des  coefficiens  donne 


log^  — 2,24187736759 
log  B — 7,94.7480852  — 

log  A'  =z  4,18272  4j3g5— 
3og  B'  — 9,68729823 


log  C : 

log  D ■ 

log  C 
log  D'  ■ 


i i , i3o2o559 
^,99071 1— 

14,593932 — 
19,329498 


10g  : 

log  F : 

log  E' 
log  jF': 


22,6l7l3 

27,05950 

25,85goi 

30,22219 


58g.  Mais  il  importe  moins  de  calculer  les  sinus  et  cosinus 
que  leurs  log.  Soit  «fia  différence  constante  des  arcs  de  la  tabl© 
qu’on  veut  former  ; un  arc  quelconque  x est  = 7 z«f  ; d’où 

sin  x = 7î<f(  1 — f-7i2<f2...),  eos  r — 1 — i 7i2<f2  -f,... 


Faisons 


nW 


712<f2  JlW 

“2  IX4“,; 


nous  avons  sinx  . — 72<f(i — y')  , cosx=i- — z,  ; prenant  les 
log.  dans  un  système  quelconque,  dontle  module  estM  (n°  586),, 
on  trouve 


Log  sin  x = Log  77^—  M(y  -f  | y2  + fy3..,)  , 
Logcosx  = — M(z  -f-iz>2+  j z3...); 

enfin , remettant  pour  y'  et  z leurs  valeurs  a 


i83 
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; Logsin^r  = Log(7z^)  — 
| Logcoso:=  • — 


■^2 

Mi* 

— % n - 
2 . 0 

4.5.9  ni 

~ 9“.5.7 

Mi‘ 

rr- 

Mi*  . 

_ , n*- 

Mi6  . 

-^i 1 6 

2 

ô.  4 

9.5 

J 


Si  la  base  des  log.  est  10,  et  que  les  arcs  de  la  table  procèdent 
de  10"  en  10",  comme  cela  a lieu  dans  les  tables  de  Gallet,  & 
est  la  longueur  de  l’arc  de  10",  ou  le  64800e  de  la  demi-circon- 
férence 7 t.  D’après  les  valeurs  de  7r  et  de  M (nos  24$  > 586),  on 
trouve  , tout  calcul  fait,  que 

logsina;rr=log^-|-log7i — Ait1 — Bri...,  logcosxrrz — A' ri2-— B ri,.. 

log cT  = 5,68557  486682,  log  A = 16,28078279,  log  B = 20, 1248118 

log^'  = 10,70790405,  log  B'  — 19,3009025 

Par  ex. , pour  l’arc  de  4°i  ou  16200",  on  a n — 169,0. 


log  «T  — 5,68057487 
log  /j4=  3,2095i5oi 

• — 0,00044649 

— 0,00000009 


log  A — : 10,2307828  log  B — 20,1248110 
logra2  = 6,4i9°3oo  logn4  — 12,8880600 

4,6498128  8,9628713 

On  retranche  les  nombres  correspondans. 


2,8946433g  = logsin4°3o/ 


log  A'  — 10,7079041  log  JB'  = 19,8009020  — 0,00183947 
log  n2  = 6,4190300  log  — i2,838o6oo  * — 0,00000188 


3,1269841  6,1889625  — o,ooi34o85 

complément  = log  cos  4°  So'  = 1799865915 

si  r on  veut  avoir  log  R~  10,  on  ajoutera  10  aux  caractéris- 
tiques. Les  log.  des  tang.  et  cot.  s’obtiennent  par  de  simples 
soustractions. 

Comme  n croît  de  plus  en  plus , nos  séries  ne  peuvent  guère 
servir  au-delà  de  12°,  parce  quelles  deviennent  trop  peu  conver- 
gentes. On  ne  les  emploie  même  que  jusqu’à  5°;  au-delà,  on 
recourt  au  procédé  suivant. 


On  a 


sin(:r -f- <L)  sino?  cos  sin^cos.r__ 
sinx  sinoz 


eos^-j-sin^cota;  = cos  ^(1  + tang  êt.  cot  x) 
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prenant  les  log.,  le  iCt  membre  est  la  différence  A entre  les  log»' 
des  sinus  des  arcs  x -f-  & et  x , savoir, 


A — logcos^+ J/(tang^.cotar— itang^cotajc  4-  J. „). 

Kn  raisonnant  de  meme  pour  cos  (x  -f~  ^),  on  trouve  que  I® 
différence  entre  les  îog.  consécutifs  des  cosinus  est 

A'  = log  cos  M (tan g ^ tang  a:  4-  \ tang2*\  tangax  4.1 

Lorsqu’on  se  borne  à 9 décimales,  et  qu’on  prend  ^ de  io",  le 
se  terme  de  ces  séries  donne  seul  des  chiffres  significatifs, 

A ^ ^an§  cot  x , A = — — d/tang  «h . tang  x , 
et  on  a log(Mtangcf)  = 5,323355i788. 

Quand  «fest  1',  on  a log  [M  tang  J)  = 4,  1 01 5 1043. 

Ainsi , en  partant  de  1 arc  xr=  5°,  dont  on  connaît  le  sin. , le 
eos. , la  tang.  et  la  cot.,  on  peut,  de  proche  en  proche , calculer 
tous  les  sinus  et  cosinus  , par  leurs  différences  successives  A , /Ÿt 

s ut  de  10  en  10  , soit  de  î en  1 / ; par  suite  on  conclura  la  tang. 
et  la  cot.  Soit,  par  exemple  ,, 


x~io°io"5o"  log cotx=  0,7459888 
constante  = 5,3233592 


log  tango:  = i,  25401 12 
5,3233592 

4,0690480  6,5775704 

Diff.  îogarithm.  A=o,oooii73i  A'  ==  — 0,000003779 

On  remarquera  ici,  comme  p.  179,  que  les  quantités  A et  A* 
sont  constantes  dans  une  certaine  étendue  de  la  table.  Pour  évi- 
ter l’accumulation  des  erreurs  on  calculera  d’avance  des  ternies, 
de  distance  en  distance,  lesquels  serviront  de  point  de  départ. 
Inéquation  sin  2x  = 2sin  x cos  x , qui  donne 

log  sin  2x  ~ log  2 4 log  sin  x -j-  log  cos  x, 

servira  à cet  usage . Comme  sin  45°=  } ^2  , tang45°=cot4&  = 1 > 
on  pourra  partir  de  cet  arc  et  calculer  sin  45°  d=  10"  ; ces  deux 
arcs  complémentaires  ont  réciproquement  le  sin.  de  l’un  pour 
cos.  ae  1 autre;  d ou  1 on  tire  leurs  tang.  et  cot.;  de  là  on  passera  à 

45°  dz  20",  453  ds,  3o",  etc. 
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5go.  En  comparant  les  séries  (G)  et  ( H ) à î’équ.  (Z?),  on  voit 
que  leur  somme  est  ex , au  signe  près  des  termes  de  2 en  2 rangs;  or 
si  l’on  change  x en  Azx\/-—i , dans  le  développement  ( B ) de  exP 
comme  y—  1 a pour  puissances  ]/ — 1 , — 1 , — \/ — 1 > + l> 
lesquelles  se  reproduisent  périodiquement  à l’infini,  les  signes 
des  termes  se  trouvent  être  les  mêmes  que  dans  les  sériés  G et  H f 
d’où 

COs  x =h  V/—  1 . sin  a?.  . . (/). 

En  ajoutant  et  retranchant  ces  deux  équations  , 


cos  a: 
d’où 


exV  1 e 


—xs/'—i 


tang  x 


2 

éxvr—- 1 


— , sin  x 


2 y/-—  1 


•.  > • (*); 


en  multipliant  haut  et  bas  par  erv'~' . On  ne  doit  regarder  ces 
expressions  que  comme  des  résultats  analytiques  , où  les  imagi- 
naires ne  sont  qu’apparentes  , attendu  qu  elles  doivent  dispa- 
raître par  le  calcul  même. 

Enfin,  changeant  x en  nx  dans  (/),  on  a 

O^nxy'—i  cos  nx  Hb  1 . sin  ÎIX.  . . -,  7 


mais  le  1er  membre  est  la  puissance  ne  de  lequ.  (/).*,  donc  on 
. / 7 

a , quel  que  soit  n , 

eosTurztrî/ — 1 . sin  nx  = (cos  x dt  \/ — i.sina:)".  . . (ZJ/). 

Ces  formules  sont  très  usitées.  Nous  nous  bornerons  ici  à 
les  appliquer  à la  résolution  des  triangles.  Faisons 

& = eC z — eC~J  s/~l  ; 

d où  cos  C = \ (z  -j-  z/),  sin  G.  \/ — 1 = i (^  — z ). 

Soient  A,  B,  C les  trois  angles  d’un  triangle,  «,  b , c les  côtés 
respectivement  opposés  ; on  a 

a sin  B — b sin  A — ù sin  (Z?  -f-  G)  ; 

,,  sin  5 _ ù sin  G 

d ou  5 = tang  B = 


a — ù cos  G y 


e 


î86 

\/ — I 
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b(z  — z') 


y'—i a ~~  bz* 

, e — 


a 


e2B  sf  l+  i 2 a — ù(z,  -f-  a') 

enfin , 

iB  v/—  i = l(a  — - bz!  ) — 1 (a  — £z) 

(équ.  Z>)  = $ («-*')  (»*-  *'*).  • ; 

Mais  îa  formule  (L)  donne 

2mz=zcos7îiC-J-^/ — >i  .sin  mC,  z'm  r: cos  mC* — y—  i .sin T» C ; 

• d’où  zm  — zAm  = 2 — i . sin  77i C ; 

en  substituant  et  supprimant  le  facteur  commun  2 p/—  1 , il  vient 

* Z>  • bz  /»3 

^=-sinC+  — rsinaC  -f-  5--,  sin3C+... 
a 2 a2  3aJ 

L équ.  c2  = a?— zab  cos  C’+ù2=  a?— ab(z  + 04-  ù2, 

se  réduit  àc2  = (a  — ùz)  (a  — ùz')  , à cause  de  zzr  = 1 . Pre- 
nant les  log.  on  obtient 

2log  c = alog  a — - If  F-  (z  + z'  ) +-+  (z2+  z'2) ...  ; 

2iCl 

et  comme  zm  -f-  zm  = 2cos  rnC,  on  a 

y*  - . 


(b  b b6  \ 

- cos  C-j cos2é?  + — cos  3C...  Y 

a f za  3 a3  / 

% 

Ces  deux  séries  servent  à résoudre  un  triangle , où  b est  très 
petit  par  rapport  à a , connaissant  les  deux  côtés  a et  b et  V angle 
compris  C. 

591.  L’équ.  (/)  donne,  en  prenant  les  log.  népériens,  . 
dt  x V / — 1 — l(cos  X’  riz  \/ — 1 . sin  x)  ; 
retranchant  ces  deux  équ.  l’une  de  l’autre , 


2X 


^ ^ J cos  X +1/-1  . sinx j /1  4-  y/‘ — 1 .tangx\ 

cos  x — {/ — î.'sinx  \i—  V/ — I.tangx/® 


à cause  de  sinx  = cosxtangx.  Or,  îa  formule  (2?)  donne  le 
développement  de  ce  log.  ; et  supprimant  le  facteur  commua 
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® V — 1 j on  a cette  expression  de  l’arc  x , lorsqu’on  connaît  sa 
tangente  , 

.r  — tanga?  — étang3:c  -f-  ~ tang5a? — } tang7o?.  . » (JV). 

Cette  formule  sert  à trouver  le  rapport  7r  de  la  circonférence 
au  diamètre.  Deux  arcs  a?  et  a?',  dont  les  tang.  sont  | et  , ont 

ï + i 


pour  tang.  de  leur  somme  tang  (pc  -f-  a?') 


i 1 

■ a • 3 


i ; cette 


somme  est  donc  x -j-  x — 45°.  Faisons  dans  (N)  tanga?  = - , 
tang  ad  , et  ajoutons -,  nous  aurons  la  longueur  de  l’arc  de 
45°,  qui  est  le  quart  de  la  demi  - circonférence  çr  du  cercle  dont 
îe  rayon  est  i : 

A » = i _ I (B3 + 1 (D5- • • + 1 - ï G)5  + i .G)5-  • • 

On  obtient  des  séries  plus  convergentes  par  le  procédé  de 
Machin.  Prenons  l’arc  x dont  la  tang.  est  £ ; d’où  (L , n°  35g) 

tang  2x  — : tang  4a?  = 


2 

^ • i a 


1 ao  . 

i i 9 > 


i— tangua?  ^ * i — (i^)a 

cet  arc  4 oc  diffère  donc  très  peu  de  45°;  A étant  l’excès  de 

sur  45°,  ou  A —4X  — 45°,  on  a tang  A—  i = 

Par  conséquent,  si  l’on  fait  tanga? ■=  § et  qu’on  répète  4 fois  la 
série  N , on  aura  l’arc  4^  ; de  même  tang  A = , donne  l'arc  A ; 
et  retranchant , on  obtient  l’arc  de  45°,  ou 


1 7r: 


4Ei — s (f)3 + i (i)5~ a - th  ■ 


Nous  avons  donné  (n®  248)  le  résultat  de  ces  calculs  avec  20 
décimales.  tt  ~ 3, 141 5g  26535g  , 

îog 7r  r=z  0,497*4  98726g , lsr=  i,  i4472  g8858  4g4- 

5g2.  Faisons  a?  = kvr  dans  Féqu.  (/)  , k désignant  un  entier 
quelconque;  on  a sina?=;o , cosa?  = ±:  1 , selon  que  k est  pair 
ou  impair, 

v/"“1  —dz  1 , î(zb  i)~  dr  — 1 ; 

multipliant  par  le  module  My  et  ajoutant  la  valeur  numérique  A 
de  Loga , 


/ 


1 88 
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Log(=ha)  = ^±:^v/— i ; 

k étant  un  nombre  quelconque  pair,  s’il  s’agit  de  Log(-f-a)s> 
et  impair  poui  Log  ( a).  Donc  tout  nombre  a une  infinité  de 

log.  dans  le  même  système  ; tous  sont  imaginaires  si  ce  nombre 
est  négatif  ; s'il  est  positif  ) un  seul  est  réel  (*). 

5p3.  Développons  maintenant  sinus  et  cos  z selon  les  sinus  et 
cosinus  des  arcs  z,  2z , 3z...  Posons 

cos  z -f-  — 1 . sin  z —y  3 cos  z — f — 1 , sinz  = v ; 

doù^v  = i,  2cos  z ’z^zy  p * i )u)A')  A"...  étant  1 es  coefficient 

de  la  puissance  u,  on  a , quel  que  soit  u , 

sucosuz  ~yuA~  uyu~~ 2 ~h  ^ryu~^  -f-  A"yu~6..t 

L'équation  (M')  donne  y*  = cos  kz  -f-  \/ — i . sin  kz. 

Donc 

cos uz  = cos  uz  -f-  u co s(u — 2)z  -f-  A'  cos  O — 4)z.. . (P)  „ 
1/‘ — ’ 1 [sin  uz  - f-  u sin  (u  - — A)z  -f-  Ar  sin  ( u — f)z.  . . 

Le  ±:  provient  ici  de  [/• — i , qui  admet  toujours  ce  double 
signe.  Quand  u est  entier  cosuz  ne  peut  avoir  qu’une  seule  va- 
leur; ces  deux  expressions  doivent  donc  être  égales , et  la  série 

« 

se  réduit  a la  ire  ligne  (P)  ; mais  si  u est  fractionnaire  u = — 

9 n* 


^ ) De  a*  — ( ci)2,  on  tire  2 Log  a — 2 Log{ — a)  ; il  ne  fant  pasen  conclure 
avec  d’Alembert , que  + a et  — a ont  les  memes  log.  ; car,  A et  / étant  pairs  » 
on  a 

Loga  = Art  kw  — i ,,  et  = A zt  Itt  >/  — i , 

et  ajoutant,  2 Log  a~  2 A t ( k-tl)?r  s/  — - 1.  De  même,  h'  et-/'  étant  im- 
pairs, on  trouve  2 Log  (-a)  = 2 A ± \k'  4 .U)7r^~  \.  Or,  il  est  visible  que 
cette  dernière  expression  est  comprise  dans  la  première  , parce  que  P-f-Z'est 
un  nombre  pair  , sans  que  2 Log  (—  a)  soit  en  général  = 2 Log  a , attendu  que 
la  réciproque  n’a  pas  lieu,  A -f-  l pouvant  être  multiple  de  4-  Par  exemple  . 
A'  — 9,  l'  =5  donne  le  même  résultat  que  A — 10,  l — 4 ; mais  si  A — l—  ro, 
aucune  valeur  impaire  de  A'  et  lf  ne  peut  avoir  20  pour  somme.  D’Alembert 

devait  donc  conclure  seulement  que,  parmi  les  log.  de  4-  a et a,  il  en  est 

qui , ajoutés  deux  à deux,  donnent  des  sommes  égales. 
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on  a une  racine  à extraire , qui  admet  n valeurs  ; si  l’on  prend 
pour  z les  valeurs  s , z-f~  27r , z -f-  /çr... , s -f-  (ji — 1)^ , cos z 
et  le  ier  membre  resteront  les  mêmes,  tandis  que  les  dévelop- 
peine  ns  seront  différens  , le  1/ — 1 restant  où  il  convient;  ce 
seront  les  n valeurs  demandées. 

Pour  obtenir  sinu3,  changeons  ci-dessus  z en  900—  3;  dési- 
gnons u } u — — 2 , u — 4...  par  h , h sera  les  facteurs  u — qx  de 
l’arc  3,  dans  le  2e  membre  ; les  cos  hz  deviendront 

cos  (|  Ji7r  — hz)  ™ cos  | hx.coshz  -f-  sio  jhTT.sinhz. 

Remettons  u — 2.x  pour  /z;  l’arc  \ hir  deviendra  \7ri1  —kjc~  ^ ?ni9 
puisqu’on  peut  ajouter  à l’arc  des  demùcirconférences , sauf  à 
•prendre  le  sin.  ou  le  cos.  avec  le  signe  convenable.  Désignons  par 
C et  S le  cos.  et  le  sin.  de  l’arc  \ ttu  : raisonnant  de  même  pour 
les  sinus  de  uz  , ( u — 2)3...,  on  trouve  que  lé  changement  de  3 
en  9c0  — 3 , répond  à celui  de  cos  3 en  sin  3 , 

de  cos  (u  — 2x)z  en  dz  ( Ccoshz  -f-  S sinhz) , 
de  sin  (u — 2x)z  en  dz  (S  cos  Ù3—  C sin  hz)  , 

en  prenant  — f-  si  a;  est  pair,  — si  x est  impair.  Ôn  fera  donc 
h ~u}  u — 2,  u — 4...,  et  on  prendra  les  résultats  successifs 
en  + et  en  — tour  à tour.  Donc 

2usinuz~(C±i[/ — 1 .5)  [cos  uz-ucos(u-2)z-j-A'cos(u.~4)z...'} 

-{- (é>  zp p/ — 1 . C)[sin  uz-u sin(w-  2)z-\-Arsm(u-/()z..r\. 

Quand  u est  un  nombre  entier , comme  sinu3  n’a  qu’une  valeur, 
ces  deux  développemens  sont  égaux , et  les  deux  termes  imagi- 
naires doivent  s’entre-détruire  ; mais  il  faut  distinguer  deux  cas  , 
parce  que  C et  S,  qui  sont  le  cos.  et  le  sin.  de  multiples  du  qua- 
drant , \ nu  y se  réduisent  à zéro , à -f- 1 ou  à — 1 , selon  que 
u est  pair  ou  impair. 

i°.  Si  u est  pair,  S~0)  C est  -R  1 pour  u — ^n,  C est  — 1 si 
u ~4n-\-2  ; d’où  dz  2usinu3  = cos  uz  — u cos(u — 2)3....  Mais 
les  coefficiens  de  la  formule  du  binôme  sont  les  mêmes  à di- 
stance égale  des  extrêmes.  De  plus  l’arc  qui  en  a x avant  lui  est 
u — 2 jc  ; et  celui  qui  en  a x après , en  a u — x avant , et  par 
conséquent  est  u — ■ 2(4 — x)  = — (14  — » ar)  ; les  cosinus  de 
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ces  arcs  sont  donc  aussi  les  mêmes  deux  à deux,  et  les  termes 

en  s ajoutant  deviennent  divisibles  par  2,  excepté  le  ternie  moyen  ■ 
donc 

— 2"~'  sin“z  = cos  uz  — M cos  (u  — a)a  -(-  A'  co  s(u  — 4)z. . .(Ç); 

il  ne  faut  pousser  le  développement  que  jusqu’au  terme  moyen 
(qm  est  constant)  , dont  on  prendra  la  moitié  (voy.  p.  6,  pour 
la  valeur  de  ce  coefficient).  On  prend  le  signe  4 quand  u est  de 
la  forme  4n , et  le  — si  u = /pi  4 2. 

2°.  Si  u est  impair , C = o , rh  1 ; et  on  a 

— 2us\ridz  = sin  uz  — u sin  (u  — 2 )a...  ; 

les  arcs  sont  encore  égaux,  en  signes  contraires,  à égale  distance 
des  extremes  • et  comme  le  signe  du  coefficient  se  trouve  dif- 
férent , les  termes  s’ajoutent  encore  deux  à deux  , et  on  a 

~ sin“*  = — « si  n(o  — 2)2  + A' s in  (u  — 4)z. ..(/?). 

On  ne  poussera  le  développement  que  jusqu’au  terme  moyen 
(qui  contient  sin  a , et  dont  on  ne  prend  plus  la  moitié)  ; le  signe 
+ a lieu  quand  u = 4n  4 1 , le  — - quand  u = 4?i  4 3.  & 

3°.  Enfin,  la  sérié  (P)  offre  de  même  des  termes  qui  s’ajoutent 
2 à 2 , lorsque  u est  entier  et  positif,  et  1*  on  a 

Qu~1cosuz  = cos  uz  4-  U C0è(u — 2)  a 4-  Arcos(u—~4')z-f-...(S)  ; 

en  n etendant  la  série  qu  aux  arcs  positifs , et  prenant  la  moitié 
du  terme  moyen  constant,  quand  u est  pair. 

On  en  tire  aisément  les  équations  suivantes  : 

2C0S2a  = cos  2a  4 1 > 

4cos3a  — cos  3 z 4 3cos  s , 

8cos*a  cos  4 4*  4^^^  2a  4 3 , 

3 6cos5a  = cos  5z  4 5cos  3 Z 4 1 0C0S  Z , 

o2cos6z  — cos  6a  4 ficos 4a  4 1 5cos 2a  4 io,  etc„ 

— 2sinpa  — cos  2a  — 1 ; 

— 4sin3a  = sin  3a  — ■ 3sina, 

8siffia  = cos  4%  — 4cos2a4  3, 

i6sin5a  = sin  5a  — 5sin3a4  îosina, 

— 32sin6a  = cos  6a  — Gcos  4%  4 1 5cos  2a  — 10,  etc. 

594.  Réciproquement , développons  les  sinus  et  cosinus  d’arcs 
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multiples,  selon  les  puissances  de  sinz=:.s,  cos z=c.  Le  2® 
membre  de  réquation (ÆT)  est  (c  -f- V/ — 1 ••O*  :en  développant 
par  la  formule  du  binôme  , on  arrive  à une  équ.  de  la  forme 

cos  nz  + j/-i  . sin  nz  — P+QV—n 

et  puisque  les  imaginaires  doivent  se  détruire  entre  elles , l’équa- 
tion se  partage  en  deux  autres , cos  nz  — P}  sin  nz~Q>  la  1 re 
contenant  tous  les  termes  où  i {/ — 1 porte  des  exposans  pairs  j 
ainsi,  n étant  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif, -on  a 


cos  nz~cn—n 


n — -1 


n— 2C2 


2 


.S2-f 


n (/x — -1  )(n- — 2)(n-— 3)  n_ 


2.3.4 


c»-4j4— 


smrc; 


2.0  2. 3. 4. 0 


Ainsi , s étant  = sin  z , et  c = cos  z , on  a 

C0S2Z  — C2- — S2,  sin2Z=2C^, 

cos3  z — c3 — 3 es2,  sin3z~3c2^  — s3, 

cos4^=:c^-—  6cV+  •?*,  sin4z  = 4c3^ — 4r-ç3> 

cos5z  = c° — ioc3s2-}-  5 es*-,  sin5z  = 5c^  — ioc2.s,3-f- 

cos6z  — c6*—  i5c%2--f- 15 ù\s4‘ — s6,  sinGs  = Gc56-  — 20c3.ç3-f- 6c\s5, 
etc.  etc. 

5q5.  Dans  ces  formules  les  sinus  sont  mêlés  avec  les  cosinus; 
on  peut  en  trouver  d'autres  en  fonction  du  seul  sinus , ou  du 
cosinus.  Puisque  les  arcs  z,  2z , 5z...  font  une  équi-différence 
les  sinus  et  cosinus  forment  une  série  récurrente  (n°  36 1)  » dont 
les  facteurs  sont  2 cos  z et  — 1 . De  même,  si  les  arcs  procèdent 
de  2 en  2,  savoir,  z,  3z , 5z...  , ou  bien  oz,  2z,  \z...\  les  fac- 
teurs'sont  2cos2zet  — 1 ; or,  2C0S2Z  = 2(c2-— ^a)  = 2 4^20 

Ainsi,  partant  de  cosz=  1 , sinoz— o , cos  z = c , sinz=r.v...  , 
il  est  bien  aisé  de  former  les  séries  récurrentes  qui  suivent,  dont 
on  a les  deux  iers  termes  et  la  loi  (n°  58o). 


sin2Z  = s(  2c)  , COS  2 Z = 2CS 1, 

sin3 z = s(4cu~-’  0,  cos3 z==  4c3 — 3c, 

sin  4z  — s(  8c3 — 4c),  cos4z=:  8c4_  8c  + 1 , 

sin5z  = j(i6c^--  i2c2  + 1),  cos  5z  = 1 6c5—  80c3  -f  5c, 

sin6z  — 5(32c5—  32c3-f-  6c),  cos  6z^52c6~-  48d-f-  i8cy—  1 
sin  7Z  = j(64c6—  80 c*+24c®  — 1)  , etc. 


%Ç)2 

sin2z; 
sin^ 
s in  6z: 
sin  8 z: 
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: 2(25)  , sin  3z  = 3s  — 4 s3, 

: c(4s  — 8s3) , sin  5z=5s  — 2o.s3-f-  1 fo5, 

c(6.9 — ■32,s3  -{-Sas5)-,  sin 7 z~js  — 56i3+i iqs5-64s?' 
c(8s — 8os3-j~  192s5 — 128s7)  etc. 


•C0S2Z=1—  2 S*,  C0s3z.:=:c(l 4^*)» 

cos4z=  1—  8s*-{-  8s*,  cos5z  = c(i — i2,s2-{-i6.s4), 

cos6&  — - 1 — 1 8.s2-f-48^— -32.S6,  cos7z  — c(i  — 24s2-i~8osï — 64-s6)» 
etc.  etc. 

Quant  à la  loi  de  ces  équ.,  elle  est  démontrée,  onzième  leçon 
du  Calcul  des  Fonctions,  où  Lagrange  trouve  ces  formules  gé- 
nérales : 

cos  nz=  sQJac)*""1 — (n — 2)(2c)n~3-J-(n — 3)  (2c)*”5 

2 

(n-4)...(n-6)(2cr_?  + (n- 5)...(n-8)  (ac)E_9_ ^ . 


2,5 


2 • 5 » 4j» 


n-3-  -.-i ..  "-4  «-s 


2sin/iz  = (2 c)"—  7i(2c)n  2-{-  11  — * (ac)““^-n  ^ - (2c) 

2 2 0 


°-f-  71 


(^— 7)  (ac)„_s_ 


2.3.4 

Quand  n est  pair,  on  peut  poser 


1 , ou  ne. 


smnz 


cos nz : 


r n2- 

:l  nS’—n . - — - 

L « 


2 22 


53+7Z 


772 2 2 7l2 43 

~^3~'~4jr 


;...(asy-  J, 


71'“  712  7l2~22  . 7Za  71 2- 2 7l2~4  R 

-saH — -ITT -s4 — 4,6 

2 2 0.4 


2 ° 3.4  5.6 


sb...±(2s)n: 


et  quand  n est  impair 


n 


sin  nz  -=.ns< — n 


2.3 


1 2 ,,  n 2 


■Ia  n2— 32 


2.3  4.5 


S5...  | (2s)n, 


€0S  nz: 


r Tl2— la  o , 7Î2—  l2  Tl2— 32  , , N ~ï 

L i.a  A. a 0.4  J 
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I 


Méthode  inverse  ou  retour  des  Séries , 

5g6.  Étant  donnée  l’équation = , où  <px  est  une  série  s il 

s’agit  de  trouver  jc  ~ Fy  en  série  ordonnée  selon  y.  Si  cette 
dernière  a une  forme  connue,  telle  que,  par  exemple , 


x = Ay  -f*  B y2 -F  Cy3  -f-  Dy^...t 

il  ne  s’agit  que  de  déterminer  les  coefficiens  At  B , C...  On  sub- 
stituera dans  la  proposée  y = ç>x , cette  série  et  ses  puissances 
pour  jc,  x2,  jc3...,  et  Ton  aura  une  équ.  identique,  qu’on  parta- 
gera en  d’autres,  par  la  comparaison  des  termes  où  y a la  même 
puissance  : ces  équations  feront  connaître  les  constantes  A , 
B,  C,  D... 


Soit  yz=M(x-~- 1 ~ x3— ^ jc^...)  ' 

qu’on  se  soit  assuré  que  la  série  ci-dessus  convient  pour  jc  (cela 
suit  de  ce  que  y est  le  log.  de  i -f-  jc  , ou  ciy  = 1 -f-  je  (voyez 
7i°  585)  *,  substituant  donc  pour  jc  la  série  Ay  -f-  B y a...,  il  vient 


A — Ay  -f-  B y2  -f-  Cy3  -f-  DyK  . . pour  jc  , 

— £ Ay2 — A B y3  — ({B2+AC)yK  . . — 

My+  — t*3, 


d’où  AM—^B  — '-A*,  C~AB 


A 3,  D 


puis 
Enfin  , 


A~~M’h~  s ’ C 


A 3 _ 

:2.3’  D~2.3 .4’ etc" 


x==Jv+éy + æ3 + Æ 

a— ^y-t-  2 i-  2.3 -r-a.3.4- 


De  même  jy  ~ jc  jca  -f-  jc3  ■ — - jch... 

§e  renverse  ainsi,  x ~y  -j- y*  "F  y3  +y.... 

Mais  il  est  rare  qu’on  connaisse  d’avance  la  forme  de  la  série 
cherchée  jc  ==  Fy  \ on  indique  alors  les  puissances  de  y par  d® 
a.  i5 
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lettres,  * = Ay *+ V+  Cyy...  , et  il  faut  déterminer  les 
coefficients  et  les  exposans , en  -considérant  qu’après  la  substi- 
tution dans^y.  «par,  il  faut  que  chaque  terme  soit  détruit  par 

d autres  où  y a la  meme  puissance.  C est  ainsi  que  nousavons 
opéré  (n°  58j). 

Soit  ^ ^ -f- -7  a?  + -h... ^ 

supposons  æ-=Aya ByB Cyy-\-^.t 

y...  étant  des  nombres  croissans.  Nous  ne  mettons  pas 
de  terme  sans  y,  parce  que  ar=:o  répond  à y = o.  En  substi- 
tuant pour  x sa  valeur,  nous  voyons  que 

i°.  Les  exposans  2,3, 4„. . qu’avait  x , formant  une  équi- 
dilfei ence  , u}  /3 , y.,.,  doivent  en  former  également  une,  puis- 

qu  en  développant,  les  puissances  x'1i  x3...  jouiront  visiblement 
de  la  même  propriété. 

2°.  Si  1 on  trouve  x et  /B  , y,  «h...  s’ensuivront. 

3°.  Le  terme  où  y aura  le  plus  petit  exposant  est  \ A^y2*  ; il 
doit  s’ordonner  avec  le  ier  membre yy  d’où  2*=i,i^=V 
ainsi,  * = £,  Ax=z\/^. 

4 . Les  termes  qui  ensuite  ont  le  moindre  exposant , étant 
AB  y ^ et  \A3y  , pour  s’ordonner  ensemble  ils  doivent  avoir 

*+*  = ou  * = ainsi  y = savoir, 

]_  2.  3 

a?  = Ay^  -f-  By  " -f-  -f-  etc.  ; 

en  refaisant  le  calcul  on  trouve  bientôt  ^ , Z?,  C...  ; d’où 

x =/■  V'a-iy + tV  V»  A+  rky +■■■ 

C est  ainsi  que 


>,3 


J 


a; 


07“ 


a;7 


1.2.3  1 . 2.  ..5  1^  2.  ..y 
renverse  sous  la  forme  a:  = Ay  -f-  B y3  -f-  C y 5 
On  trouve  , tout  calcul  fait  ( n°  8oo)  , 


x 


-y  _j_  JLjf  + . »-5-5y  i.5.5.7y3 

^ a-3  «•  4- 5^2.4. 6. 7^2. 4,6.8. 9' 


MOINDRES  CARRES. 

/ 

Pour  x = ay  4 by*  4 cy3  4-** , on  obtient 


i95 


X bx û , 2 Z>2 

.y  — “—-H — 


a 


aJ 


Cf 


ac  . 5c&c — — 5 P , 

— ar  + — xK . « 

1 a 7 


La  série  a:  = cy  4 ùy3  -f"  cy5  “f"  donne 


x ù.r3  3ù2 

^ M + 


a 


a 


c' 


ac  , , 8cùc 

— a:5  4 — 


■ a*d  — 12Ù3 


c 


ÎO 


X7..,* 


Enfin  _y  = ;r  2 — il’-  — tî**  — î4î**..- 

donne  a;  = Ay~*  4 J5y“4  4 £ÿ— 6...  » 

et  par  suite , 

x — y'"4  4 y~s  — y~8  4»  • » 

Si  la  proposée  était  y = c 4 ^ 4 ex*... , pour  la  commo- 
dité du  calcul,  il  serait  bon  da  transposer  c,  et  de  faire 


£Z Tf  „ 
b — 


d’où  Z — X 4 T 

O 


on  développerait  ensuite  a;  en  z.  Au  reste,  voyez  n°  71  t,  où  nous 
avons  traité  la  question  du  retour  des  suites  de  la  manière  la  plus 
générale. 

Des  Équations  de  condition „ 

697.  Lorsque  la  loi  qui  régit  un  phénomène  physique  est 
connue  et  traduite  en  équ.  <p  (x}y...a,  b...)  — o,  il  arrive  sou- 
vent que  les  constantes  a , b , c.  . . sont  inconnues , x , y.  . „ 
étant  des  grandeurs  variables  avec  les  circonstances  du  phéno- 
mène. On  consulte  alors  l’expérience  pour  déterminer  a , b,  c... 
en  mesurant  les  valeurs  simultannées  de  a:,  y , z.  . . , et  les 
substituant  dans  l’équ.  <p  = o : puis  répétant  l’expérience,  ou 
observe  d’autres  valeurs  pour  x , y,  z...,  ce  qui  donne  d’autres 
équations  de  condition  entre  les  constantes  inconnues  a,  b>  c..,9 
que  l’élimination  fait  ensuite  connaître. 

Mais  les  valeurs  tirées  de  l’observation  n’étant  jamais  exactes^' 
les  nombres  a',  b',  c . . . , qu’on  obtient  ainsi  pour  a>  b , c.  . 


1 
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ne  peuvent  être  regardés  que  comme  approchés  : on  doit  donc 
poser  , dans  <p  — o,  a — -f-  A , h z=z  b'  B. . . , jet  détermi- 

ner les  erreurs  A , B.  . .,  dontrz,  b.  ....  sont  affectés  ; et  comme 
A , B.  . . sont  de  très  petites  quantités , on  est  autorisé  à en 
négliger  les  puissances  supérieures  : ainsi,  l’équ.  <p  = o ne  con~ 
tient  plus  les  inconnues^,  B qu’au  1er  degré,  par  ex. , sous 
la  forme 

o x -f-  Ay  -f*  B z Ct . » ...  (1). 

On  supplée  alors  à l'imperfection  des  mesures  de  oc,  y,  z...  parle 
nombre  des  observations.  En  réitérant  souvent  les  expériences,  on 
obtient  autant  d’équ.  (i),  où  x > y,  z. . . sont  connus  ; on  com- 
pare ces  équ.,  on  en  combine  plusieurs  entre  elles , de  manière 
à obtenir  une  équ.  moyenne,  où  Tune  des  constantes  ait  le  plus 
grand  facteur  possible  , tandis  qu’au  contraire  les  autres  fac- 
teurs deviennent  très  petits  : par  là  l’erreur  de  la  détermination 
des  coefficiens  se  trouve  beaucoup  affaiblie.  En  réduisant  ces 
équ.  de  condition  au  nombre  des  inconnues,  l’élimination  donne 
bientôt  les  valeurs  de  A , B,  . . 

Cette  méthode  est  usitée  en  Astronomie;  mais  elle  est  bien 
moins  exacte  que  celle  des  moindres  carrés , proposée  par 
M.  Legendre  , qui  rachète  la  longueur  des  calculs  par  la  préci- 
sion des  résultats.  Concevons  que  l’observation  ait  donné  des 
valeurs  inexactes  de  x , yt  z.  . . ; substituées  dans  l’équ.  (1),  le 
ier  membre  n’v  sera  pas  zéro  , mais  un  nombre  e très  petit  et 
inconnu.  D’autres  expériences  donneront  de  même  les  erreurs 
e' j e\  . . correspondantes  aux  valeurs  x , x" , ÿ , y" • . . , savoir, 

e = x'  -f-  Ay'  -}-  Bz\ . e"  r=z  x1  -f-  Ay 1 -f-  Bz" . . . , etc. 

Formons  la  somme  des  carrés  de  ces  équ. , et  n’écrivons  que  les 
termes  en  A , parce  que  les  autres  termes  ont  même  forme  : 
on  trouve  que  e2  -f-  e'2-}-  e'2. . . est 

^=zA\y2-\~ÿu‘'.-')-\-2‘A{xy-\-xry\..)+2AB{yz.'.')-\-2AC  etc. 

J 

Ce  2e  membre  a la  forme  A2m-\~QAn  -f-  k ; il  est  le  plus  petit 
possible  quand  on  prend  A tel,  que  la  dérivée  soit  nulle 3 
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Am  4 - rc  ==  o ( voy.  n°*  1 4o , lï , et  7 1 2 ) : en  ne  considérant 
que  le  facteur  constant  et  inconnu  A , on  a donc 

xy-\-xyr 4“-^0'z“h)'  ) -\-C(yt...)  eîc.=o. 

J7  /nu£  multiplier  chacune  des  équ.  de  condition  (1  )par  le  fac~ 
teury  de  A,  et  égaler  la  somme  à zéro.  On  conserve  aufacteurjy 
son  signe.  En  opérant  de  même  pour  B , C,  . . , on  obtient  au- 
tant d’éq.  semblables  qu’il  y a de  constantes  inconnues  j ces  equ. 
sont  du  ier  degré  , et  l’élimination  est  facile  a faire. 

Par  ex.,  la  Mécanique  enseigne  que,  sous  la  latitude  y,  îa 
longueur  x du  pendule  simple  a secondes  sexagésimales  est 
x=zA-±-B  sin2^,  A et  B étant  des  nombres  invariables,  qu’il 
s’agit  de  déterminer.  Il  suffirait  de  mesurer  avec  soin  les  lon- 
gueurs x sous  deux  latitudes  differentes  , pour  obtenir  deux 
équ.  de  condition  propres  à donner  A et  B . Mais  la  précision 
sera  bien  plus  grande  si , comme  l’on  fait  MM.  Mathieu  et  Biot, 
on  mesure  x sous  six  latitudes  différentes , et  qu  on  traite , par 
la  méthode  précédente,  les  six  équ.  de  condition.  Les  quan- 
tités A -f-  Bsiny — x , évaluées  en  mètres,  donnent  ces  six 
erreurs 

A 4-  5. o, 3903417  — 0,9929750  , A -f-  B. 0,4932370  — 0,9934-40, 

A -}-  5.0,4972122  — 0,9934620  , A -f-  5.o,5i36i 17  0,9900967, 

A 4-  5.0,5667721  — 0,9938784  , A 4-  5. 0,6045628  — 0,9940932. 

Comme  le  coefficient  de  A est  1 , l’équ.  qui  s’y  rapporte  est 

formée  de  la  somme  des  six  erreurs.  Pouri?,  on  multipliera 
chaque  trinôme  par  le  facteur  qui  affecte  5,  et  l’on  ajoutera  les 
six  produits  : donc 

QA  4-  B . 3,0607375  5,9614795  = 0 , 

A. 3,0667375  B . 1,5933894* — 5,0461977  = o8 

L’élimination  donne  A et  B ; enfin , on  a 

x =0,990  8y55  -b  B sinay,  log5  = 3, 7238603 


LIVRE 


SIXIÈME. 


ANALYSE  APPLIQUÉE  AUX  TROIS  DIMENSIONS. 


1=  TRIGONOMÉTRIE  sphérique. 


Notions  fondamentales . 

* » 

598.  Trois  plans  AOC,  AOB  , AOC(fig.  7),  qui  passent 
par  le  centre  d une  sphère , déterminent  un  angle  trièdre  O,  et 
coupent  la  surface  selon  des  grands  cercles,  dont  les  arcs  CA 
B,  AB  forment  un  triangle  sphérique  ABC-,  les  angles  plans 
de  ce  triedre  O sont  respectivement  mesurés  par  les  côtés  ou  arcs 
de  ce  triangle,  savoir,  AOB  par  AB,  AOC  par  AC,  BOC  par 
C;  1 angle  A du  triangle  est  mesuré  par  celui  que  forment 
deux  tangentes  menées  au  pointé,  aux  arcs  contigus  AB  AC- 
ces  tangentes  , situées  dans  les  plans  de  ces  arcs,  forment  l’angle 
diedre  deces  memes  plans  CAOB , c.-à-d.  mesurent  l’inclinaison 
de  la  face  ABO  sur  AOC.  Donc  , les  angles  plans  du  trièdre  O 
sont  mesures  par  les  côtés  du  triangle  sphérique  ABC,  et  les 
inclinaisons  des  faces  sont  les  angles  de  ce  triangle . 

Les  problèmes,  où  donnant  quelques  parties  d’un  triangle 
sp  eriqne , on  se  propose  detrouver  les  autres  parties,  sont  préci- 
sément les  memes  que  ceux  où,  connaissant  plusieurs  élémens 
d un  triedre,  on  veut  obtenir  les  autres.  Il  y a six  élémens  • -trois 
angles  A,  B,  C et  les  trois  cotés  opposés  a,  b,  c du  triangle 
sp  1 crique  ; ou  si  l’on  vent,  trois  angles  plans  a , b,  c,  et  les  trois 
angles  diedres  opposés  A,  B,  C du  triedre  dont  il  d agit.  Étant 

données  trois  de  ces  six  parties , il  est  question  de  déterminer 
les  trois  autres. 
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Puisque  la  somme  des  angles  plans  de  tout  trièdre  adrb-\-c 

«st  < 4X  S°°  (n°  28°);  ies  trois  c°tés  de  tout  trian$e  sPhé** 
tique,  réunis , valent  moins  de  36o°.  Il  se  peut  d ailleurs  que 
ce  triangle  ait  pour  côtés  trois  arcs  de  qo°  ; le  trièdre  est  alors 
formé  de  trois  angles  droits,  comme  cela  a lieu  dans  le  cube. 

Coupons  le  trièdre  O (fig.  8 ) par  trois  plans  perpendicu- 
laires aux,  arêtes  ; nous  aurons  un  2e  trièdre  O' , dont  les  faces 
seront  deux  à deux  perpendiculaires  à celles  du  propose,  B A O 
et  AA' O'  à AOB,  etc.  Or,  dans  le  quadrilatère  AOBA l’angle 
O est  supplément  de  A' , qui  mesure  1 angle  dièdre  LA  O A , ou 
l'inclinaison  desdeuxplans  coupansperpend.  àlafacey^Oi?  .Donc 
l’angle  plan  AOB , du  trièdre  proposé,  est  supplément  de  l’angle 
dièdre  dont  il  s agit  : les  inclinaisons  des  faces  du  trièdre  construit 
sont  les  supplêmens  des  angles  plans  du  trièdre  proposé  ; et  ré- 
ciproquement. C’est  pour  cela  qu’on  nomme  chacun  des  trièdres 
le  supplémentaire  de  Vautre.  Soient  A' , B' , C les  angles  diedres 
et  a! , b' , c'  les  angles  plans  du  trièdre  construit;  on  a 

a'  = i8o°  — A , V = 1 8o° — B , c = i8o°  — C. . . (i)  ; 
A'  = i8o°  — a,  B'  ~i 8o°  — b , — i8o°  — c. 

Chaque  angle  dièdre  devant  être  plus  petit  que  2 droits , la 
somme  des  trois  est  moindre  que  six;  ou  la  somme  A-f-B-f* G 
des  trois  angles  d’un  triangle  sphérique  est  toujours  6 X 9°°* 
D’ailleurs  cette  somme  surpasse  deux  droits , pnisqu’en  ajou- 
tant nos  trois  premières  équ. , on  a 

^-p^  + C = 6x  90°  — (ar+  V -b c')  , 

et  que  a'  -f-  bf  -f*  c ' est  4 X 9°°* 

Les  six  problèmes  de  la  Trigonométrie  spherique  sont  ré- 
duits à trois  : qu’on  donne,  par  ex.,  les  trois  angles  A , B , C, 
et  qu’on  cherche  les  côtés  a,  b , c;  il  suffira  de  lésoudie  un 
triangle  sphérique  dont  on  connaîtrait  les  côtés  a , b , c , sup- 
plémens  de  A , B , C (équ.  1);  lorsqu’on  en  aura  trouvé  les 
angles  A' , B C,  les  suppjémens  seront  les  côtés  a,  b,  c de« 

mandés. 

699.  D’un  point  quelconque  A (fig.  9)  de  I arête  AO  menons 
AD  perpend.  sur  la  face  opposée  BÙC  du  trièdie  d,  et  du 
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pied  Dy  les  perpend.  Z>C,  DH , sur  OC,  OB  > enfin,  les  droites 
AC,  AH,  lesquelles  sont  perpendiculaires  sur  ces  mêmes  arêtes 
(n  260,  6 .)  , les  angles  ACD , AHD , mesurant  les  inclinai- 
sons des  faces  sur  la  base  BOC , sont  C et  B ACD  = C , 
AHD  B , d ailleurs  les  angles  plans  en  O sont  les  côtés  a, 
S,  c du  triangle  sphérique;  enfin,  menons  DH  parallèle  et  CF 
perpendiculaire  à BO. 

i°.  Les  triangles  ACD , AHD , rectangles  en  Z>,  donnent 

= AC.  sin  C = sin  B ; 

le*  triangles  rectangles  OAC , OAH  donnent  AC=zAO.  sin 
AH  — AO.  sin  c ; en  substituant,  sin  Z?  X sin  C— sinCx  sin#. 
Donc  /es-  sinus  des  angles  sont  proportionnels  aux  sinus  des 
cotés  opposés 

sin  A sin  B sin  C 

sin  a sin5  sine*  * * ^ ' 

2°.  OH~OE-\-FD\  cherchons  ces  trois  parties.  Les  triangles 
rectangles  ABC , FDC  donnent,  à cause  de  AC  = A O.  sin  b a 

DCz=l  AC . cos  C :=  AO . sin  b . cos  C , 

.CD  — DC  . sin  a = AO . sin  a . sin  b . cos  C. 

Des  triangles  rectangles  OAH , OAC , OÆC,  on  tire 
OH—AO.eosc,  OC  AO  .cos£  , 

Di?  = OC.  cos  az=z  AO . cos  « . cos 
Donc,  en  substituant,  et  ôtant  le  facteur  XO, 

cos  c = cos  a.  cos  6 + sin  a.  sin  b cos  C.  . . (3). 

De  même 

cos  b — cos  a . cos  c -f-  sin  a . sin  c . cos  B t 

cos  a = cos  b . cos  c -f-  sin  b . sine . cos  A. 

Le  cos.  d'un  côté  est  égal  au  produit  des  cos.  des  deux 
ainres  cotés , plus  le  produit  des  sm.  de  ces  deux  côtés  par  le 
cos.  de  V angle  qu  ils  comprennent.  Il  serait  aisé  de  prouver 
que  1 équation  (a)  est  comprise  dans  (3) , qui  est  le  fondement 
unique  de  toute  la  Trigonométrie  sphérique  {Journal  Polytech, , 

6 ; Géodésie  de  M.  Puissant,  I,  p.  58  ). 
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L’éq.  (3)  , appliquée  au  triangle  supplémentaire , en  y sub- 
stituant les  valeurs  (i)  , donne 

— cos  C = cos  À , cos  B — siny/.sinZ»  cos  c.  . . (4)* 
Enfin,  mettant  dans  l’équ.  (3),  pour  cos  b,  sa  valeur  tiree  de 
la  suivante  , puis  i — sin2a  pour  cos 2a  , supprimant  cos  c , puis 
le  facteur  commun  sin  a,  il  vietit 

sin  a.  cos  c = sin  c . cos  a . cos  B -j-  sin  b . cos  C.  . . (5). 

Chacune  des  équ.  (4)  et  (5)  en  donne  deux  autres  par  un  simple 
échange  de  lettres,  comme  on  l’a  fait  pour  1 equ.  (3)  j mais  il 
est  inutile  de  nous  y arrêter.  Pour  appliquer  nos  equ.  à la 
résolution  des  triangles  sphériques,  il  ne  restera  plus  qu  à les 
préparer,  dans  chaque  cas,  pour  les  rendre  propres  au  calcul 
logarithmique. 

Résolution  des  Triangles  rectangles . 


Goo.  Supposons  que  les  faces  a et  b du  trièdre  soient  per-* 
pendiculaires  , ou  que  l’angle  C du  triangle  soit  droit",  nos  for» 
mules  2 à 5 deviennent,  c désignant  l’hypoténuse , 

(jri) sin  & — sin  c . sin  B , 

(n).  ....  cos  c = cos  a . cos  by 

(p)  cos  c = cot  A . cot  B, 

(q) .  . . . tang  a = tang  c . cos  B» 

Divisant  (m)  par  (q) , il  vient 

7 

— cos  c. tang 5 , ou  sinZ>.cos<z=sina.cosc.tangZ?  ; 

tang  a 

mettant  pour  cosc  sa  valeur  (n)  , on  trouve 

(r).  . . tang  b — tang  B. sin  a. 

On  peut  dans  (q)  échanger  les  côtés  a,  b de  l’angle  droit  l’un 
en  l’autre  ; d’où  tangù  = tang  c.  cos  A'7  divisant  (m)  par  cette 

, sin  B 

dernière,  on  a cosù  = coscX j)  et  mettant  pour  cosc  sa 

COS  ./I 

valeur  (ri) , 

(s).  . . cosA  = cusa.sin  B* 
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Ces  six  éqa.,  qui  se  prêtent  au  calcul  des  log.,  servent  à ré- 
soudre tout  triangle  rectangle  sphérique  , ainsi  qu’on  le  voit 
dans  le  tableau  suivant , où  l’on  a distingué  chaque  cas  et  indi- 
que equ.  qui  s y rapporte.  Ainsi,  lorsqu’on  voudra  résoudre 
un  triangle  sphérique,  on  mettra  la  lettre  Cà  l’angle  droit,  et 
lou  placerai  et  B aux  autres  angles  , dans  l’ordre  indiqué  par 
Je  tableau , en  faisant  accorder  ces  lettres  avec  celles  qui  y ex- 
priment les  données  et  les  inconnues.  L equ.  indiquée  dans  la 
ermere  colonne  est  celle  qu’on  cherche.  Le  problème  a deux 
solutions  quand  l’inconnue  est  unsinus.  Voy.  p.  209. 

Il  est  mutile  de  dire  qu’on  fera  bien  de  convertir  les  tang. 

qui  sont  en  diviseur  en  cot.  facteur,  et  réciproquement,  par  l’équ. 

tang  X cot  = 1 , attendu  qu’il  est  plus  aisé  d’ajouter  les  log.  que 
de  les  soustraire.  ^ 

Au  reste,  nos  équ.  sont  faciles  à énoncer  en  langage  ordi- 
naire: (m)  revient  au  théorème  (2),  n-5,99  : (n)  et  (p)  revien- 
nent a dire  que  le  cos.  de  l'hypoténuse  est  .égal  au  produit  des 

cos.  des  cotés  de  l’angle  droit,  ou  bien  au  produit  des  cot.  des 
angles  obliques  ; etc. 


Etant  donnés 


un  cote  et 
l’hypoté. 


deux  côlés 
del’angiedr. 


c , a 
c , a 
c , b 


b 

b 


DEUX  ANGLES 


ej 

S! 

ft 

o> 

H 

H' 

W 

H 

<3 

a 


h 


un  angle  et 
l’hypoté. 

un  côté  de 
l’angle  dr.  et 
i l’angle  opp. 

un  côté  de 
l’angle  dr.  ét- 
ranglé adj. 


SA, B 
\A,B 

A , c 

B , c 
B , c 

B , b 
B,  b 

i , a 


Trouver 


le  3e  côté  b 

l’angle  B compris  entre  les  côtés  donnes 
1 angle  B opposé  au  côté  donné  b 

l’hypoténuse  c 

l’un  B des  angles  obliques 

l’hypoténuse  c 

1 un  a des  côtés  de  l'angle  droit 

le  3e  angle  B 

le  côté  a adjacent  à l’angle  donné  B.  . 
le  côté  b opposé  à l’angle  donné  B...  . 

l’hypoténuse  c. 

le  3e  côté  a de  l’angle  droit 

l’angle  B adjacent  au  côté  donné  a 

l’angle  A opposé  au  côté  donné  a 

l’hypoténuse  c 

le  côté  b de  l’angle  droit 


r 

Equ 


n 

9 

ni 

n 

r 

P 

s 

P 

9 

m 

ni 

r 

s 
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Résolution  des  Triangles  obliquangles . 


Goi.  I.  Cas.  Étant  donnés  les  trois  côtés  a,  b,  c,  trouver 
un  angle  C. 


L’équ.  (3)  donne  cos  C 


cos 


c — cos  a. cos  b 


, qu'il  s'agît 


sin  a.  sin  b 

de  rendre  propre  au  calcul  des  log.  Mais  1 zt  cos  C équivaut 
(I,  n°  358  ) à scos2|  C et  2 sin2  J C ; d'où 

, cos  c — cos  (a-\-b)  . ' cos  (a— b)  — cos  c 

2 cos2  1 Av  - — >asin2|Cr=- 


sina.sinô 


sm  a 


.sin  b 


On  convertit  la  différence  des  cos.  en  produits  ( voy . bas  de  la 
p.  358  , ier  vol.  ) ; on  a 

. a j ^ sin|(c  — a+ô)Xsini(c  + <z  — b) 

sm2 1 C—  - — - : — — . — 7 — 0 

sm  a . sin  0 

On  en  dira  autant  de  cos2  \ C . On  fait  enfin , pour  abréger , 

Qp  = a + b -j-  c y 

„_sin(p— a).sin(p—  b)  „„.a , ^_sinp.sin(p— c). 

2 smü.smo  sin  a.  sin  0 

tang  .,c=«n(p-a).sin(p-i)^  _ _ 

0 smp. sin  (p — c) 

(Voy.  n°  6°8j  10.). 

602.  IIe  Cas.  Etant  donnés  trois  angles  A , B,  C,  trouver 
un  côté  c.  Ces  équ.  sont  appliquées  au  triangle  supplémentaire 
(n°  5q8),  en  mettant  c/,  b' ) c' , C , pour  a,  b,  c,  C;  puis^substi- 
tuant  les  valeurs  ( 1 ) , et  faisant 

2#  = a -f  i?  -h  c , 

, cos  (K— —A) . cos(K-B')  . -cos/é.cosf/f- C) 

1 — , sin5-  c = 7 — j— -ô — ; 

sm  A.smJj 


cos 


tang2|c 


sinA.sinB 

— cos  K . cos  (K  — C) 


cos  ( K — A)cos(K  — B ) 


< « « . (e) « 
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6o3.  III  Cas.  Étant  donnés  deux  côtés  et  l’angle  compris  a 

il  y a deux  problèmes  à résoudre,,  selon  qu’on  cherche  le  3e 
côté  , ou  un  angle. 

i°.  Trouver  le  3e  côté  c,  opposé  à l’angle  donné  G , connais- 
sant a,  b , C.  Soit  déterminé  un  arc  auxiliaire  <p , par  l’équ.  (*)  : 

fangtp  = tang b.  cosC.  . . ,,  (ff)  y 

incitant  dans  1 equ.  (3)  la  valeur  de  cos  C f 

cos  cos  a , cos  b ~}-sin  a.  cos  b.  tang  ç 

cos  h 

— ~ — - (cos  a . cos  û -f*  sin  a . sin  <p)  s 
cos  <p  T * YJ  > 

cos  b 

COSC~c^Xcos(c-?’)-----  (/)• 


( f ‘ ) dorme  d’abord  <p , ensuite  on  tire  c de  (J") . 

2°-  Trouver  l angle  C , opposé  qu  côté  donné  c , connaissant 

B,  aef  c (voy.n0  Go8,  2“.).  L’équ.  (2)  donne  sin6=  — g,sinf  • 

sin  C 3 

substituons  dans  (5),  et  divisons  par  sin  c , nous  avons 

sin  a.  cot  c — cos  a.  cosi? -f-  sin  Æ.  cot  C. ...  . (6), 

Qu’on  prenne  un  arc  auxiliaire  ^ , tel  que  (**) 

tang.  4»  = tang  c.  cos  Q/)c 


C)  Soit  abaissé  de  l’angle  A ( fig.  7 ) l’arc  AI  perpend.  sur  CB  ; notre 
triangle  ABC  sera  coupe  en  deux,  qu’on  résoudra  séparément.  Nommons 
Cl  — <t>‘,  le  triangle  ACI,  dont  b est  l’hypoténuse,  donne  le  côté  ? de  l’angle 
droit,  par  l’équ.  (<?),  qui  équivaut  h (f  ),  et  l’arc  perpend.  AI  par  l’équ.  tji). 
Cos  AI.  cos  p=  cos  b.  Ensuite,  connaissant  ^/et  IB  = a — ç>,  ]e  triangle 
AIB  donne  (équ.  n)  cos  c ==  cos  AI.  cos  /£ , éqg.  qui  revient  à (/).  Notre 

transformation  revient  donc  à décomposer  le  triangle  sphérique  ABC  en  deux 
autres  qui  sont  rectangles. 

(**)  Notre  triangle  ABC  (fig.  7)  est  encore  coupé  en  deux  par  l’arc  AI 
perpend.  à CB  j 4 est  le  segment  BI.  L’arc  AI  se  tire  de  AIB  par  l’équ.  (q)  , 
qui  est  la  meme  que  (g')  , et  (r)  donne  tang  AI  = tang  B.  sin  4.  Dans  le 

triangle  AIC,  CI~a  — 4 et  AI  sont  connus,  et  l’on  trouve  C par  l’équ.  (r) 
qui  prend  la  forme  {g). 
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Eliminant  c entre  ces  deux  équ. 

sin  a , cos  B = tang  4 ( cos  a . cos  B -f-  sin  B . cot  C ) , 
cot  C — . cot  B (cot  4'. sin  a — cos  à)  t 

_ cot  B , . iv  / v 

cot  — ; — r X sin  (a — 4)'  • • * igb 

sin  4 

L’équ.  {g')  donne  4 » ensuite  C résulte  de  (g'). 

6c4.  IYe  Cas.  Étant  donnés  deux  angles  et  le  côté  corn* 
pris  y on  cherche  un  côté  , ou  le  3e  angle. 

i°.  Trouver  le  côté  c,  opposé  à l angle  donné  C,  connaissant 
B}  C et  a ( voy . n°  6o8  , 3°.  ) ; cherchez  Y arc  auxiliaire  « par 
l’équ.  (*) 

cot<y  = cos  a. tang  C.  . . . (Ji) 
éliminez  C de  l’équ.  (6)  , et  divisez  par  sin  a, 

cot  c =■  cot  a (cos  B -f-  sin  B . tang  <v)  , 

cot  c = X COS  [B — a).  . . {h). 

cos  CO 

2°.  Trouver  l’angle  C,  opposé  au  coté  donné  c , connaissant 
A y B et  c.  Les  équ.  (/ et  /')  appliquées  au  triangle  supplé- 
mentaire (no098),  d’après  les  équ.  (i),  et  remplaçant  <p  par 
c)o°  — p , donnent 

cot  p = cos  c . tang  B.  ......  (O» 

^ cos  B • . . v / ‘ \ ** 

cos  C — — . Xsm,(^“p).  . . (O* 

sin  p 

6o5.  Ye  Cas.  Étant  donnés  deux  côtés  et  un  angle  opposé , 
on  a trois  problèmes  , suivant  qu’on  cherche  le  3e  côté  , ou  les 
deux  autres  angles. 

i°.  Trouver  le  3®  côté  a , connaissant  b,  c et  C ; les  équ. 
( f et  f ')  donnent 

7 ^ . v COS  c.  cos  (P 

tang.  ç>  = tang  b. cos  C,  cos  (a  — <p)  = — — : 

3a  lre  équ.  fait  connaître  <p  , la  s®  a — , et  par  suite  a . 


(*)  Ici  l’arc  perpend.  est  abaisse  de  l’angle  B sur  le  côte  oppose  b,  a est 
l’inclinaison  du  plan  de  cet  arc  sur  celui  de  l’hypoténuse  BQ  l’équ.  ( h ')  revient 

à (p)  J l’équ.  ( [q ) donne  tang.  de  Turc  perpend.  =tang  a.cos» , puisl’équ.  (h). 


^o6  analyse  a trois  dimensions» 

2,  . Ttouvei  l angle  B , compris  entre  les  côtés  donnés  a et  c 1 
connaissant  a , c , et  C ; les  équ.  (h  et  h')  donnent 

cot  a cos  a . tang  C , cos  ( B — - a')  = cos  a . cot  c . tang  a. 

5°.  Trouver  l’angle  opposé  à l’un  des  côtés  donnés  : voyez 
équ. (2),  n®  599. 

606.  VIe  Cas.  Étant  donnés  deux  angles  et  l’un  des  côtés 
opposés,  on  peut  chercher  le  3e  angle  ou  l’un  des  côtés. 

i°.  Trouver  l’angle  A,  connaissant  B , C et  c ; les  équations 
{ i et ï ) donnent 

cot  p = cos  c . tang  B , sin  (A  — p ) r=  — ■ 

cos  B 

2 . Ti  ouver  le  2e  coté  opposé  a l un  des  angles  connus  / équ, 
(2) , n°  599. 

3°.  Trouver  le  côté  a , compris  entre  les  angles  donnés  B et  C , 
connaissant  B;  et  c.  Les  equ.  (g  et  g')  donnent 

tang  ^ = tang  c . cos  B , sin  (a  — +)  = sin  ^ . tang  Z? . cot  C, 

607.  VII.  Cas.  Triangles  isoscèles.  Les  propriétés  d’égalité 
des  parties  ont  lieu  comme  pour  les  triangles  rectilignes  , et 
se  démontrent  de  même.  De  ces  quatre  choses , l’angle  B du 
sommet , la  base  b , l’un  a des  côtés  égaux  et  l’un  A des  angles 
égaux j deux  étant  données , il  s agit  de  trouver  les  deux  autres * 
Soit  abaissé  du  sommet  B un  arc  perpend.  sur  la  base  b ; résol- 
vons le  triangle  rectangle  ABC  ainsi  formé , où  a désigne  l’hy- 
poténuse , et  i b l’un  des  côtés  de  l’angle  droit , { B l’angle  op- 
posé. 

L’équ.  (m)  devient  sin  } b = sin  | B X sin  a , 

(p)  . . . . cos  a=  cot  l B X cot  A , 

(<?)♦•••  tang  ib—  tang  a X,  cos  A, 

( s ) • • • • cos  |Z>=:cos  { b X sin  A. 

Ces  équations , qui  contiennent  toutes  les  combinaisons  3 à 3 
des  arcs  A , B , a } b , donnent  l’un  quelconque , les  deux  autres 
étant  connus. 
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G08.  On  se  sert  aussi  quelquefois  des  analogies  de  Néper . 

i°.  Lare  AI  ( fig.  7),  abaissé  perpend.  sur  CB , détermine 
les  deux  segmens  Cî^=zt}  IB^=.s,  que  nous  nous  proposons 
de  trouver  , connaissant  les  trois  côtés.  L’équ.  (n)  appliqué© 
aux  deux  triangles  rectangles  ACI,  ABI9  donne 

cos  b = cos  t . cos  AI , cos  c = cos  5 . cos  AI  • 

d5nù  cos  ^ cos  t 00s  b — cos  c cos  t — cos  s 

cos  c cos  s } cos  b + cos  c cos  t '+  cos  .C 

Les  formules  du  bas  de  la  page  358 , ier  vol.  , donnent 

tang  { (c  -f-  b) . tang  '-(c~b)=z  tang  \ (s -j-t).  tang  j (s  — f) , 

tangi  0 0 =tang  5 (ù  +c).tang  i (ô  — c)  cot|-  c , 

puisque  t -f*.?  = c.  Ainsi,  connaissant  les  trois  cotés  a,  b,  c,  cette 
équ.  fera  connnaître  t — 5 = k , puis  les  segmens  t = 1 (c  + k), 
^ — u (c—*  li) , et  par  suite  résolvant  les  deux  triangles  rectangles 
ACI , ABI , où  t et  5 sont  connus  , l’équ.  (q)  donne 

cos  C = tang  t . cot  ù , cos  /?  = tang  5 . cot  c. 

Ce  calcul  s’emploie  sur-tout  lorsqu’on  veut  trouver  à la  fois  deux 
des  angles  du  triangle  proposé. 

20.  Changeons  a en  c,  C en  A dans  l’équ.  (5)  page  199  , et 
ajoutons  ces  deux  équ.  \ nous  avons 

sin  {a  -f-  c)  = sin  {ci  c) . cos  B -4-  sin  b (cos  C -f-  cos  A ), 

ou  sin  ( a “h  c). sin  ZC tang  \ B=  2 sin  b .cos ^ {C- A). cos  A- A), 
à cause  de  1 — cos  Z?r=  sin  B.  tang  \B  (il/,  n°  35g)  , et  des  équ. 
du  bas  de  la  page  358,  iervol.  D’ailleurs,  équ.  (2)  p.  198, 

sin  a . sin  B = sin  b . sin  A , 
sin  c . sin  B = sin  b .sin  C ; 
d’où  sin  B (sin  a zh  sin  c)  =5  sin  b (sin  A dt  sin  C) , 

sin^.8ini(û±c).cosJ(aqzc)=sinô.8ini(^ihC).cosi(^=pQ; 

Divisant  cette  équation  par  celle  ci-dessus,  où  l’on  a fait 
sin  (a  + c)  = 2 sin  i (fi  -f-  c)  , cos  j (a  + c)  t 


2o8  analyse  a trois  dimensions, 

il  vient , en  réduisant 


tang  { {J  + C)  — eot  ‘ B X 
lanS i {A—  C)  = cot 


cos  J (a  — c) 
cos  (a  -f-  c) 
sin  i (a  — c) 
sia  i(d  —f—  c)* 


» 


Connaissant  donc  deux  cotés  a , c , l'angle  compris  B,  ces 
équ.  donneront  £ -f  C)  = p , l(A  — C)  ==q,  d’où  résultent 
les  angles  Az=zp-\-q , C — p — q. 

3°.  Ces  équ.  appliquées  au  triangle  supplémentaire  ( n°  5qq  ) 
deviennent 


tang  Hû  + c)  = tang  {b  >< 


cos  ~{A—  C) 
cos  5-  {A  -f”  C) 


> 


tang  | (a  — c) 


~ tang 


sin  ~ (A  — C) 
sin  ±{A  + C)' 


Quand  on  a deux  angles  A,  C,  et  le  côté  compris  b ; ces  équ» 
déterminent  les  deux  autres  côtés  a et  c. 

609.  D’après  cette  exposition,  pour  résoudre  un  triangle 
sphérique  proposé,  il  faudra  consulter  celui  de  nos  7 cas  qui  s’y 
rapporte;  remarquer,  dans  le  texte,  quelles  sorties  lettres 
employées  à y désigner  les  données  et  les  inconnues  ; enfin, 
placer^,  B , C aux  trois  angles  du  triangle  proposé,  dans 
l’ordre  qui  s’accorde  avec  cette  désignation.  La  solution  du 
problème  s’obtiendra  ensuite  par  un  calcul  logarithmique. 

Les  tables  ne  s’étendant  que  jusqu’à  90°,  il  faudra  avoir  égard 
aux  signes  des  diverses  lignes  trigonométriques  des  formules  , 
en  examinant  si  les  arcs  donnés  surpassent  90°.  On  fera  suivre 
chaque  log.  d’un  • — , quand  il  sera  celui  d’un  facteur  négatif» 
On  devra  éviter  de  confondre  ces  — placés  à la  droite  des 
logarithmes  , avec  ceux  qui  sont  à gauche  , pour  marquer  que 
ces  log.  doivent  être  soustraits  , comme  provenus  de  divisions. 
On  procédera  ensuite  aux  additions  et  soustractions  prescrites 
par  les  équ. , et  l’on  marquera  le  résultat  d’un  — placé  à la 
droite  , quand  les  signes  des  facteurs  seront  en  nombre  im- 
pair, pour  indiquer  que  le  produit  cherché  est  négatif  ( voy . les 
ex.,  pag.  102  , 109,  208).  Alors  il  ne  faudra  pas  prendre  dans 
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la  table  l’arc  que  go°,  qui  répond  à ce  log. , mais  l’arc  dont 
la  ligne,  trigonômétrique  cherchée  porte  le  signe  — , d’après  la 
règle  donnée , p.  353  du  1er  vol.  ( voy.  les  calculs,  p.  10  s). 

610.  Mais  qu’un  log.  soit  suivi  d’un  - h , ou  d’un  , il  y a 
toujours  deux  arcs  qui  y répondent  avec  ce  même  signe,  et 
par  conséquent  deux  solutions  au  problème,  à moins  que  l’une  ne 
se  trouve  exclue  par  des  circonstances  particulières.  Si  l’on  cher- 
che un  angle  , comme  deux  faces  du  trièdre  sont  toujours  in- 
clinées de  moins  de  deux  angles  droits  , tout  cingle  est  ïSq*. 
Deux  plans  passant  par  le  centre  de  la  sphère,  y forment  quatre 
segmens,  dont  les  arcs  ont  180°;  et  le  3e  plan,  qui  achève  le 
trièdre,  réduit  ces  arcs  ; d’où  l’on  voit  que  chaque  côté  est  aussi 
<C  î8o°.  D’ailleurs,  on  prouve  ici,  comme  pour  les  triangles 
rectilignes  ( nos  202,  196),  que 

Les  côtés  les  plus  grands  sont  opposés  au::  plus  grands 
anales  ; 

G'  ' ' 

Deux  triangles  sphériques  sont  égaux  lorsque  trois  côtés , 
ou  trois  angles  y ou  enfin  deux  angles  et  un  côté  adjacent  sont 
respectivement  égaux . 

On  ne  peut  donc  tomber  dans  un  cas  douteux,  que  quand  on 
donne  un  angle  et  un  côté  opposé , outre  une  3e  partie  , ce  qui  se 
rapporte  aux  casV  et  Vl;  mais  il  faut  que  ces  deux  solutions  s’ac- 
cordent avec  le  Ier  de  nos  théorèmes.  Dans  le  cas  Y,  i°.  la  valeur 
de  cos  (a  — <p)  donne  pour  a — -(p  non-seulement  l’arc  n <jqo°  3 
que  la  table  indique,  mais  aussi  l’arc  — n ; d’où  a — ç dhn> 
a — p ±rc;  ce  sont  les  deux  solutions  de  la  question.  Il  faut 
rejeter  celle  qui  donnerait  a >i8ô°,  ou  a négatif,  ou  qui 
opposerait  un  angle  plus  grand  à un  côté  moindre  : nos  deux 
solutions  ne  sont  admissibles  que  si  aucune  de  ces  conditions 
ne  se  réalise. 

Le  cas  YI  présente  une  analyse  semblable* 

61  r.  Voici  des  applications  de  nos  formules  : 

I.  Étant  données  les  longitudes  et  les  latitudes  de  deux  villes ' 
trouver  leur  distance  sur  la  sphère  terrestre.  C est  le  pôle  (fîg. 
yl  et  B les  deux  villes;  les  cornplémens  des  latitudes  sont  les 
distances  CA  , CB  au  pôle;  l’angle  C est  la  différence  des  Ion- 
2, 
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gitudes  ; er,£n.  A3  «*  k distance  cherchée.  On  connaît  donc 


deux  côtés  et  l>gie  coasp,  j*  C du  triangle  ABC,  et  on  recourt 
au  3e  cas,  i°.,  eau.  j et/L 

Voici  le  calcul  pour  Paris  et  Buenos-Aires,  dont  les  distances 


polaires  sont  <2  — 4 1°  9'  /fj" , 
méridiens  C - So°  5i'  i5". 

log  tang  h = 0,1613961  ~ 
log  cos  c 3=  9,6875595 
log  tang  a = 9,  89566  — 

a =2  -j-35'Ji3'53" 

« — ?=  76.a3.40 


b — *.  is4°  35' 26"  ; différence  de* 

log  cos  & = 9,7541261  — 

log  cos  (a— p)  = 9,371 5o44 

log  cos  (5  ===  — 9,9r2i3ii 
log  cos  c =5  9,2134984'— 

c = S9M'35" 


On  a pris  un  arc  90°,  à cause  du  signe  — - qui  suit  le  log  cos. 
Comme  un  degré  de  grand  cercle  du  globe  vaut  mm  mètres, 
3a  distance  de  Paris  à Buenos-Aires  est  d’environ  11046  kilo- 
mètres. 

II.  Réduire  un  angle  NSM  à l'horizon  , c.-à-dire,  en  trouver 
la  projection  horizontale  NOM.  D’un  point  S ( fig.  10),  pris 
hors  d’un  plan  horizontal  DMN , on  a mesuré  les  angles  a,  b,  c 
que  forment  entre  elles , et  avec  la  verticale  SD,  deux  droites 
SM,  SN , dirigées  vers  des  points  M et  N de  I’hdrçzon  : il 
s’agit  d’en  déduire  l’angle  MON ==  C y projection  horizontale 
de  MSN , ou  l’angle  dièdre  MSDN.  Les  équ.  (d , p.  2q3)  ré- 
solvent le  problème.  Voici  un  exemple  de  ce  calcul. 


a 

= 77‘ 

3 37' 

'29" 

log 

sin. . . 

9>98979°° 

b 

= 76 

5i 

36 

]og 

sin. . . 

9,9884775 

c 

— 58 

54 

37 

— 

»y> 978^675 

2l3 

20 

42 

V 

— 106 

4i 

5i 

P- 

— a 

= a9 

4 

22 

log 

sin . . , 

9,686565o 

P" 

— 29 

5o 

i5 

log 

sin. . . 

9,6968296 

19,4051271 

îog  sinfC=  9, 7025635. . . * C=3o°  iG^i*. 

* 

L’angle  C , réduit  à l’horizon,  est  6o°  33'  2".  Observez  que 
a , b , c peuvent  être  évalués  sans  gravir  en  5,  et  par  des  sta- 
tions en  M et  N : car  les  angles  SND  , SMD  sont  complémens 
de  a et  b,  et  les  angles  SNM , SMN  réunis  valent  180°  — c. 
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Qnand  le  point  S est  moins  élevé  que  Met  N , le  calcul  reste  le 
meme  ; a et  b sont  les  distances  zénitales  de  Met  N , vus  de  S. 

III,  Nous  terminerons  par  donner  les  valeurs  de  toutes  les 
parties  d’un  même  triangle  sphérique , afin  cju’on  puisse  s’exer- 
cer sur  les  divers  cas  qui  se  peuvent  offrir,  en  prenant  pour 
données  trois  de  ces  grandeurs  et  calculant  les  trois  autres. 

a = 76°  35' 3S"  b=  5q°iq'3q"  c~4q°o'io", 

A ==  i2i.36.  19, 8 B = 42.i5. i3,/  ü ~ 34. 16.2,8. 

II.  SURFACES  ET  COURBES  A DOUBLE  COURBURE. 

Principes  généraux. 


612.  Pour  Fixer  (Fig.  1 1 ) la  position  d’un  point  M.dans 
l’espace,  on  conçoit  trois  axes  Ax  , Ay , Az, , que  nous  suppo- 
serons rectangulaires  pour  plus  de  facilité,  et  les  plans  zAx , 
zdy}  xAy , qui  passent  par  ces  lignes  ; puis  on  donne  la  di- 
stance PM,  ou  z =c  , de  ce  point  à sa  projection  P sur  l’un 
de  ces  plans  , ainsi  que  cette  projection  ; et  par  conséquent  les 
coordonnées  AN , AS  du  point  P,  ou  x = a , y ~b  : les  don- 
nées at  b et  c,  ne  sont  autre  chose  que  les  distances  MR , MQ , 
MP  à ces  trois  plans;  ces  droites  achèvent  le  parallélipipède 
QN. 

En  considérant  qu’outre  l’angle  trièdre  zAxyy  les  trois  plans 
coordonnés  forment  sept  autres  trièdres,  on  verra  bientôt  que 
la  position  absolue  du  point  M dans  l’espace  n’est  fixée  par  les 
longueurs  de  a,  b , c,  qu’autant  qu’on  introduira  les  notions  sur 
les  signes  (110  3/[o).  Ainsi,  au-dessous  du  plan  x Ayy  conçu 
dans  son  étendue  indéfinie , les  z sont  négatifs  ; si  le  point  est  à 
gauche  du  plan  z>Ayy  vers  x , x est  négatif;  y l’est  en  arrière 
du  plan  zAx. 

61 3.  Imaginons  une  équ.  entre  les  trois  coordonnées  x,  y,  z 

telle  que  f (x  , yt  z ) ; elle  sera  indéterminée.  Prenons,  pour 

*4- 
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deux  de  ces  variables  , des  valeurs  quelconques  x—ax^AN) 
y ~b~PN ( Fig,  n);  notre  équ,  donnera,  pour  z,  au  moins 
une  racine z — cy  Si  c est  réel,  on  élèvera  en  P la  perpend. 
PM~  c au  pla nyAx,  et  le  point  M de  l’espace  sera  ainsi  dé  - 
terminé.  Changeant  de  valeurs  pour  les  arbitraires  x etjy,  c.-à-d. 
prenant  à volonté  des  points  P sur  le  plan  xAy , on  tirera  de 
l’équ.  autant  de  valeurs  de  z ; tous  les  points  M , ainsi  obtenus , 
seront  sur  une  surface  , qu’on  forme  en  les  unissant  par  la  pen- 
sée, et  établissant  entre  eux  la  continuité  : cette  surface  sera, 
par  ex.,  un  cône,  un  cylindre,  une  sphère  \f  (x,  y , z ) =o  sera 
T équation  de  la  surface , parce  qu’elle  en  distingue  les  divers 
points  de  tous  ceux  de  l’espace.  Siz  a plusieurs  racines  réelles, 
la  surface  aura  plusieurs  nappes;  et  si  z est  imaginaire,  la 
perpend.  indéfinie  élevée  en  P au  planxy  ne  la  rencontrera  pas. 

Si,  après  avoirpris  une  valeur  fixe  dey>,  Xe\\equ.e  yz=zb~AS  t 
on  fait  varier  x , l’ordonnée  PM—z  se  mouvra  suivant  SP 
parallèle  au  plan  xz,  et  les  variations  correspondantes  qu’elle 
éprouvera  seront  déterminées  par  f (x,  b,  z)  — o , qui  est  par 
conséquent  l’équ.  de  l’intersection  de  la  surface  par  le  plan  SMt 
entre  les.  deux  coordonnées  x et  z,  comptées  dans  le  plan 
QMPS.  De  même  , en  faisant  x~a,  ou  z = c , on  a les  in- 
tersections de  la  surface  par  des  plans  MN,  ou  QR  parallèles 
aux  yz  ou  aux  xy. 

z—  o est  visiblement  celle  du  plan  xy , z = c celle  d’un  plan 
qui  lui  est  parallèle  , et  en  est  distant  de  la  quantité  c;  x — o 
est  l’équ.  du  plan  yz  , x = a est  celle  du  plan  qui  lui  est  paral- 
lèle, mené  à la  distance  a. 

614.  Le  triangle  rectangle  AMP  donne  z2  -}-  AP^  — AM*; 
et  comme  on  tire  de  AP  N , AP 2 = x2-\-  y2,  on  a 

x*  + y*  “h  2,2  = R2  > 

en  faisant  AM~  R.  Donc,  i°.  la  distance  d’un  point  à l’origine 
est  la  racine  des  carrés  des  trois  coordonnées  de  ce  point. 
2°.  Si  x,y  et  n sont  variables  , cette  équ.  caractérisera  tous 
les  points  de  l’espace  dont  la  distance  à l’origine  est  la  même 


SURFACES  ET  LIGNES  DANS  L’ESPACE. 
et  = R : c’est  donc  réquation  de  la  sphère  qui  a R pour  rayon 
et  le  centre  à l’origine. 

Soient  deux  points  , l’un  N (ar,)',  s),  l’autre  M [x  , y , z ) 
(fig*2),rcetm  leurs  projections  sur  le  plan  xy , mn  est  celle 
de  la  ligne  MN  = R.  Or  (n°  3y3  ),  on  a 

mn*  = (oc  — x'Y  + (y  — JY- 

De  plus,  MP,  parallèle  à mn  , forme  le  triangle  MNP  rec- 
tangle en  P ; d’où  MN 2 = mn2  + P N2  ; et  comme 

P N = iVrc  — üfm  — z — z,  on  a 

(>r — ( y — + (£->—  z )a~  7?2  : 

/i  est  la  distance  entre  les  points  ( ’x , y,  z>)>  (xf , y > £)  (*)  7 s* 
l’on  regarde  a? , y,  z comme  des  variables,  cette  équation  est  celle 
d'une  sphère  de  rayon  R , et  dont  le  centre  est  situe  au  point 
M(x',  y',  s')* 

61 5.  Concevons  une  surface  cylindrique  droite  à base  quel- 
conque (n°  286  ) ; cette  base  est  une  courbe  donnée  sur  le  plan 
xy  par  son  équ.y(x,  jy)zrro.  En  attribuant  à x et  y des  valeurs 
qui  satisfassent  à cette  équ. , le  point  du  plan  xy , que  ces  coor- 
données déterminent,  est  un  de  ceux  de  la  courbe  qui  sert  de 
base  au  cylindre , la  perpend.  z indefinie  , elevee  en  ce  point 
au  plan  xy , est  une  génératrice  de  ce  corps;  ainsi,  quelque 
valeur  qu’on  attribue  à z , l’extreniite  de  cette  perpend.  sera  sur 
la  surface  du  cylindre  , en  quelque  point  qu  on  la  termine. 
Donc  , /’ équation  de  la  surface  dxun  cylindre  droit  est  celle  de 
m base , ou  f(oc  , jy)  = o. 


(*)  Comme  mB,  nC  ( fig.  12)  parallèles  h Ay , donnent  BC  — x — x'—  la 
projection  de  MJY  sur  Taxe  des  x , on  voit  que  Ici  longueur  d une  ligne 
dans  Pespace  est  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  de  ses  projec- 
tions sur  les  trois  axes . 

On  a aussi  MP — MIS . cosJSMP’,  donc  la  projection  mn  est  le  produit 
de  la  longueur  projetée  par  le  cos.  de  l’inclinaison  ; et  réciproquement,  uue 
ligne  dans  l’espace  est  le  quotient  de  sa  projection  sur  un  plan  divisé  par  le 
cosinus  de  l'angle  qu’elle  fait  avec  ce  plan.  Ces  théorèmes  s’étendent  aussi  aux 
aires  planes  situées  dans  l’espace  (voy . n°  753  ),. 
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Si  la  génératrice  du  cylindre  droit  est  perpend.  au  plan  des  rî, 
l'équ.  de  cette  surface  est  celle  de  la  base  tracée  sur  ce  plan , etc. 

Le  meme  raisonnement  prouve  que  l’équ.  d’un  plan  perpend. 
à l’un  des  plans  coordonnés  est  celle  de  sa  Trace  sur  celui-ci , 
c.-à-d.  delà  ligne  d’intersection  de  ces  deux  plans.  Soit  donc 
J!3  = * (fig.  i3  ),  a = tang  CB  J , x=az+«,  qui  est  l’équ. 
de  la  ligne  SC  sur  le  plan  zAx , est  aussi  celle  du  plan  FEBC, 
perpend,  kzAx  , et  menée  suivant  BC, 

616.  Soient  M — o , JYrrr  o , les  équ.  de  deux  surfaces  quel- 
conques ; chacune  distingue  en  particulier  ceux  des  points  de  l’es- 
pace qui  appartiennent  à l’une  des  surfaces  ; ainsi  leur  existence 
simultanée  appartient  a la  ligne  suivant  laquelle  ces  surfaces 
se  coupent.  Donc  , un  point  est  déterminé  par  trois  équations 
entre  x , y,  z,  qui  sont  les  coordonnées  de  ce  point  ; une  sur- 
face par  une  seule  équation  ; une  courbe  en  a deux  , qui  sont 
celles  des  surfaces  qui , par  leur  intersection  , déterminent  cette 
ligne.  Comme  il  y a une  infinité  de  surfaces  qui  passent  par 
une  ligne  donnée  , on  sent  qu  une  même  courbe  a une  infinité 
d’équations. 

Si  1 on  éliminé  z entre  JM  = o , 1S  = o , on  trouvera  une  équ, 
P o en  x et  y ; ce  sera  celle  d’un  cylindre  droit,  qui  coupe 
nos  deux  surfaces  suivant  la  courbe  dont  il  s’agit , et  aussi  l’équ. 
de  la  projection  ( n°  272  ) de  cette  courbe  sur  le  plan  xy.  De 
meme,  en  éliminant yq  on  aura  1 équ.  Ç)  rr=  o de  la  projection 
sur  le  plan  xz , ou  du  cylindre  projetant.  Pz=.  o,  Ç = o , sont 
les  équ.  de  nos  deux  cylindres,  qu’on  peut  substituer  aux  sur- 
faces données;  ce  sont  les  équ.  des  projections  de  notre  courbe, 
et  celles  de  la  courbe  même  : donc  , on  peut  prendre  pour  équ. 
d'une  courbe  celles  de  ses  projections  sur  deux  plans  coor- 
donnés. 

617.  Appliquons  ces  principes  à la  ligne  droite.  Nous  pren- 
drons pour  ses  équ.  celles  de  deux  plans  quelconques  qui  la 
contiennent;  mais  il  sera  convenable  de  préférer  ceux  qui  four- 
nissent des  résultats  plus  simples.  L’axe  des  z a pour  équations^ 

y — 0]  sojit  celles  des  plans  yz.  et  xz.  De  même 
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& — u } y rzz  fi , sont  les  équ.  d’une  droite  PM  (fig.  1 1 ) paral- 
lèle au xz,  et  dont  le  pied  P,  sur  le  plan  xy,  a pour  coordon- 
nées x — x,  y~fi.  On  raisonnera  de  même  pour  les  autres  axes; 
x = o , z = o sont  les  équ.  de  celui  des  jq  etc.  . . . 

Soit  une  droite  quelconque  EF,  dans  l’espace  (tig.  i3)  ; con- 
duisant un  plan  FEBC  perpendiculaire  au  plan  xz , BC  en 
sera  la  projection  sur  ce  plan  (n°  272)  ; de  même  on  projet- 
tera EF  en  HG  sur  le  plan  yz%,  les  équ.  de  ces  projections , on 
des  plans  projetans,  sont  celles  de  la  droite  EF,  ou 

x — az  -f~  * , y ~ + / 3. 

Il  sera  aisé  de  voir  que  a et  /3  sont  les  coordonnées  AB , AG  , 
du  point  E où  la  droite  EF  rencontre  le  plan  xy  ; et  que  a et 
b sont  les  tangentes  des  angles  que  ses  projections  BC,  Ht* 
font  avec  l’axe  Az.  En  éliminant  z , on  obtient  l’équ.  de  la  pro- 
jection sur  le  plan  xy, 

ay  = bx  -f-  cifi  — bu. 

€18.  Si  la  droite  EF  (fig.  i3)  passe  par  un  point  donné 
F(x' ,y  , z ) , les  projections  C et  H de  ce  point  sont  situées  sur 
celles  de  la  droite  ; donc,  les  équ.  sont  (n°  069)  , 

x — x'  ~ cl(z  — z)  , y - — yr  — b(z  — z'). 

On  trouvera  aisément  les  valeurs  de  a et  b lorsque  la  droite 
doit  passer  par  un  second  point  (x",y",  z"). 

Quand  la  droite  passe  par  l’origine  A , ses  équations  sont 

xz=.az,  y — bz. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  projections  de  deux  droites  paral- 
lèles , sur  le  même  plan,  sont  parallèles  (n°  268);  donc  les  équ. 
de  ces  lignes  doivent  avoir  pour  z les  mêmes  coefficiens  a et  b, 
et  différer  seulement  par  les  valeurs  des  constantes  a.  et  /3. 

Équations  du  Plan ? du  Cylindre  du  Cône  ^ etc. 

619.  Quelles  que  soient  les  conditions  qui  déterminent  la 
nature  d’une  surface,  elles  se  réduisent  toujours,  en  dernière 
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analyse,  à donner  la  loi  de  sa  génération,  qui  consiste  en  ce 
qu’une  courbe  Génératrice , variable  ou  constante  de  forme, 
glisse  le  long  d’une  ou  plusieurs  lignes  données , qu’on  nomme 
Directrices.  L’équ.  de  la  surface  engendrée  s’obtient  en  raison- 
nant ici  comme  au  n ^.62 , nous  allons  en  donner  divers  exemples 
en  commençant  par  le  plan. 

Un  plan  DC  (fig.  14)  est  engendré  par  une  droite  EF , qui 
glisse  sur  deux  autres  qui  se  croisent  : les  traces  BC , BD  de 
ce  plan  sur  ceux  des  xz  , yz,  se  rencontrent  en  B sur  l’axe 
des  z , et  ont  pour  équations,  savoir, 

' - y — O,  z = Ax  -f-C, 

BD.  . . *=0,  z==By  + C.  . . (1), 

en  faisant  AB  — C.  La  trace  BC,  glissant  parallèlement  le 
long  de  BD,  engendre-  ce  plan  BDC ; c’est  ce  qu’il  s’agit  d’ex- 
primer par  l’analyse. 

Soit  EF  une  parallèle  quelconque  BC,  dans  l’espace;  le  plan 
projetant  EH  TF  sera  parallèle  à zx , HT  le  sera  à Ax.  La  pro- 
jection de  EF  sur  le  plan  zx  le  sera  à BC,  en  sorte  que  les 
équations  de  EF  seront 

y r=r  et, , z ~ Ax  -f-  /3.  . . (2). 

Pour  avoir  le  lieu  E de  l’intersection  de  EF  avec  la  directrice 
BD,  éliminons  x , y et  z entre  les  quatre  équations  (1)  et  (2)  k 
il  viendra  l’équation  de  condition 

fi  z=z  Ba  C.  . . (3), 

qui  exprime  que  les  lignes  BD , EF  se  coupent.  Si  donc  on 
donne  à « et  /3  des  valeurs  qui  y satisfassent , on  sera  sûr  que 
les  équ.  (2)  seront  celles  de  la  génératrice  dans  une  de  ses 
positions.  Concevons  donc  qu  on  mette  dans  (2}  pour  /3  sa  va- 
leur Boi  A C , ces  équ.  seront  celles  d’une  génératrice  quel- 
conque, dont  la  position  dépendra  de  la  valeur  qu’on  attribuera 
à 1 arbitraire  &.  O11  en  conclut  que,  si  on  éliminé  u entre  elles  , 
e.-à-d»  * et  fi  entre  les  trois  equ.  (2)  et  (3),  l’équ.  résultante 

z Ax  -f*  By  -b  C , 
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est  celle  du  plan  , puisque  x , y et  z représentent  les  coordon- 
nées des  divers  points  d’une  génératrice  quelconque. 

C est  le  z à l’origine,  ou  AB\  A et  B sont  les  tangentes  des 
angles  que  font  avec  les  axes  des  x et  desj/  les  traces  BC , BD 
du  plan  t sur  ceux  des  xz  et  des  yz. 

Si  l’on  fait  varier  C seul  , le  plan  se  meut  parallèlement , 
parce  que  ses  traces  demeurent  parallèles  (n°  268). 

Toute  équation  du  ier  degré  est  celle  d un  plan. 

Deux  équations  quelconques  du  1er  degre  sont  celles  dune 
ligne  droite. 

Lorsque  l’équ.  d’un  plan  est  donnée  , on  obtient  celle  des 
traces  sur  les  plans  des  xz , yz  et  xy , en  faisant  successive- 
ment y zizz  o , x — o , z — — ^ o ; ce  sont  les  equ.  de  ces  plans. 
Ainsi,  Ax  -f-  By  + C = o est  l’équ.  de  la  trace  du  plan  sur 
celui  des  xy. 

On  aurait  pu  prendre  une  droite  quelconque  dans  1 espace , 
pour  génératrice,  et  la  faire  glisser  sur  les  traces;  ce  calcul 
plus  compliqué  , auquel  on  pourra  s exercer,  aurait  conduit  au 
même  résultat. 

620.  Le  même  raisonnement  sert  à trouver  l’équation  du 
Cylindre.  Soient  M = o , 2V=  o,  les  équ.  d’une  courbe  quel- 
conque donnée  dans  l’espace,  sur  laquelle  doit  glisser  a 
droite  génératrice,  en  restant  parallèle  à elle-même  (n°  287). 
Désignons  par 

x~  y = bz  -f-  /3.  . . (1) , 

les  équ.  d’une  parallèle  à la  génératrice , a et  h étant  donnés , 
ti  et  fi  dépendant  de  la  position  de  cette  droite.  Or,  pour  qu  elle 
coupe  la  directrice,  il  faut  que  ces  quatre  équ.  puissent  co- 
exister; c.-à-d.  que  , si  l’on  élimine  x , y et  z entre  elles,  « et 
/S  doivent  être  tels,  que  î’équ.  finale  fi soit  satisfaite.  Si 
l’on  met  dans  (1  ) Fa  pour  fi  i ces  deux  équ.  seront  donc  celles 
d’une  génératrice  quelconque,  dont  la  position  dépendra  de  lâ 
valeur  de  u ; et  si  l’on  élimine  ensuite  a entre  elles,  on  aura 
une  relation  entre  x , y et  z , qui  aura  lieu  pour  une  génératrice 
quelconque  ; ce  sera  par  conséquent  F équ.  cherchée. 
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Concluons  de  là  que  pour  trouver  l’équ.  d’une  surface  cylin- 
drique,  il  faut  éliminer  x,  y et  * entre  (i)  et  les  équations 
M=o,  iV  = o de  la  courbe  directrice;  puis,  dans  l’équ.  de 
condition  fi  = Fx,  qui  en  résulte,  mettre  x — az  pour*,  et 
y — bz  pour  fi  ; l’équation  du  cylindre  est  donc  de  la  forme 
y — bz=  F(x  — az)  , la  forme  (*)  de  la  fonction  F dépen- 
dant de  la  nature  de  la  directrice  {voyez  n°*  705  et  879). 

Si,  par  ex.,  la  base  est  un  cercle  de  rayon  r,  tracé  dans  le 
plan  xy,  et  placé  comme  l’est  celui  delà  fîg.  j 8,  le  diamètre  AE 
sur  l’axe  des  a:  et  l’origine  en  A , les  équ.  de  la  directrice  sont 
y + x — zrx , z = o;  éliminant  x ,y  et  z parles  équ.  (1), 
il  vient  fi2  + *a  ~ 2ïx , pourfiéqu.  de  condition  (**).  Ainsi 

(y  — ■ bzy  -f  (x  — azy  = 2 r(x  — az) 

est  léqu.  du  cylindre  oblique  à hase  circulaire  ; la  direction  de 
1 axe  donne  les  valeurs  de  a et  b.  Si  cet  axe  est  dans  le  plan 
xz , on  a b=zo, 

y*  + (y  — az)2  = 2r(.r  — az). 

Enfin,  si  le  centre  du  cercle  est  situé  à l’origine,  il  suffit  de  rem* 
placer  le  2e  membre  par  r2. 

621.  Soient  Mz=z  o,  N = o.  . . (1), 
les  équations  de  la  directrice  quelconque  d’une  surface  co~ 


( ) Les  signes  1er,  fx  , er.  . . . servent  à désigner  des  fonctions  différente* 
de  x 5 ils  indiquent  des  formules  dans  lesquelles  la  meme  quantité  x entre  > 
mais  combinée  de  diverses  manières  avec  les  données.  Au  contraire,  fx , fz 
sont  la  même  fonction  de  deux  quantités  différentes  x et  z : en  sorte  que  si 
l’on  changeait  zen  r dans  celle-ci,  on  reproduirait  identiquement  l’autre. 

fWz+  °)  ? ^Cr+logz^  dcsiSn€nt  (iue  si  i,Qn  disait  i/z  + a — x , et 


a 

b-\-  îog  z 


— x y ces  fonctions  deviendraient  identiques  , et  —fx. 


( ) Cela  est  visible  de  soi-meme,  puisque  a.  et  fi  sont  les  coordonnées  du 

pied  de  la  génératrice.  Meme  remarque  pour  ie  cône. 

On  pourrait  trouver  1 équ.  du  plan,  en  le  considérant  comme  un  cylindre 
dont  la  base  est  une  ligne  droite.  “ * 
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nique  (n°  289).  Les  coordonnées  du  sommet  étant  a,  by  c, 
toute  droite  qui  passe  par  ce  point,  a pour  équ.  (n°  618), 

x — a u(z  — c) , y — b ■=■  fi(z  — c).  . . (2). 

Si  cette  droite  rencontre  la  courbe , elle  sera  une  génératrice  ; 
éliminons  donc  x , y et  z entre  ces  quatre  équ.  , et  à l’aide 
des  équ.  (2),  éliminons  a et  /3  de  Féqu.  finale  /3  = F* , nous 
aurons  pour  le  cône  une  équation  telle  que 


La  forme  de  la  fonction  F,  dépendant  de  la  courbe  direc- 
trice, est  donnée  par  le  calcul  même  que  nous  venons  d’ex- 
poserr  ( [voy . nos  708  et  879^. 

Par  ex. , si  la  base  est  le  cercle  AE  (fig.  18),  ses  équ.  sont 
z ~ o } yz  -f-  x2  ~ 2rv  ; l’origine  est  à l’extrémité  A du  dia- 
mètre, lequel  est  couché  sur  l’axe  des  x\  l’équ.  de  condition 
$ = Fu  est  ici 

(a  — mc  )2  -f*  ( b — )2  = 2 r(  a — a c)  ; 

d’où  (az  — ex Y -f-  ( bz  — cy )2  ==  nr  ( z — c)  (az  — ex). 

Telle  est  Y équ.  du  cône  oblique  à la  base  circulaire,  le  sommet 
S étant  au  point  (a,  b , c).  Si  nous  voulons  que  l’axe  SC  soit 
dans  le  plan  xz  , comme  on  le  voit  (fig.  18) , on  fera  b = o , et 
il  viendra 

c2(a:2-f-y2)  -{-2 c(r—d)xz  -f~a(a — 2?*)z2  -f- uaerz — 2 carx  — o. 

Enfin  , quand  le  cône  est  droit  a = r.  Il  est  alors  plus  commode 
de  prendre  l’axe  des  z pour  celui  du  cône , et  on  trouve  , pour 
l’équ.  de  cette  surface  ainsi  disposée, 

c2(x2  -j-  y*)  = rü(z  — c)2  > ou  x*  -f-  ya  = mu(z  — c)2, 

en  nommant  m la  tangente  de  Tangle  formé  par  l’axe  et  la  gé- 
nératrice , ou  posant  me  = r. 

Si  le  cercle  de  la  base  n’était  pas  tracé  dans  le  plan  xy , 
mais  dans  un  plan  incliné  sur  les  xy,  et  perpend.  aux  xz , A 
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&-ant  la  tang.  de  l’angle  que  cette  base  fait  avec  le  plan  xy , il 
faudrait  remplacer  les  équ.  (i)  par  z=zAx  et  x2-j -y2-j-z2=  r\ 

6 22.  On  peut  concevoir  toute  surface  de  révolution , comme 
engendrée  (n°  286)  par  le  mouvement  d’un  cercle  BDC  (fig.  1 5), 
dont  le  plan  est  perpend.  à un  axe  Az  , le  centre  / étant  sur 
cet  axe,  et  le  rayon  IC  tel  que  ce  cercle  coupe  toujours  une 
courbe  quelconque  donnée  CAB . Nous  ne  traiterons  d’abord 
que  le  cas  où  l’axe  est  pris  pour  celui  des  z.  Tout  cercle  BDC 
dont  le  plan  est  parallèle  aux  xy , a pour  équ.  celles  de  son 
plan  et  de  son  cylindre  projetant , ou 

2.-/3,  et  x2-\-y2~cd.  . . (t)  ; 
en  faisant  AI  — / 3,  et  le  rayon  IC  — et. 

Les  équ.  de  la  directrice  donnée  CAB  étant 

M—o , N— o.  . . (2), 

pour  que  ces  courbes  se  rencontrent,  il  faut  qu’en  éliminait 
x,  y et  z entre  ces  quatre  équ.,  la  relation  fi  — Fu,  à.  laquelle 
on  parviendra,  soit  satisfaite.  Si  l’on  met  F a.  pour  fi  dans  (1)  , 
ces  équ.  seront  alors  celles  du  cercle  générateur  dans  une  de  ses 
positions  dépendante  de  a.  ; et  si  l’on  élimine  ensuite  fi , on  aura 
1 équ.  demandée.  Ainsi,  on  éliminera  x,  y'etz.des  quatre  équ.  (1) 
e*  (2)  ; puis  dans  l’équ.  finale  fi-=  Foi , on  mettra  z pour  fi , et 
\/ (x2  ~j- y°)  pour  u ; l’équ.  de  la  surface  de  révolution  a donc  la 
forme  z = F(x2  -f- y2)  : celle  de  la  fonction  F dépend  de  la 
nature  de  la  courbe  directrice,  et  est  donnée  par  le  calcul  que 
nous  venons  d’exposer. 

I.  Soit  d’abord  pris  pour  directrice  un  cercle  dans  le  plan 

xz  , et  dont  le  centre  soit  à l’origine;  on  a,  pour  les  équ.  (2), 
y — o , x2  + £2  ~ r2,  et  pour  l’équ.  de  condition  «d-f-  fi?  — r\ 
ce  qui  est  d’ailleurs  évident  par  soi-même  ; donc  , remettant 
x2  -h y2,  pour  fi2  et  u pour  z,  on  a.  x2  -f-  y2-j~z2  7,2  pour  l’équ. 

de  la  sphère  (n°  61 4). 

II.  Traçons  dans  le  plan  xz  une  parabole  située  comme  on 
le  voit  (fig.  i5);  ses  équations  seront  v—o,  x2 z=s  üpz  ; d’où 
«d  = 2 pfi  , et 
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x2  “h  J*  — £r s i 

équ.  du  Paraboloïde  de  révolution, 

ÎÏI.  De  même , l’équ.  de  Y Ellipsoïde  et  de  Y Hyperbolo  de  dê 
révolution  y dont  le  ier  axe  A se  confond  avec  celui  des 
3 , est 

A2(x2  -f-  y2)  ± B* z2  = ±L  A2 B2  • 

le  signe  supérieur  a lieu  pour  l'ellipsoïde. 

IY.  Supposons  qu’une  droite  quelconque  tourne  autour  d@ 
l’axe  des  z ; cherchons  la  nature  de  la  surface  qu’elle  engendre. 
Les  équ.  de  cette  droite  mobile , qui  est  la  directrice  , sont 

x r=  az  -f-  A , y :z=.  bz  -f  - B ; 

d’où  (a/ 3+  Ay  + {b fi  -f-  By=u\ 

pour  équ.  de  condition.  Celle  de  la  surface  est  donc 

x2  -f- = (a*  -f-  b2)z2  + 2 (A a 4-  Bb)z  + A2  + B\ 

En  faisant  x = o,  on  trouve  (n°  4^o)  que  l’intersection  par  1© 
plan  yz  est  une  hj’perbole  ; comme  x et  y n’entrent  ici  qu’as- 
semblés en  binôme  x2-f- J'2,  £ est  une  fonction  de  x24 ~y*t  et  la 
surface  engendrée  est  un  hyperboloïde  de  révolution. 

Cependant,  si  la  droite  génératrice  coupe  l’axe  des  z}  ses 
deux  équ.  doivent  être  satisfaites  en  faisant  x = ^=0  et  z = c ; 
d’où  A — — ac , B ~ — bc  ; donc  on  a 

(a3 -f - b2)  (z  — c)2  — x2  + 

qui  appartient  à un  cône  droit  (n°  621). 

Pour  trouver  î’équ.  d’une  surface  de  révolution  dont  l’axe  a 
une  situation  quelconque,  il  faut  ou  recourir  à une  transforma- 
tion de  coordonnées  (n°  656)  , ou  traiter  directement  le  pro- 
blème d’une  manière  analogue  à la  précédente  (voyez  n°  6 23). 

Problèmes  sur  le  plan  et  la  ligne  droite . 

625.  Remarquons , comme  au  n°  375,  qu’on  peut  se  propo- 
ser deux  genres  de  problèmes  sur  les  surfaces.  Tantôt  il  s’agit 
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de  déterminer  les  points  ^ui  jouissent  de  certaines  propriétés  ; 
tantôt  de  donner  à la  surface  une  position  ou  des  dimensions 
telles,  quelle  remplisse  des  conditions  demandées.  Dans  le 
1er  cas  x j y j z sont  les  inconnues  j dans  le  2 e il  faut  déterminer 
quelques  constantes  de  1 equ.  d’une  manière  convenable.  Les 
conditions  données  doivent,  dans  tous  les  cas,  conduire  à au- 
tant d équ.  que  d’inconnues,  sans  quoi  le  problème  serait  indé- 
terminé ou  abstirde.  Nous  allons  appliquer  ces  considérations 
générales  au  plan. 

624.  Trouver  les  projections  de  V intersection  de  deux  plans ; 
donnés  par  leurs  équations 

z — Ax  -f-  By  -f-  C } z = Ar  x -f-  B' y -f-  C\ 

En  éliminant  z , on  a la  projection  sur  le  plan  xy , 

(^  — C*  — B')y  + c—  C==0. 

De  même  chassant  x oujy, 

— A)z  -f  {AB?  — A'B)y  + AC  — A'C=:q, 

{B'  — B)z  -f  {A'B—  AB')x  +BC  — BfC=zQ> 

sont  les  équ.  des  projections  sur  les  plans  des  yz  et  des  xz. 

625.  Faire  passer  un  plan  par  un , deux  ou  trois  points  don- 
nes* L equ.  de  ce  plan  étant  z Ax  — By  — f — C } s’il  passe  par 

le  point  Çx  , y , z ),  on  a zr  Ax'  By'  C\  et  retranchant, 
il  vient 

\ 

Z Z - — . A ( x — x ) — f—  B Çy  — — y 1 ^ * 

c’est  l’équ.  du  pian  qui  passe  par  le  point  (x,  y,  z).  Le  pro- 
blème resterait  indéterminé  si  les  constantes  A et  B n’étaient 
pas  données  , à moins  quelles  ne  fussent  liées  par  deux  équa- 
tions dont  il  faudrait  les  déduire.  Si,  par  exemple,  le  plan  doit 
être  parallèle  à un  autre  , a ==  A'x  + B' y -f-  C ) on  aura 

A—A\  B = B'. 

Quand  le  plan  doit  passer  par  un  2e  point  (x" , y\  z ")  , on 

a z"  = Ax"+Bÿ  -f  C ; ce  qui  laisse  une  constante  arbitraire , 
et  permet  de  faire  passer  le  plan  par  un  3e  point,  etc. 
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S26.  Trouver  le  point  d intersection  de  deux  droites. 

équ.  de  la  ire.  , . . x = az  -f-  « , y = bz  ~p 
équ.  de  la  2*.  . . . a?  = dz-\-ct,  y=zb'z~\-fi'. 

Pour  le  point  cherché , x , y et  z satisfont  à ces  quatre  équa- 
tions; éliminant,  on  trouve  Féquation  de  condition 

(.æ  — A ) (b  — b'}  = (/S  — Z3 (a  a!'). 

Si  elle  n’est  pas  satisfaite  les  lignes  ne  se  coupent  pas  ; et  si  elle 
l’est,  le  point  d’intersection  a pour  coordonnées 

et — et  /3  — fi'  ; ÇL  tt — ^/3  — b/3>r 

a' — a b' — - ù ’ X a — a } ^ b' — b 

• c.  ■ \ ? • f - — * - T ' - • 

627.  Trouver  les  conditions  pour  quune  droite  et  un  plan 
coïncident  ou  soient  parallèles.  Soient  les  équ.  du  plan  et  de  la 
droite 

z =:  Ax  -p  By  -p  C, 
x = nz.  “p  «e , y ='  ùz;  -p  p 1 

en  substituant  az  -p<*  et  bz  -p  /3  pour  .r  et  y dans  la  ir®, 

z[Aa  — p Bb  — 1 } -p  A a — p Bp  — p C o. 

Si  la  droite  et  le  plan  n’avaient  qu’un  point  de  commun,  on 
en  trouverait  ainsi  les  coordonnées  ; mais  pour  qu’elle  soit  en- 
tièrement située  dans  le  plan,  il  faut  satisfaire  à cette  équ.  quel 
que  soit  z\  d’où  (n°  57 6) , 

Aa  -p  Bb  = 1 , A*  *f^pC  = o; 

ce  sont  les  équ.  de  condition  cherchées. 

Si  la  droite  est  simplement  parallèle  au  plan , il  faut  qu’en  le® 
transportant  parallèlement  jusqu’à  l’origine-j  la  droite  et  le  plan 
coïncident;  ainsi  , ces  équ.  doivent  être  satisfaites  en  y suppo- 
sant ai  p et  C nuis  j d’où 

Aa  -P  Bb  — 1=0, 

628.  Exprimer  qu  une  droite  est  perpend . à un  plan . Le  plan 
projetant  la  droite  sur  les  xy  est  à la  fois  perpend.  au  plan 
donné , et  à celui  des  xy  \ ces  derniers  se  coupent  donc  suivant 
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une  perpend.  au  plan  projetant  ( nos  272  etayd)  ; c,-à-d.  quê  îâ. 
trace  du  plan  donné  sur  les  xy  est  perpend.  à toute  droite  dans 
3e  plan  projetant,  et  par  suite  à la  projection  sur  le  plan  xy  de  la 
droite  donnée.  Donc,  lorsqu  une  ligne  est  perpend.  à un  plan,  les 
traces  de  ce  plan  et  les  projections  de  la  ligne  sont  à angle  droit. 
D’après  cela,  les  équ.  du  plan  et  de  la  droite  étant,  comme  au 
numéro  qui  précède,  celles  des  traces  du  plan  sur  les  xz  et yz , 
sont 

z — Ax  -f-  C,  z — By  -f*  C , 


ou 


X 


1 C 16 

AZ~Â’ 


A~  A 
la  relation  connue  (n°  ^70)  donne 

A -j-  a = o,  B -j-  b 


O. 


Cette  équ.  détermine  deux  des  constantes  du  plan  ou  de  la 
droite  qui  lui  est  perpendiculaire.  Les  autres  constantes  devront 
être  données  , ou  assujéties  à d’autres  conditions. 

629.  Lorsque  l’on  veut  mener  un  plan  perpend.  à la  droite 
donnée,  l’équ.  de  ce  plan  est 

3 -f-  ax  -f-  by  = C. 

Les  coordonnées  du  pied  de  la  droite  sur  le  plan  xy 
sont  u et/3;  la  sphère,  dont  le  centre  est  en  ce  point,  a pour 
équation  (n®  6i4)> 

( x ■ — a)a  -j-  (y  — fi  y z0’  = 7*2. 

l i » 

Ces  deux  dernières  équ.  appartiennent  donc  à un  cercle  dont 
le  plan  est  perpend.  à la  droite  donnée;  le  rayon  de  ce  cercle 
et  sa  situation  absolue  dépendent  de  r et  de  C. 

Soient  M~o,  N=  o,  les  équ.  d’une  courbe;  pour  qu’elle 
coupe  notre  cercle  , il  faut  que  ces  quatre  équ.  puissent  co- 
exister; en  éliminant  r,j/et  21,  on  a une  équ.  de  condition 
r—F(C) , et  remettant 


z-\-  ax  -f -by  pour  Cet  \/^x—u  )a4-(j — /3)2+*2]  pour  ?*, 

■ N 

on  aura  i’équ.  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  la 
courbe  donnée  autour  de  l’axe  quelconque. 
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63o.  Si  au  contraire  le  plan  est  donné,  et  si  l’on  veut  que 
la  droite  lui  soit  perpendiculaire,  et  passe  par  un  point  donné 
(«a/, y , z')  , on  a pour  les  équ.  de  la  droite, 

x — xT  -f-  A{z  — z'  ) = o , y — y'  B {z,  — z ) = o. 

Goi.  On  en  déduit  la  distance  du  point  au  plan;  car,  met- 
tons l’équ.  du  plan  sous  la  forme 

z ■ — z!  = A(x  — x'  ) -f-  B (y  —y  ) «f-  L, 

en  faisant  L = C — z'  + Byf  ; 

puis  éliminons  les  coordonnées  x,y , z du  pied  de  la  perpend., 
il  vient 

r /_  L ^ __  —AL  — BL 

1-j -A*-\-B2)  x x i4-^r2+ Bi>  ~ i-f-Az-l-B*’ 

Donc  (n°  614)  la  distance  ^ entre  les  extrémités  est 


' \/(i  V2)' 

632.  Trouver  la  distance  d'un  point  à une  droite.  Les  équ. 
de  la  droite  étant  toujours  comme  n°  627 , le  plan  perpendi- 
culaire, mené  par  le  point  donné  (x , y\  z')  } a pour  équation 

a(x  — x')-A~b{y  — y')  -f  z — z'=  o. 

Éliminant  x,  y et  z à l’aide  des  équ.  de  la  droite,  on  trouve  , 
pour  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  , 


aM 


XZ 


bM 


*■ 


M 


i-f-a2+é2  1 1 r'*  ~ 1 * 

«n  faisant  M = a(x  — u)  -f-  b( y — pi)  -f-  z . 

La  distance  P entre  les  points  {xty9  z ),  (a?',  y t z),  tout  calcul 
fait , est  donnée  par 


P a 

s. 


(xf  — * 


/3)a* f s'2« 


Æfa 


s n "4"  é* 

ïS 
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633.  Trouver  l angle  A que  forment  deux  droites.  Menons  , 
par  1 origine , .des  parallèles  à ces  lignes;  l’angle  de  ces  deux 
parallèles  est  ce  qu’on  appelle  l’angle  des  droites  , quelles  se 
coupent  ou  non.  Soient  donc  les  équ.  de  ces  parallèles 

(1)...  x = az,  yz=bz , (2)...  x = a'zy  y — b'z\ 

il  faut  trouver  A en  fonction  àe  ay  b y a'  et  b'.  Concevons  une 
sphère  dont  le  centre  serait  à l’origine,  et  qui  aurait  l’unité  pour 
rayon  ; on  aura  les  coordonnées  des  points  où  elle  coupe  nos 
droites  , en  éliminant  x y y et  2.  entre  leurs  équ.  respectives  et 
celle  de  la  sphère,  qui  est  x2  -f- y 2 -f  = 1.  On  trouve... . 
(aa-{-  bz-j-  c2)z2  = 1 ; d’où  l’on  tire  zy  puis  x et  y par  les 
équ.  (1)  ; on  accentue  ensuite  a et  b pour  avoir  z , x etyr  ; 


a 


x: 


l/(i  -t-a2-j-b2)f  ~~  1/(1 

1 , a! 

x 


V(i +a'2+è'a)’  y{i  +a!*+b'*)'y  ~ VCi  +a'*-\-b“) 


b2)9 

b' 


La  distance  D de  ces  points  est  donnée  par 

D — (x  — x ' y -f(y'  — y)2  etc.  ==  2 — z(xxr  -\-yy'  -f-  zz'  ) , 

à cause  de  x'2~\-  y'2-\-  z2  ~ 1 , x2-\-y2  -j-z2?=z  1 . On  a,  dans 
l’espace,  un  triangle  isoscèle  dont  les  trois  côtés  sont  1 , 1 et  D ; 
l’angle  A est  opposé  à ce  dernier;  i’équ.  {D , n°  355)  donne 

pour  cet  angle  cos  A ~ 1 — J O2  xx  -f -yÿ  -f-  zz  y ou 

* 

À ï -f-  ad  -f-  bb' 

t0b  — v/(i  +«“  + 62)  \/(t  + a'2-f-6'aj- 

1°.  Pour  en  déduire  les  angles  X , Y,  Z,  qu’une  droite  fait 
avec  les  axes  des  x y y et  z , il  faut  donner  à la  2e  ligne  tour 
à tour  la  situation  de  chacun  de  ces  axes,  puis  mettre  ici  les 
valeurs  de  a et  b1  correspondantes  . Par  ex. , les  valeurs  que  ces 
quantités  doivent  prendre  pour  que  x = a'z  y y ■=.  b'z  , de- 
viennent y ~o , z = o,  qui  sont  les  équ.  de  l’axe  des  x , sont 
= o et  d = 00.  Si  l’on  introduit  ces  valeurs  dans  notre  for- 
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mule  (*)  , on  exprimera  que  la  2e  droite  se  couche  sur  l’axe 

des  or,  et  on  aura  cos  X: 


a 


V/(i  -f-  aa  -f-  b 2) 


En  faisant  de  même  a!  ~ o,  b1  ~ co  } les  équ.  x 


a!  z 


y*  & - f -,  y'  b?  f * 

(*)  Soit  la  fraction  l’on  peut  écrire  ainsi... 

|i.  ô | , j 

jyxn-m _i.. * ~~  ‘ J ? en  supposant  que  « et  m sont  les  moindres  exposans 

de  x dans  les  deux  termes»  Il  se  présente  trois  cas. 

i°.  Si  m~a:  les  facteuis^Æ  , xm  se  détruisent;  plus  x décroît,  et  plus  la 
si 

fraction  approche  de  qui  est  la  limite  répondant  h x — o. 


o-  n.  si-\-Bxb  a -f- . , . 

2°.  Si  ni  > a , on  a — — , _7r 

^ 7 'rut — at  1/ 


, dont  l’infini  est  visiblement 


xm~a(M  JYxn~m . . .) 
la  limite  ; la  fraction  croît  donc  sans  bornes  quand  x diminue. 

3°.  Enfin , si  m < a , la  limite  est  zéro.  Cette  manière  de  prendre  la  limite 
est  ce  qu’on  appelle  faire  x infiniment  petit. 

Si  les  exposans  a et  m sont,  an  contraire,  les  plus  élevés  dans  les  deux 

KA+^-‘  +•••■) 


x 1 


termes , la  fraction  se  met  sous  la  forme  — 


xm( M- f-  -J- ^ 

V.  xm~n  J 


N 


Or  plus 


B N 

x croît , et  plus  les  termes  — ■ — t ; . . . , approchent  de  zéro , qui  répond 

3C  j(- 

A. 

à x infini  ; en  sorte  que  si  a — m>  la  limite  est  ; si  a^>m,  la  fraction  devient 
xa-m  (^4  -4-  . . . .) 


M-h 


-,  qui  est  infinie  avec  xj  enfin,  si  a m , la  limite  est  zéro. 


On  appelle  cette  opération  faire  x infiniment  grand. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  raisonnement  ne  porte  que  sur  le  i«r  terme  du  nu- 
mérateur et  du  dénominateur,  en  sorte  qu’on  aurait  pn  d’abord  réduire  la  frac- 

tion  à ■ m . Il  en  serait  de  même  de  toute  autre  fonction  algébrique',  ce  qu’on 

démontrerait  par  un  raisonnement  analogue.  Concluons  donc  que,  pour 
faire  x infini  dans  une  fonction  , il  faut  n’y  conserver  que  les  termes  oh 
cette  lettre  porte  les  exposans  les  plus  élevés  : au  contraire , pour  faire  x 
infiniment  petit  , il  faut  supprimer  tous  les  termes , excepté  ceux  qui  ont 
les  puissances  moindres  de  x. 

3 3 

. . j a -f-  0(xz  + bx*  -f-c)  . \/.r* 

C est  ainsi  que  , quand  x = oo, - — - -, se  réduit  à ~r — = £* 

’ * m -h  v'(*a  + «)  v/^a 

i5.. 


I 
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y — b' z delà  2e  droite  deviennent  xr=o,  z — o,  qui  sont 
celles  de  l’axe  des  y ; on  trouve  donc  cos  F.  Enfin , a =o , b'~ o , 
donnent  cos  Z.  Donc,  les  cosinus  des  angles  qu’une  droite  fait 
avec  J es  axes,  sont 

COS  X = p— : — 

V/(i  + a2  -j-  Z?2) 

■cr  b 

cos  Y = — — 7 — , 

V/(i  -f - aa  ~f-  Z>2) 

~ i 

COS  X rrz — — — . 

|/(l  + ûa-f-^) 

2°.  Ces  valeurs  sont  aussi  celles  des  sinus  des  angles  que  1® 
droite  fait  avec  les  plans  des  yz,  xz  et  xy,  puisque  ces  angles 
sont  visiblement  les  complémens  de  X , Y et  Z. 

3°.  Ajoutons  les  carrés  de  ces  cosinus  ; il  vient 

C0S2X  -f-  COS2  y -f-  cos2Z  = 1 . 

On  peut  donc  mener  dans  l’espace  une  droite,  qui  forme, 
avec  les  axes  des  x et  des  y,  des  angles  donnés  X et  F;  mais 
Z est  déterminé.  C’est  ce  qui  d’ailleurs  est  visible  ( voy . n°  65y). 

4°.  Prenons  une  longueur  quelconque  MN  (fig.  ia),  sur  une 
droite , qui  fait  dans  l’espace  les  angles  X , F,  Z avec  les  axes,, 
et  projetons-la  sur  les  x et  les^/  ; les  projections  sont 

BC  = MN.  cos  A , et  MN.  cos  F. 

Mais  mrt  ou  MP , est  la  projection  de  MN  sur  le  plan  xy  s 
mn  --  MN.  sinZ  ; et  projetant  de  nouveau  mn  sur  les  x et  les 
y,  ces  projections  sont  BC ~ mn.  cos  b et  mn.sinô,  6 étant 
l’angle  que  fait  mn  avec  les  x ; donc  nos  projections  sont 
BC  -=rzMN.s\n  Z. cos  b , et  M/V.sin  Z.sin  6;  égalant  les  valeurs 
des  mêmes  projections  il  vient 

cos  X = sinZ. cosô,  cosF  = sinZ.sinô. 

Au  lieu  de  déterminer  une  direction  dans  l’espace , par  les  trois 
angles  X y Y y Z qu’elle  fait  avec  les  axes,  il  suffit  de  donner 
l’angle  qu  elle  fait  avec  sa  projection  sur  le  plan  xy  (complé- 
ment de  l’angle  Z),  et  1 angle  6 de  cette  projection  avec  l’axe 
des  x ; et  réciproquement. 
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En  ajoutant  les  carrés  de  ces  deux  équ. , on  a 

cos2X  + cosaK  ~ si  naZ  1 — cos2Z , 

relation  déjà  trouvée  (3°.)* 

5°.  Mettant  les  valeurs  de  cosX,  X',Y ...  dans  cos  Zl,p» 

cos  A — cos  X cos  X'  + cos  Y cos  Y'  -f"  cos  Z cos  Z ; 

l’angle  des  deux  droites  est  exprimé  en  fonction  des  angles  qu@ 
chacune  d’elles  fait  avec  les  trois  axes. 

6°.  Si  les  deux  lignes  sont  perpendiculaires,  cos  A o } Gi 
©n  a j pour  l’équation  qui  exprime  cette  condition, 

1 -f-  aa'  ~f“  bb'  o , 

i x 

ou  cosX  cos  X!  -f~  cos  Y cos  Y'  4”  cos  Z cos  Z = o. 

63 4.  Trouver  V cingle  ô de  deux  plans . Leurs  équ.  étant 

s = Ax  + B y C , z — A' x -f-  B' y -f*  C' , 

si  de  l’origine  on  abaisse  des  perpend.  sur  ces  plans,  1 angle  de 
ces  lignes  sera  égal  à celui  des  plans.  Soient  donc  x rrr  az  , 
y = bz , les  équ.  d’une  droite  menée  par  1 origine  ; pour  quelle 
soitperpend.au  ierplan,il  faut  qu’on  ait  (n°  628),  A-\-a— o3 
B- \-b~o.  Les  équ.  des  perpend.  sont  donc 

x-\-Az  = o,  y-\*Bz— °...  x-r -A'z=q,  y-\-B'z—o. 

» 

Ainsi , le  cosinus  de  l’angle  de  ces  droites , et  par  conséquent 
celui  des  plans  est 

i -f-  AJ'  4-  B B' 

cos8  — v/o+^a+5a)  vo + + b"  y 

i°.  Si  l’on  fait  prendre  au  2e  plan  la  situation  de  celui  des  xzf 
y — o est  son  équ.  ; il  faut  donc  faire  A'  — C'  = o,  et  Bf  — 00 , 
pour  avoir  l’angle  T7 qu’un  plan  fait  avec  celui  des  xz.  On  a de 
même  les  angles  U et  V qu’il  fait  avec  les  yz  et  les  xy.  Donc 

cosT—  + + cost/_  v/C‘  + ^a  + -fia)’ 

1 

cosV  = 


v/cw 
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d Oll  COSa7  —f"  COS  2 £7  -j~  COS*  F^=z  I ; 

er  cos  0 — cos  T cos  T *f  cos  TJ  cos  V'  + cos  F cos  F\ 

potu  îe  cosinus  de  1 angle  de  deux  plans  en  fonction  de  ceux 
qu’ils  forment  respectivement  avec  les  plans  coordonnés. 

2°.  Si  les  plans  sont  à angle  droit 

1 -f-  AA'  -*■{-  B B'  o , 

ou  eos  T cos  T*  -f-  cos  U cos  TJ'  cos  F cos  Fr  ~ o. 

635.  Trouver  l angle  y d une  droite  et  d'un  plan.  Soient 

z = Ax  -j-  By  -f-  C et  x = az-j- et,  y=zbz-\-  /3 , 

leurs  équ.  L angle  cherché  est  celui  que  la  droite  fait  avec  sa 
' projection  sur  le  plan  (n°  272);  si  l’on  abaisse  d’un  point  de  la 
droite  une  perpend.  sur  ce  plan,  l’angle  de  ces  deux  lignes  sera 
donc  complément  de  >7.  De  l’origine,  menons  une  droite  quel- 
conque, x = a z , y = b' z ; pour  qu’elle  soit  perpend.  au  plan  „ 
il  faut  (n°  628),  qu’on  ait  a!  — — A,  //  — — B.  L’angle 

quelle  forme  avec  la  ligne  donnée  a pour  cosinus  la  valeur  dé- 
terminée p.  22G;  donc 

sin  îj  r=r i— — B b 

V(l  + u24-62)  \/(i-ï-A*-t  B2)' 

Il  sera  aisé  d’en  conclure  que  les  angles  que  la  droite  fait  avec 

hs  plans  coordonnés  des  ara , yz  et  xy,  ont  pour  sinus  res- 
pectifs 

______  b a 1 

|/ (1  -f-aa-}-  b2)'  i/(i+  a2  + b2)>  \/l 

ce  qui  s’accorde  avec  ce  qu’on  a vu  (n°  G33,  20.). 

Transformation  des  Coordonnées . 


65S.  Pour  transporter  l’origine  au  point  (ot>  /3,  y),  sans 
changer  la  direction  des  axes  , qu’on  suppose  d’ailleurs  quel- 
conque, par  un  raisonnement  semblable  à celui  du  n°  382  on 
verra  qu’il  faut  faire  _ 

X^X  yzzzÿ-^fi^  z z=zZr  -f-  7. 
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Les  axes  primitifs  oc, y,  z,  sont  parallèles  aux  nouveaux  x',y  , z\ 
quels  que  soient  les  angles  qu’ils  forment  entre  eux  ; on  doit  d ail- 
leurs attribuer  aux  coordonnées  a , fi , y,  de  la  nouvelle  origine, 
les  signes  qui  dépendent  de  sa  position  (n°  612).  Si  elle  est  si- 
tuée sur  le  plan  xy , y—oy  si  elle  est  sur  Taxe  des  z , a et  fi 
sont  nuis , etc. 

637.  Pour  changer  la  direction  des  axes , en  conservant  la 
même  origine  , imaginons  trois  nouveaux  axes  Ax'  > Ay  , Az!  ; 
les  1ers  axes  seront  ici  supposés  rectangulaires,  et  les  nouveaux 
axes  de  direction  donnée  arbitraire.  Prenons  un  point  quel- 
conque, puis  menons  les  coordonnées  x' , y' , z de  ce  point , et 
projetons-les  sur  l’axe  des  x \ l’abscisse  x sera,  comme  n°  383  , 
la  somme  de  ces  3 projections.  Désignons  par  (xxr)  l’angle  x Ax 
formé  par  les  axes  des  x et  x , paT  {y'  y)  l’angle  y'Ay}  etc.  , 
nous  aurons 

x = x cos  (x'x)  -f-  y cos  ( y'x)  4“  z cos  ( z'x ) 
y = x'  cos  (x'y)  y'  cos  ( y y)  + z'  cos  (z'y) 
z ~ x cos  ( x z ) -f-  y'  cos  (y 'z)  + z'  cos  (z'  z) 

Ces  deux  dernières  équ.  se  trouvent  en  projetant  les  x\  y'  et 
z!  sur  l’axe  des  jq  et  ensuite  sur  celui  des  x . 

Telles  sont  les  relations  qui  servent  à changer  la  direction 
des  axes.  Comme  (x'x)  r (x 'y)  , (x'z)  sont  les  angles  que 
forme  la  droite  Ax'  avec  les  axes  rectangulaires  des  x, y,  z , 011 
a (n°  633,  3°.) 

cos*(3cfx)  -f*  cos2(.ry)  -f*  cos 4(xT)=  1 } 
de  meme  cos2(>y/x)4'  cos*(y,y)-\-cos*(y'z)=  1 >. . - (B). 
cos0 (z'x)  -f-  cos2 ( 2.^)4“  cos2(z’/2’)  — 1 ' 

Les  angles  que  les  nouveaux  axes  forment  entre  eux,  donnent 
(n°  633,  5°.) 

COS  (xy  )- S,  cos  (x'z!  ) = T,  cos  (/*')  = U.  . . (C) , 
en  faisant , pour  abréger , 

S = cos(x'x)cos(y'x)  4“cos(a73/)cos(4'J)/)  ”1“  cos(x' z)cos(y'z)r 
Tzrz  cos(.xya;)cos(2,';r)  4“  cos(x'y)cos(z'y)  4~  cos  (x'z)  cos(z'z)y 
V = co&(yx)cQs(z'x)  + CQs(,yfy)cç>s(fi'y)  4-  cos(yz)  cos(z'z). 


...  O 
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Si  les  nouvelles  coordonnées  sont  rectangulaires,  on  a 

s = o,  T=o,  u — o...(D). 

Les  équ.  (A)  (/?)...  contiennent  les  neuf  angles  que  font  les 

1 \ ^ ^ ’ 2 a'ec  ^es  x*y>  2.  On  voit  que  lorsqu’on  veut 
c oisir  un  nouveau  système  de  coordonnées,  ces  neuf  angles  ne 
orraent  que  six  arbitraires,  parce  que  les  équ.  ( B ) en  déter- 
minent trois  ; et  même,  quand  ce  système  est  aussi  rectangu- 
aire  , les  equ.  (O)  , qui  expriment  cette  condition , ne  laissent 
plus  que  trois  arbitraires.  L’axe  des  fait  avec  les  x,y , * trois 
angles,  dont  deux  sont  quelconques,  et  le  3e  s’ensuit  : l’axe 
des  y serait  cans  le  même  cas  s’il  ne  devait  pas  être  perpend. 
aux  x ; mais  cette  condition  ne  laisse  réellement  qu’une  arbi- 
traire ; ce  qui  fait  3 en  tout,  puisque  ces  données  fixent  la  situa- 
tion  de  J axe  des  z!  y perpend.  au  plan  x y, 

638.  Au  lieu  de  déterminer  la  position  des  nouveaux  axes 
rectangles,  par  les  angles  qu’ils  forment  avec  les  premiers,  on 
peut  prendre  les  données  suivantes  ( Mécan . céleste , t.  I,  p.  5p) 

Un  plan  CAÿ x’  (fig.  ,6)  est  incliné  de  S sur  xAy  qu’il  coupe 
selon  AC-,  cette  trace  refait  avec  Ax  l’angle  CAx=*f  dans 
le  plan  déterminé  par  S et  * , traçons  les  deux  axes  rectangles 
Ax  , Ay  : le  ier  faisant  avec  la  trace  AC  l’angle  C Ax  ■=.  . 

Les  nouveaux  axes  sont  ainsi  fixés  par  les  angles  $ , ^ et  <p,  qui 
donnent  l’inclinaison  sur  le  plan  xy  du  plan  x'/}  la  direction 
de  la  trace  AC  et  celle  de  Ax  dans  ce  plan  xyy  ainsi  déter- 
mine ; 1 axe  y,  dans  ce  plan  , fait  l’angle  x Ay'  de  qo°;  et  l’axe 
s est  perpend.  a ce  meme  plan.  Pour  transformer  les  axes  il 
reste  à exprimer  les  angles  y'*...  , qui  entrent  dans  les 

équ.  A , en  fonction  des  données  8 , 4,  et  ç>. 

Les  droites  Ax , Ax'  et  AC  forment  un  trièdre  dont  on  con- 
naît deux  angles  plans  <p  et  tp  , ainsi  que  l’angle  dièdre  compris 
*•  AppHquôns  ici  la  formule  (3,  p.  200)  de  la  Trigonométrie 
sphérique  • faisons  c ==  (x'x)  , C = ô,  a = + et  b = <p. 

cos  (x  x)  ==  cos  ÿ cos  <p  -f-  sin  T sin  <p  cos  8. 
n est  clair  que  pour  l’angle  xAy'}  il  suffit  de  changer  ici  9 en 
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90®  -+-<£>;  de  même  90°  -4~  4^  , mis  pour  4* , donne yAx  ; enfin  p 
en  faisant  cette  double  substitution,  on  a yAy  \ donc 

cos  (jCr)  = — cos  4/  sin  <p  -J-  sin  4"  cos  tp  cos  ô , 
cos  {oc' y)  — — sin  cos  <p  -f-  cos  4 sin  @ cos  6 , 
cos  (y y)  ~ sin  4 sin  <p  -f-  cos  <p  cos  4"  cos  ô. 
Considérons  le  trièdre  z AxC\  l’axe  Az  fait  avec  AC  un  angle 
droit  (n°  266)  ainsi  qu’avec  le  plan  CAy'  \ l’angle  des  plans  xy 
et  z AC  est  90°  — Ô , en  supposant  le  plan  CAy'  situé  au-dessus 
de  celui  des  xy.  Faisons,  dans  l’équ.  (3)  p.  200, 

c~(z'x),  C = ÿo0  — Ô,  a—  90°,  3 = 4; 
nous  aurons 

ços  ( zx ) — sin  4 sin  6 , 
d’où  cos  {z  y)  = cos  4'  sin  ô , 

en  augmentant  4'  de  90°.  Enfin  , l’angle  zAC  étant  aussi  droit, 
et  l’angle  dièdre  zACx  — 90°  -f-  Ô,  le  trièdre  zACx  donne 

cos  (x'z)  — — ■ sin  <p  sin  ô , 
d’où  cos  (y'z)  ~ — cos  ç sin  05 

enfin,  cos  (Vz)  — cos  Ô. 

On  a ainsi  les  valeurs  des  neuf  coefficiens  des  équations  (A). 

Les  equ.  de  condition  B et  D sont  remplies  d’ellesmiêmes 
par  ces  valeurs,  ainsi  qu’on  peut  s’en  assurer. 

Des  Intersections  planes . 

639,  Lorsque  l’intersection  de  deux  surfaces  est  une  courbe 
plane,  il  est  plus  commode,  pour  en  connaître  les  propriétés  , 
de  la  rapporter  à des  coordonnées  prises  dans  ce  plan  DOC 
(fig.  17)  , déterminé  par  l’angle  ê,  qu’il  forme  avec  le  plan  xy} 
et  par  l’angle  4 que  fait  avec  Ox  l’intersection  OC  de  ces 
plans  ; nous  prendrons  cette  ligne  OC  pour  axe  des  x : la  per- 
pend.  OA , menée  sur  OC,  dans  le  plan  coupant  DOC , sera 
l’axe  desj/. 

Comme  il  s’agit  d’avoir  en  x' y l’équ.  de  la  courbe  d’intersec- 
tion des  surfaces  , il  est  clair  qu’ après  avoir  fait  la  transforma- 
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tion  ( A ) pour  rapporter  l’une  de  ces  surfaces  aux  axes  x ,yf , z y 
il  suffira  de  faire  ensuite  2=0  , et  on  aura  son  intersection 
avec  le  plan  x'Oy' . Il  est  préférable,  dans  un  cas  aussi  simple, 
de  faire  2»  =0  dans  les  équ.  (A)  , et  de  chercher  directement 
les  cosinus  de  O'jr),  (yx)...  Dans  le  trièdre  AO  CB  , on  con- 
naît les  angles  plans  a — 4/,  b — 90°,  et  l’angle  dièdre  compris 
— ô : donc,l’équ.  (3,  p.  200)  devient 


cos  ( y' jc ) sin  cos  0 , d’où  cos  {ÿÿ)  = — cos  *4>  cos  0 , 

en  changeant  41  en  90°  — t et  & en  1800 — 6.  De  plus 


(x' x)  = 4 » c°s  (x'y)  — sin  -vfs  ( x'z ) =90°. 

Enfin,  le  plan  x'Oy',  qu’on  suppose  élevé  au-dessus  de  celui 
des  xy.  fait  avec  l’axe  Az  l’angle  [y  z)  — 90° — 0.  Ainsi  y les 
équations  ( A ) donnent 


x — x'  cos'i]/  -\-y'  simj-'  cos  0 
y ~ x sin  4’ — y*  cos*4  cosô 
z •=.  y'  sin  0 


64°-  Appliquons  ces  équ.  au  cône  oblique  dont  la  base  est 
un  cercle.  Le  plan  zAx  (fig.  i8)perpend.  au  plan  coupant  AB, 
et  mené  par  l’axe  £C,sera  celui  des  xz\  la  section  AB  de  ces  deux 
plans,  ou  Taxe  de  la  courbe , coupe  celle-ci  au  sommet  A,  qui 
sera  pris  pour  origine  des  coordonnées  : le  plan  xAyy  parallèle 
à la  base  circulaire  du  cône  , sera  celui  des  xy  ; il  coupe  le  cône 
selon  un  cercle  AE , de  rayon  r,  qu’on  peut  regarder  comme 
la  directrice  même  (n®  621)  $ ainsi,  notre  cône,  dont  le  sommet 
a pour  coordonnées  a , o , c , dont  l’axe  est  dans  le  plan  xz,  et  la 
base  , sur  le  plan  xyy  a pour  équ.  ca(x2-f-y2)+2c(r — à)xz...~ o, 
, comme  p.  219*  le  plan  coupant  AB  étant  perpend.  aux  xz , 
coupe  le  plan  xy  selon  l’axe  Ay , et  il  faut  poser  4 — 90°  dans 
les  équ.  {E)\  d’ou 

x ~y'  cos  0,  y=z  x',  z — y sin0.  . . (i). 


y'a  £c2  cos2  0 -f-  sc(r  — — d)  sin  0 cos 0 -j-  (a2  - — 2 ar)  sin2  0 j 

+ + (a §in0 — ccos0)=o,  ..  (s). 
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Telle  est  I equ.  de  la  courbe,  qui  peut  d’ailleurs  représenter 
toutes  les  sections  du  cône  oblique  (excepté  les  parallèles  à la 
base)  , en  faisant  varier  a , c , r et  0;  les  x sont  comptées  sur 
Ay,  les  y sur  AB.  Il  est  aisé  de  discuter  cette  équ.  (n°  45o)  , 
et  de  reconnaître  que  les  courbes  sont  de  même  espèce  que  pour 
le  cône  droit. 


Si  l’on  veut  que  la  section  soit  un  cercle,  les  coelîiciens  de 
X'Z  y'%  secont  égaux  (n°  44^)  j d’où 

(ca-f-  sur  - — a?)  tang20  ~ 2 c(r  — à)  tangO. 

îangô  = o , reproduit  la  base  AE  du  cône.  Quant  à l’autre  va- 
leur de  tang0,  pour  l’interpréter,  nous  avons 

, n SD  c c — a tang  8 

tang  S AD  — — - = - , tang  SAB  — V 

AD  ay  * a + ctangS 

En  mettant  pour  tang  0 notre  2e  racine,  il  vient,  toute  réduction 
faite , 

tang  SAB  = c°  + a°c  c SD 


2c?r 


a6~\~  2 c2r — a& 


2Y 


a 


DE 


ou 


tang  SAB  = — tan  gSED  ==  tangSEA. 


La  section  est  donc  encore  un  cercle , quand  les  angles  SABri 
SE  A , formés  avec  les.  génératrices  opposées  , sont  égaux.  Le 
plan  coupant  AB'  étant  comparé  au  cercle  AE  de  la  base,  c’est 
ce  qu’on  appelle  des  sections  sous-contraires . 

Pour  obtenir  les  sections  planes  du  cône  droit,  il  suffit  de 
poser  a = r,  dans  l’équation  (2)  , 

y a(c2  cos2  6 — r2  sin2  0)  -f  cLc'2  -j-  2cry'(r  sin  0 — c cos  0)  = o ; 

cette  équ.  revient  à celle  du  n°  38G.  Du  reste,  on  ne  peut  plus 
rendre  égaux , de  deux  manières  , les  facteurs  de  x'*  et  y'2  ; et 
en  effet,  les  sections  sous-contraires  coïncident. 

641.  Le  cylindre  oblique,  dont  la  base  est  un  cercle  situé 
comme  pour  le  cône  ci-dessus,  et  l’axe  dans  le  plan  xz i a- 
pour  équ. 

y 2 “f  fa  — azY  = Q.r(x  — az) 


analyse  a trois  dimensions, 

{voy.  p.  2! 8)  ; en  y introduisant  les  valeurs  (i),  le  plan  cou- 
pant  étant  perpend.  aux  xz  , on  a 

yXcos'ê  -f  «2  sin2  ê — 2 a si n ê cos  6)  -f-  x2  = 2ry  (cos  6 — a sin  6). 

La  section  est  une  ellipse  qui  se  réduit  au  cercîequand  sin  6 = o, 
ce  qui  reproduit  la  base  du  cylindre,  et  quand 

(«2  i ) tang  6=2  a,  ou  tang  0 = — tang  2a  ; 

(équ.  Z»,  n o5g)}  a étant  1 angle  que  l’axe  du  cylindre  fait  ave© 
les  z,  ou  ô supplément  de  2a. 

Surfaces  du  second  ordre, 

6^2.  L équation  generale  du  2e  degré  est 

ax*+  by3-f- cz2+  2 dxy+  2 exz  -f-  âjfyz  +gx  + hy  + iz  = k (i)a 

Pour  discuter  cette  équ.,  c.-à-d.  déterminer  la  nature  et  la  po- 
sition des  surfaces  qu’elle  représente,  simplifions-la  par  une 
transformation  de  coordonnées  qui  chasse  les  termes  en  xy , xz 
etyz>  les  axes>  de  rectangulaires  qu’ils  sont,  seront  rendus 
obliques  , en  substituant  les  valeurs  (J)  y p.  23i  ; et  les  neuf 
angles  qui  y entrent,  étant  assujétis  aux  conditions  ( B ) , il  y a 
six  arbitraires  dont  on  peut  disposer  d’une  infinité  de  manières. 
Égalons  à zéro  les  coefîiciens  des  termes  en  x'y',  x'z'  et  y'z'. 
Mais  si  l’on  veut  qué  les  directions  des  nouveaux  axes  soient 
aussi  rectangulaires,  comme  cette  condition  est  exprimée  par 
les  trois  relations  (/>),  les  six  arbitraires  sont  réduites  à trois  , 
que  nos  trois  coefficiens  égalés  à zéro  suffisent  pour  faire  cou-™ 
naître  , et  le  problème  devient  déterminé. 

Ce  calcul  sera  rendu  plus  facile  par  le  procédé  suivant.  Soient 
X~az}  y — fiz  les  équ.  de  l’axe  des  a/;  en  faisant,  pour  abréger, 

l=z  P(7+Vq , on  trouVe  ( voy.  p.  *28) 

COS  (x  x)  ~ /*  , cos  (x'ÿ)  ~ 1/3  , cos  ( x'z ) ==;  /. 

En  raisonnant  de  même  pour  les  équ.  x=:*'z,y  'z  de  l’axe 
des  y',  et  enfin  , pour  l’axe  des  z,  on  a 
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cos  ( y'x ) = l'u  , cos  C Y y)  = l'fi',  cos  (y'z)  = Ie , 
cos  (z.V)  = /V,  cos  {z'y)—l"fi\  cos  ( 

Les  équ.  (^)  de  la  transformation  deviennent 

x — lUjd  + l'u'y'  + /VV , • 

j = i$x' + zyy  4-  /'/ 3 v , 

2 = /^'  +/y  -f/v. 

Les  neuf  angles  du  problème  sont  remplacés  par  les  six  inconnues 
<*,  fi,  yô',  /3",  attendu  que  les  équ.  ( B ) se  trouvent  satis- 

faites d’elles -mêmes. 

Substituons  donc  ces  valeurs  de  x,  y,  z dans  l’équ.  générale 
du  2e  degré,  et  égalons  à zéro  les  coefïiciens  de  oc'y  > x z et  y'z'  : 

(cia  + dfi  -f-  e)  u -f-  ( du  -f-  b fi  4-/)  fi'  4-  eu  4 - f fi  4"  c = o, 

(a«a  dfi  -\-e)  ût"  4~  {du  Z>/3  4./)  fi"~j~  eu  ffi  -f-  c = o, 

(o<c,4~  dfi"-\-  e)  et  4"  {du  b fi"  J1)  fi' eu  ffi" c o. 

L’une  de  ces  équ.  peut  s’obtenir  seule  , et  sans  faire  la  subtitu- 
tion  en  entier;  de  plus,  d’après  la  symétrie  du  calcul,  il  suffit 
de  trouver  une  de  ces  équ.  pour  en  déduire  les  deux  autres. 
Éliminons  u et  fi'  sntre  la  ire  et  les  équ.  x ~u'z,  y — fi' z de 
l’axe  desy  ; il  viendra  cette  équ.  qui  est  celle  d’un  plan: 

(au  4-  dfi  4-  e)x  4“  {du-\~  bd  4 ~f)y  4“  {e*  4-//34~  c)z~o  (2). 
Or,  la  ire  équ.  est  la  condition  qui  chasse  le  terme  fx 'y  : en  tant 
qu’on  n’a  égard  qu’à  elle,  on  peut  prendre  u , fi , fi'  à volonté, 
pourvu  quelle  soit  satisfaite  : il  suffira  donc  que  l’axe  des  y'  soit 
tracé  dans  le  pian  dont  nous  venons  de  donner  l’équ.,  pour  que 
la  transformée  n’ait  pas  de  terme  en  x'y' . 

De  meme,  en  éliminant  u et  fi"  de  la  2e  équ.,  à l’aide  des 
équ.  de  l’axe  des  z , x — u" z;  y = fi" z , on  aura  un  plan  tel,  que 
si  l’on  prend  pour  axe  des  z toute  droite  qu’on  y tracerait,  la 
transformée  sera  privée  du  terme  en  x'z  . Mais , d’après  la 
forme  des  deux  ires  équ.,  il  est  clair  que  ce  second  plan  est  lo 
même  que  le  premier  : donc,  si  l’on  y trace  les  axes  des  y 
et  %!  à volonté , ce  plan  sera  celui  des  jf  et  z , et  la  transfor- 
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niée  n aura  pas  de  termes  en  x'y'  et  x'z'.  La  direction  dé  ces 
axes,  dans  ce  plan  , étant  quelconque,  on  a une  ii  finité  de 
systèmes  qui  atteignent  ce  but;  l’équ.  (a)  sera,  comme  on 
voit,  celle  d un  plan  parallèle  à celui  qui  coupe  par  moitié  toutes 
les  parallèles  aux  x , et  qu’on  nomme  Plan  diamétral.  Si,  en 
outre,  on  veut  que  le  terme  enyV  disparaisse  , la  3e  équ.  devra 
faire  connaître  u et  /3  ; et  1 on  voit  qu’il  y a une  infinité  d’axes 
obliques  qui  remplissent  les  trois  conditions  imposées. 

Gfô.  Mais  admettons  que  les  xr,  y et  z!  doivent  être  rectan- 
gulaires ; 1 axe  des  x'  devra  être  perpend.  au  plan  des y'zj  dont 
nous  avons  trouvé  l’équ.;  et  pour  que  x = «z , y— /3z,  soient 
les  équ.  d’une  perpend.  à ce  plan  (2),  il  faut  que  ( n°  628) 

au.  -fi-  J/3  -f-  e — (eu.  -{-fi  -f-  c)u  ...  (3) , 

du  -f-  b fi  ~hf  — (eu  -h  fi  -fi-  c)fi ...  (4) . 

Substituant  dans  (3)  la  valeur  de  u tirée  de  (4)  , on  trouve 
l(a—b)fe  -f  (fi  — e^dfi3 , 

4-  [(a  — - b)  (c  — b)e~\~(‘2di — fi  — e2)e  + (2c  — a — b)fd]f 3a, 
-|-  [(c  — a)  (c  -b)d-{-(9xz  — - fi  — J2)  J -f-  (2  h— -a — 

Cette  équ.  du  3e  degré  donne  pour  $ au  moins  une  racine 
réelle  ; l’équ.  (4)  en  donne  ensuite  une  pour  u ; ainsi  l’axe  des  x' 
est  déterminé  de  manière  à être  perpend.  au  plan  y1 V,  et  à 
priver  l’équ.  des  termes  en  x'z  et  y z . Il  reste  à tracer,  dans  ce 
plan  y z , les  axes  à angle  droit,  et  tels  que  le  terme  x'y'  dis- 
paraisse. Mais  il  est  évident  qu’on  trouvera  de  même  un  plan 
des  x'z' , tel  que  l’axe  des  y'  lui  soit  perpend. , et  que  les  termes 
xe y y zy  soient  chassés.  Or,  il  arrive  que  les  conditions  qui  ex- 
priment que  l’axe  desy'  est  perpend.  à ce  plan  sont  encore  (3)  et 
(4),  en  sorte  que  la  même  équ.  du  3e  degré  doit  encore  donner  /3'. 
H en  est  de  même  pour  l’axe  des  z . Donc  les  trois  racines  de 
F équ.  en  /3  sont  réelles  , et  sont  les  valeurs  de  /3,  et  par 
suite  u y u et  u sont  donnés  par  l’équ . (4).  Il  ny  a donc  qu  un 
système  d’axes  rectangulaires  qui  délivre  l’équ . des  termes  en 
*x'y',  x'z  y x'y',  et  il  en  existe  un  dans  tous  les  cas  ; notre  calcul 
enseigne  à trouver  ces  axes. 
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Ce  système  prend  le  nom  d'axes  principaux  de  la  sur- 
face. 

€44 • Analysons  les  cas  que  peut  offrir  l’équ.  du  3®  degré  en  /3. 

i°.  Si  Fon  a (a  — b)fe  + (jf2  — e2)d  = o , 

féqu.  est  privée  du  ier  terme  ; on  sait  qu’alors  une  des  racines 
de  /3  est  infinie,  aussi  bien  que  *,  qui,  d’après  l’équ.  (4),  se  réduit 
à en  +fi  — o;  les  angles  correspondans  sont  droits  : l’un  des 
axes  , celui  des  zf,  par  e^.,  se  trouve  dans  le  plan  xy , et  l’on 
'obtientson  équ.,  en  éliminant  uet  £,  à l’aide  de  x =r  uz , y ■=  @z  ; 
cette  équ.  est  ex  -\-fyz=o.  Les  directions  des  y'  et  z'  sont  don- 
nées par  notre  équ.  en  /S,  réduite  au  2e  degré. 

2°.  Si,  outre  ce  ier  coefficient,  le  2e  est  aussi  = o,  tirant  b 
de  l’équ.  ci-dessus,  pour  substituer  dans  le  facteur  de  /S2,  il  se 
réduit  au  dernier  terme  de  l’équ.  en  /3  : 

(«  — c)fd+  (/*— <P)e  = o. 

Ces  deux  équ.  expriment  la  condition  dont  il  s’agit.  Or,  le  coef- 
ficient de  $ se  déduit  de  celui  de  /32  en  changeant  b en  c , et  d en  e, 
et  il  en  est  de  même  pour  le  ier  et  le  dernier  terme  de  l’équ.  en 
donc  î’équ.  du  3e  degré  est  satisfaite  d’elle-même.  II  existe 
donc  une  infinité  de  systèmes  d’axes  rectangulaires,  qui  chas- 
sent les  termes  en  x'y  > xz!  et y'z'.  Éliminant  a et  b des  équ.  (3) 
et  (4),  à l’aide  des  deux  équ.  de  condition  ci-dessus , on  trouve 
quelles  sont  le  produit  de  fa  — d}  et  e$ — d par  le  facteur  com- 
mun eda  -+-fd$  -f-  fe.  Ces  facteurs  sont  donc  nuis  ; et  éliminant 
a et  /3 , on  trouve 

fx  — dz , ey  = dz , edx  -\-fdy  -\-fez  = o. 

Les  deux  ire5  sont  les  équ.  de  l’un  des  axes;  la  3e,  celle  d’un 
plan  qui  lui  est  perpend.  , et  dans  lequel  sont  tracés  les  deux 
autres  axes  sous  des  directions  arbitraires.  Ce  plan  coupera  la 
surface  selon  une  courbe  où  tous  les  axes  à angle  droit  sont 
principaux  , qui  est  par  conséquent  un  cercle  , seule  des  cour- 
bes du  2e  degré  qui  jouisse  de  cette  propriété.  La  surface  est 
alors  de  révolution  autour  de  l’axe  dont  nous  venons  de  don- 
ner les  équ.  ; c’est  ce  qu’on  reconnaît  bientôt  en  transportant 


/ 
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l’origine  au  centre  du  cercle.  ( Voy.  Annales  de  Math. , t.  II  ? 
deux  beaux  Mémoires  de  M.  Bret). 

645.  L’équ.  une  fois  dégagée  des  trois  rectangles  , est  telle 
que 

&s2-h  myz  -f  nx*-\-qx  -f-  q'y  + q"z  = h. . . (5). 

Chassons  les  termes  de  première  dimension , en  transpor- 
tant l’origine  (n°  636  ) : il  est  clair  que  ce  calcul  sera  pos- 
sible, excepté  si  l’équ.  manque  de  l’un  des  carrés  x* , y 2,  z2  : 
nous  examinerons  ces  cas  à part  ; il  s’agit  d’abord  de  discuter 
l’équ. 

kz*  -f-  my2  + nx*  = h . , . (6). 

Toute  droite  , passant  par  1 origine  , coupe  la  surface  en  deux 
points,  à égales  distances  des  deux  parts  , puisque  l’équ.  reste 
la  même  après  avoir  changé  les  signes  de  x , y et  z : l’origine 
étant  au  milieu  de  toutes  ces  cordes  menées  par  ce  point , est 
un  Centre  : la  surface  jouit  donc  de  la  propriété  d avoir  un 
centre , toutes  les  fois  que  la  transformée  ne  manque  d aucun 
des  carrés  des  variables. 

Nous  prendrons  toujours  n positif  : il  reste  à examiner  les 
cas  où  k et  m sont  positifs , négatifs,  ou  de  signes  dilférens. 

646.  Si,  dans  l’équ.  (6),  k , m et  n sont  positifs,  il  faut 
que  h le  soit  aussi , sans  quoi  l’équ.  serait  absurde  et  ne  re- 
présenterait rien  : et  si  h est  nul,  on  a x = o,  y — -o  J et  z =0 
à la  fois  ( n°  112),  et  la  surface  n’est  qu’un  seul  point. 

Mais  quand  h est  positif,  en  faisant  séparément  x , y ou  z 
nul,  on  trouve  des  équ.  à l’ellipse,  courbes  qui  résultent  de 
la  section  de  notre  surface  par  les  trois  plans  coordonnés.  Tout 
plan  parallèle  à ceux-ci  donne  aussi  des  ellipses,  et  il  serait  aisé 
de  voir  qu’il  en  est  de  même  de  toutes  les  sections  planes 
( n°  63g)  : c’est  pour  cela  que  ce  corps  à le  nom  d Ellipsoïde. 
Les  longueurs  A , B,  C des  trois  axes  principaux  s’obtiennent 
en  cherchant  les  sections  de  la  surface  par  les  axes  des  x , y et  z9 
savoir,  kC2=h  , mB*  = h , nA%  = h ; éliminant  k , m et  n de 
l’équ.  (6), 
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4 4 4-  ~ ='1 , A2B2z2  4.  A2C2y2  4 Æ2C3.r2  ±=  A*B*C*  ; 

C Xi  j£  J 


telle  est  l’équ.  de  l ellipsoïde  rapportée  à son  centre  et  à ses  trois 
axes  principaux . On  peut  concevoir  cette  surface  engendrée  par 
une  ellipse  tracée  dans  le  plan  xy,  mobile  parallèlement  à elle- 
même  , pendant  que  ses  deux  axes  varient,  cette  courbe  glis- 
sant le  long  d’une  autre  ellipse  tracée  dans  le  plan  xz.  Si  deux 
des  quantités  A , B , C sont  égales  , on  a un  ellipsoïde  de  ré- 
volution ; si  A = B z=z  C y on  a une  sphère. 

647.  Supposons  k négatif,  m et  h positifs , ou 


En  posant  x ou  y nul,  on  reconnaît  que  les  sections  par  les 
plans  dey z et  xz  sont  des  hyperboles,  dont  Taxe  des  z est  le  se  axe  : 
les  plans  menés  par  Taxe  des  a donnent  cette  même  courbe  ; on 
dit  que  la  surface  est  un  hyperboloïde.  Les  sections  paral- 
lèles au  plan  des  xy  sont  toujours  des  ellipses  réelles  ou 
A , B , C \/ — 1 désignant  les  longueurs  comprises  sur  les  axes, 
à partir  de  l’origine,  l’équ.  est  la  même  que  ci-dessus,  au  signe 
près  du  ier  terme  , qui  devient  ici  négatif, 

648.  Enfin,  quand  k et  h sont  négatifs, 

— kz2  4 my a Hh  nx 1 — — h y 


tous  les  plans  qui  sont  menés  par  Taxe  des  s coupent  la  surface 
selon  des  hyperboles , dont  l’axe  des  z est  le  premier  axe  ; le 
plan  xy  ne  rencontre  pas  la  surface , et  ses  parallèles,  passé  deux 
limites  opposées  , donnent  des  ellipses.  On  a un  hyperboloïde  à 
deux  nappes  autour  de  l'axe  des  z.  L’équ.  en  A , B , C est  encore 
la  même  que  ci-dessus,  excepté  que  le  terme  en  £2  est  seul  positif. 

649.  Lorsque  h~  o,  on  a , dans  ces  deux  cas,  kz2z=my2-±-nx2 , 
équ.  d'un  cône  , qui  est  à nos  hyperboloïdes  ce  que  les  asymp- 
totes étaient  à l’hyperbole  ( voy , p.  219  ). 

Il  resterait  à traiter  le  cas  de  k et  m négatifs  ; mais  il  se  ré- 
duit à une  simple  inversion  dans  les  axes,  pour  le  ramener  aux 
deux  précédens.  L’hyperboloïde  est  à une  ou  deux  nappes  au- 
tour de  l’axe  des  x , selon  que  h est  négatif  ou  positif. 
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650.  Quand  l’équ.  (5)  est  privée  de  l’un  des  carrés , de  x*t 
par  ex.,  en  transportant  l’origine , on  peut  dégager  cette  équ. 
du  terme  constant } de  y et  de  z , savoir, 

kz2  -f-  7 ny2’=rzhx. 

Les  sections  par  les  plans  des  xz  eta?jy  sont  des  paraboles  tour- 
nées dans  un  sens,  ou  dans  le  sens  opposé,  selon  les  signes  de 
k,  m et  h : les  plans  parallèles  à ceux-ci  donnent  aussi  des  pa- 
raboles. Les  plans  parallèles  auxj'z  donnent  des  ellipses,  ou  des 
hyperboles,  selon  le  signe  de  m.  La  surface  est  unparaboloïde 
elliptique  dans  un  cas , hyperbolique  dans  l’autre  j k = m lors- 
que le  paraboloïde  est  de  révolution. 

65 1 . Quand  h = o,  l’équ.  a la  forme  a2z2  rb  b*y%—  o , selon 
les  signes  de  k et  m.  Dans  un  cas  , on  a z = o et  y — o , quel 
que  soit  x , la  surface  se  réduit  à l’axe  des  x\  dans  l’autre  , 
(az  -f-  by) . (az  ■ — by)  o indique  qu’on  peut  rendre  à volonté 
chaque  facteur  nul  : ainsi , l’on  a le  système  de  deux  plans  qui 
se  croisent  selon  l’axe  des  x. 

652.  Lorsque  l’équ.  (5)  est  privée  de  deux  carrés  , par  ex., 
de  x2  et  y2 , en  transportant  l’origine  parallèlement  aux  z,  on 
réduira  l’équ.  à 

kz2  -f-  py  -\-q  x~o. 

Les  sections  par  les  plans  menés  selon  l’axe  des  z,  sont  des 
paraboles.  Le  plan  xy  et  ses  parallèles  donnent  des  droites  qui 
sont  parallèles  entre  elles.  La  surface  est  donc  un  cylindre  à b as  e 
parabolique  (n®  620).  * 

Si  les  trois  carrés  manquaient  dans  l’éq.  (5)  , elle  serait  celle 
d’un  plan. 

655.  Il  est  bien  aisé  de  reconnaître  le  cas  où  la  proposée  (1) 
est  déccmposable  en  deux  facteurs  rationnels  ; ceux  où  elle  est 
formée  de  carrés  positifs  , qui  se  résolvent  en  deux  équ.,  repré- 
sentant la  section  de  deux  plans  ; enfin  ceux  où  étant  formée  de 
trois  parties  essentiellement  positives,  elle  est  absurde.  Tout 
ceci  est  analogue  à ce  qu’on  a dit  nos  455  et  45g. 
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Théorème  de  Taylor . 


Changeons  x en  x -f-  h dans  y — ax3  ; il  vient 
Y —a  (r  -f- h)3  — ax3  -f-  3 axah -f-  (3 axfû -f- ah3) . 


Cette  fonction  variée  Y se  compose,  comme  on  voit,  de  trois 
parties  : la  ire  ax 3 est  la  fonction  primitive  y ; la  s®,  3 ax^h^  est 
le  produit  d’une  fonction  de  x par  la  ire  puissance  de  l’accrois- 
sement h que  cette  variable  a reçu  ; enfin,  la  3e  contient  des 
termes  où  h est  facteur  à un  degré  plus  élevé  que  le  premier. 

Quelle  que  soit  la  fonction  <p  , si  l’on  change  x en  h dans 
y = <px  y la  même  chose  arrivera  toujours  pour  l’état  varié 
Y =ç  (x  -f-  h)  J qui  se  développera  sous  cette  forme 


Y ’==::  y “f*  y'h  ~l~  > 


ia  ir ® partie  y étant  la  fonction  proposée  <p  ; la  2e  y'h  étant  le 
produit  de  la  ire  puissance  de  h par  une  fonction  de  x ; la  5e 
edi  étant  le  produit  de  h par  une  fonction  te  de  x et  h,  qui  dé- 
croît avec  h , jusqu  a devenir  nul  quand  h — o„ 

Démontrons  ce  théorème.  Il  est  certain  que  si  , dans 
Yz=<p{x-\-h)y  on  rend  h nul , Y devient y\  ainsi  lYloit  conte- 
nir y pour  terme  indépendant  de  h s où  F z=y  -j-des  termes  qui 

i6.. 
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sont  nuis  avec  h , et  qui , par  conséquent , ont  pour  facteurs  des 
puissances  positives  de  h ; attendu  que  , s’il  y avait  un  terme 
tel  que  Ph~l , il  deviendrait  oo  quand  h = o. 

On  peut  toujours  construire  l’équ.  y — <px  par  une  courbe 
B MM'  (fig.  22  ) rapportée  à des  axes  rectangles  Ax , Ay  ; 
AP  étant  une  abscisse  x,  PM  l’ordonnée  correspondante^/  = <px, 
prenons  PP'  = h , l’ordonnée  P M'  , qui  a pour  abscisse 
x -b  h , est  V = p (x-{-/i).  On  a dans  le  triangle  M'MQ,  rec- 
tangle en  Q , 


tang  M'MQ  = 


M'Q 

1ÏQ 


M'P'—MP Y— y 

MQ  h 


Plus  h décroît,  plus  le  point  M'  se  rapproche  de  M , et  plus 
l’angle  M'MQ  , en  variant,  s’approche  de  devenir  HMQ  , angle 
formé  par  la  tang.  TH  avec  MQ,  ou  Ax.  Ainsi  tang  M'MQ 
doit  être  exprimée  en  h et  x > de  manière  que  si  l’on  y rend  h 
nul , il  en  résulte  tang  HM Q , valeur  fonction  de  x , puisque 
l’abscisse  x la  détermine  visiblement.  Pveprésentons  cette  fonc- 


tion de  x,  ou  tang  HMQ  y par  y'  5 elle  sera  la  limite  de— — s 

ou  = y -{-a  , étant  une  expression  indéfiniment  décroissante 
avec  h : donc , etc. 


En  un  mot,  ce  théorème  n’est  que  l’énonce  analytique  et 
général  du  procédé  qui  nous  a servi  ( nos  4 o3  et  422)  à mener 
des  tangentes  aux  courbes  du  2e  degré  , et  qui  est  applicable  à 
toutes  les  équ.  y — <px. 

655.  On  pourrait  objecter  contre  cette  démonstration,  qu’il 
y a de  branches  de  courbes  imaginaires  , et  des  points  singu- 
v lier s , pour  lesquels  la  tangente  est  impossible  à concevoir. 
Mais  , outre  qu’on  est  convenu  de  traiter  les  quantités  imagi- 
naires selon  les  mêmes  règles  algébriques  que  si  elles  étaient 
réelles  (n°  i3c),  1®.),  il  n’en  résulte  pas  moins  que  le  théorème 
est  vrai , quel  que  soit  x en  général  ; et  si , pour  quelque  valeur 
de  x , il  arrivait  accidentellement  que  la  démonstration  ne  fût 
plus  applicable  , c’est  qu’en  effet  le  théorème  peut  ne  plus  avoir 
lieu  pour  quelques  valeurs  particulières  de  x , ainsi  que  noua 
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îe  montrerons  avec  détail  (np  695).  Le  théorème  est  donc  vrai , 
tant  que  x demeure  arbitraire  et  indéterminé  ; il  restera  à trou- 
ver des  caractères  qui  distinguent  les  valeurs  qu’on  ne  peut  attri- 
buer à x. 

656.  La  fonction  de  x,  que  nous  avons  désignée  par  y'  ou  fx, 
se  nomme  la  Dérivée  de  y ou  px  nous  nous  occuperons 
bientôt  de  la  déterminer  pour  toutes  les  fonctions  proposées  <p. 
Ce  qui  a été  dit  (n®  5o3)  n’est  qu’un  cas  particulier  de  notre 
proposition  appliquée  aux  fonctions  rationnelles  et  entières. 

Regardons  l’expression  y comme  connue;  puisqu’elle  est  une 
fonction  de  x,  elle  est  susceptible  de  varier,  et  d’avoir  à son 
tour  une  dérivée  , que  nous  désignerons  par  y " ; de  même  , la 
dérivée  de  y"  sera  y'",  celle  de  yw  sera  yîy.  . . On  conçoit  donc 
ce  que  sont  les  dérivées  de  premier,  de  second , de  troisième 
ordre.  . . . 

667.  Si  nous  avons  x =-z  dans  y ~fx , cette  fonction  de- 
viendra fz  ( Voy . la  note  , page  ni 8)  : posons  cette  identité 

/*=/a  + (x_z)  (£=£), 

ou  y — fz  -f-  (jc  — z)P.  ....  (1). 

Nous  savons  que  fx — fz  est  divisible  para:  — £ (n°5oo); 
P représente  ici  la  fonction  de  x et  z,  qui  vient  au  quotient. 
Changeons,  dans  cette  équ.  identique  , a:  en  x-f-h,  et  dévelop- 
pons les  deux  membres  par  1»  théorème  n°  654* 

Le  ier  membre  y deviendra  yf~ÿh  -f-«^  , 

Le  2e.  . . . fz-{-(x-±-h  £)(P-f»  P'h-\-  fih). 

Egalant  ces  résultats,  retranchant  l’équ.  (1)  , et  divisant  tout 
par  h , il  vient 

/ + «=(*  — z)  (P'+/3)-f  P+P'/z+M; 

faisant  hz=z  o)  u.  et  $ deviennent  nuis , et  l’on  a 
y zzz  (x  — z)  P' + P , . . . (2), 


2 46  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

Traitons  cette  équ.  comme  la  première.  En  comparant  Tune  à 
l’autre, il  est  aisé  de  voir,  sans  un  second  calcul,  que  (a:  — z)Pf 
dorme  (a?  — z ) P " -(-  P',  et  que  par  conséquent  on  a 

y"  — (x  — z)P"  4 -qP' (3). 

De  même  yw  — (x — * z)P'" -f- 3P" (4), 

ylv  ~ (x  — z)Plv+  /{P*  etc... 

Tirons  de  ces  équ.  les  valeurs  de  P,  P'y  P '.  . . , et  effectuons  les 
substitutions  successives 

P = y 4 (*  — x)P',  P'=iP"  -HO-x)P", 
P'^if  + ^z  — xW,  P^L^-4-i(z-x)P*v,  etc. 

Faisant  A égal  à l’excès  de  z sur  x , ouz=r+ft, 

f(x+h)  =y  +ÿh  + ï—  + 775  + ïïX4+-  ‘ ' ( ) ’’ 

c’est  la  formule  connue  sous  le  nom  de  Théorème  de  Taylor , du 
nom  du  célèbre  géomètre  qui  l’a  découverte.  (Yoy.  Méc.  céleste , 
tom.  I , p.  245.) 

658.  Par  le  théorème  (4),  toute  fonction  fx  était  décompo- 
sée  eny -\-y'h-{-  ah}  la  3e  partie  ech  renfermant  tous  les  termes 
où  h a une  puissance  supérieure  à la  première  : maintenant  nous 
connaissons  la  formation  de  ces  termes. 

Il  est  donc  démontré  que,  lorsqu’on  attribue  à x un  accrois- 
sement h dans  une  fonction  quelconque  fx  , la  série  ( B ),  déve- 
loppement de  f (x  4 h ) , na  que  des  puissances  entières  et 
positives  de  h ,'du  moins  quand  x conserve  une  valeur  indéter* 
minée  ( n°  655).  Cette  série  (Z?)  sert  à trouver  ce  développe- 
ment, toutes  les  fois  qu’on  sait  tirer  de  fx  les  dérivées  succes- 
sives fx,  fx...,  ou  y,  J'"...  Par  ex.  , soity  = ax5,  on  en  tire 

y = 5ux4 , y"  = 20 ax%  y"'~  60 axa  , ylv~  120UX... , 

a (x’-f  ^)5  — a -J-  iox3/z24  10 x^h3 -pbxM-f-h5). 

65g.  Nous  ayons  appris  à développer  diverses  fonctions  en 
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séries  : comme  la  recherche  de  ces  expressions  est  une  applica- 
tion simple  des  principes  du  calcul  des  dérivations  , nous  les 
tirerons  de  la  formule  de  Taylor,  en  suivant  les  règles  de  ce 
calcul  : nous  ne  ferons  donc  aucun  usage  de  ces  séries  avant  de 
les  avoir  démontrées  de  nouveau. 

Réglés  de  la  différentiation  des  Fonctions  algébriques . 

660.  La  manière  dont  la  dérivée  y = *'*  est  composée  en  x , 
dépend  de  la  fonction  primitive  yz=<px,  et  en  porte  1 empreinte. 

Il  faut , pour  chaque  fonction  proposée , savoir  former  cette 
dérivée  : c’est  ce  qu’on  obtient  de  deux  manières  , qui  suivent 
de  la  définition  même , exprimée  par  l’équ.  {A). 

i°.  On  changerait  enx  -f-h  dans  la  fonction  proposée fx  , et 
Von  exécutera  les  calculs  nécessaires  pour  mettre  en  évidence  le 
terme  affecté  de  la  ire  puissance  de  h .*  le  coefficient  de  ce  terme 

est  la  dérivée  Ex. 

661. 2°.y-}-*estla  valeur  de  donc  y est  la  limite  du. 

rapport  de  V accroissement  de  Ici  fonction  à celui  de  la  variable . 
Ainsi , après  avoir  changé  x en  x+ h,  on  retranchera  la  fonc- 
tion proposée , on  divisera  par  .h  * et  l’on  prendra  ia  limite  du 
résultat,  c.-à-d.  qu’on  en  cherchera  la  valeur  dans  le  cas  de 

h = o. 

C’est  ainsi  qu’on  trouve  que  x , xa , x3 > xb  . . ont  pour  dé- 
rivées 1 , 2x,  3xa  , 4x3.  . . Mais  il  convient  de  composer  une 
règle  pour  chaque  espèce  de  fonction  , afin  d’être  dispensé  d’ap- 
pliquer directement , dans  les  divers  cas  qu’on  peut  rencontrer, 
ces  procèdes  qui  seraient  trop  pénibles. 

662.  Soit  y = A -|- Bu  Ct.  . . ; A,  B,  C.  ..  étant  des 
constantes , u , U . . des  fonctions  de  x.  Pour  obtenir  la  dér.vee, 
appliquons  la  première  règle.  En  mettant  xffh  pour  x.  A,  ne 
change  pas,  Bu  devient  B (u-\-u'h.~)r*  h) , Ct  est  changé  en 
C (£-}-£  h -|-/3/z)  ; ainsi , 
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Y — {A+  Bu—  -f  ( Bu'—Ct'...)h  +Bxfi—CfSh. 

Donc,  j Bu  Ct . . . La  dérivée  d'un  polynôme  est  la 
somme  des  dénuées  de  tous  les  termes  , en  conservant  les  signes 
et  les  coefficiens  : les  termes  constans  ont  zéro  pour  dérivée. 

Ainsi , y ■=.  a?  — x 2 donne yf  ■=.  — 2x. 

y = i + 4x2  — 5x  — 3x3  donne  y'=%x  — 5 — $x\ 

Pour  y = zu.ty  u ett  étant  fonctions  de  x ; mettant  x -f-  h 
pour  x3  il  vient 

P ~ (u  -p  u h -f-  edi)  (t-j-tfh  -f-  fi  h)  , 
y - — ■ u t -f-  ut' . 

Do  meme  }y  u.t.v , en  faisant  t . v = z , devient  y — u z a 

d’o  ù / = , V + W,  s' = donc  7 ’ 

ÿ = tvu  4-  tus/  -f  uvt'. 

Ainsi , la  dérivée  d un  produit  est  la  somme  des  dérivées  prises 
en  regardant  successivement  chaque  facteur  comme  seul  va- 
riable. Notre  démonstration  s’étend  à 4 , 5.  . . facteurs  ( vov 
n°  680).  ' 

y -~z  (a  -f-  x)  (a-^-x)  donne  y'  = (a  — x)i—(a  -f-x)  1 , puis- 
que  + 1 et  — 1 sont  les  dérivées  des  facteurs  ; ou  y'— 2r. 

y = O -h  bx)x3  donne  y = bx 3 + 3x2  (a  -f-  £x). 

G64-  z et  u étant  des  fonctions  identiques  de  x , changeons  x 
en  x ~ 1 - h dans  z — u\  nous  aurons 

z -f-  z'h  -f-  ah  = n -f -uh  -f-  yS/c 

Donc  z'  = u'  ( n°  576  ) ; de  meme , on  a z,r~  u"}  zwz=z  u!1'.  . 


Donc  j deux  fonctions  identiques  ont  aussi  leurs  dérivées  iden- 
tiques pour  tous  les  ordres. 

C\ 


665.  Soit  y 


u ( 

on  en  tirer  ty  = u ; d’où  y't  +yt'—u's 


puis 


y 


t 
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ÏjŒ  dérivée  d'une  fraction  est  égale  à celle  du  dénominateur , 
moins  le  produit  de  la  fraction  proposée  par  la  dérivée  de  son 
dénominateur  y cette  différence  divisée  par  ce  dénominateur  ; 

666.  Ou  bien , est  égale  au  dénominateur  multiplié  par  la 
dérivée  du  numérateur , moins  le  numérateur  multiplié  par  la 
dérivée  du  dénominateur  y cette  différence  divisée  par  le  carré 
du  dénominateur. 

On  peut  encore  tirer  ces  règles  en  effectuant  la  division  de 


Y = 


u -J-  u h odi  ,u  \ 

t “f*  t'h  —Y  fih  t 


tué  — utr 

F 


. h -j— 


d’oùy  = etc. 

...  x x%  . , i (2  — x)x 

Amsi'  y=  -a-—x>âmney  = â—(rxw 

a-Y~bx&  , (5— "2x)^T“j-2(a~f-  \ bxrf (3 — x)bx-\-2a 

^ 3— 2X  * y (3 2x)2  (3  — 2xf 


667.  Si  le  numérateur  u est  constant , on  fera  u'  = o , et  l’on 
aura  y'  ~ — ■ “7  =■—  **—  : la  dérivée  d'une  fraction  dont  le 


numérateur  est  constant , est  moins  le  produit  du  numérateur 
par  la  dérivée  du  dénominateur , divisé  par  le  carré  de  ce 
dénominateur . 


Par  ex.  y — — donne  y 


x - 


4-2X  8 

X*  X5  * 


1 , 3xz 5 

^ of3  9 y X6  x^ 

668.  Cherchons  maintenant  la  dérivée  des  puissances. 
i°.  Si  m est  entier  et  positif  dansj/  = xmy  en  changeant  x en 
x-j~  h y on  a (*) 

Y —xm-\-  mxm~lh  +.  . . ; d’où  y'  ~mxm~l. 


(*)  On  peut  tirer  les  développemens  en  séries  de  toutes  les  fonctions  , par 
les  règles  mêmes  du  Calcul  différentiel,  et  il  convient  d’en  déduire  même  la 

formule  du  binôme  ( n°  65())  : la  dérivation  de  xm  n’est  pas  fondée  sur  celle 


) 


a5o  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

Et  s’il  s’agit  de y = zm  , z étant  une  fonction  de  x , z 

en  changeant  x en  x-j-h  , z devient  z + z7i- f- *,  d’où 

Y =z  (z-j~  zh  . . .)m  : développons  cette  puissance , en  nous 
bornant  au  deux  iers  termes  ; nous  autons  Y~zm-\-mzm~ l.zk-\-» 
Donc  la  dérivée  de  y = zm  est  y'  = mzm~l  .zr. 

Par  ex.yy  = (a  + bx-Y cx2)m  — zm,  en  faisant 

z=  a -j-  bx  -f-  ex 2 ; 

et  l’on  a 

z'=b  + 2c je , Q~mzm  xz—m(a~}~ bx-\-CX2yn  1X(^*4" %cx)« 

Poury  — x3  (a-Ybx2),  en  faisant  a-^-bx0,  = z,  on  a z'~zbx  ; 
et  par  la  règle  n°  663,  y = 3x3z  -f-  x3z=x2  (5a-\-§bx'1). 
Enfin , y = (a  + bx)2  ; on  a _y=z2  en  posant  a -f-  bx  = z r 

d’où  z ' =zb,  y =zz2,zz' ~2,b  (a*\-bx). 

2°.  Quandm  est  entier  et  négatif,  m=:  — n , et  y = z’a  — z~% 

TJ  — J ^ 

1 ,,  , , W2-  • Z .il  '1 

on  a j = — ; d ou  y = — , en  vertu  de  la  réglé 

n°  667  et  de  ce  qu’on  vient  de  démontrer  , 1 
Ainsi,  /= — nz~n~l  .z!  z=mzm~l.z. 

a , pa 

Vomy~  —P>onay=—  ^+i- 

P 

3°.  Quandm  est  fractionnaire , mr=~,  on  a = z*7,  d’où 

y?rmzP,  en  élevant  à la  puissance  q : prenons  les  dérivées  des 
deux  membres  qui  sont  des  fonctions  identiques  de  x ( n°664)  ; 
p et  q sont  ici  des  entiers  positifs  ou  négatifs  ; il  suit  des  deux 
cas  précédens  que  qy*-1  y' —pz?-1  .z  -,  comme  p = qm , et 
yb=  zm,  on  a ('noy.  n°  670) 

qzmt~my  ~ qmzvn~l . z'  ; d’où  y'  ~ mzm~x . z . 


série,  mais  seulement  sur  le  raisonnement  très  simple  (n°/j.8i  ) qui  en  fait 
connaître  les  deux  Iers  termes.  D’ailleurs,  dans  le  cas  de  m entier  et  posiiif, 
am  ~x.xm~ 1 , la  de'rivèe  relative  au  seul  Ier  facteur  est  \.xm~ 1 ; et  la  règle 
des  produits  ( n°  663  ) exigeant  qu’on  en  dise  autant  de  chacun  des  ni  facteurs 
de  x™ , la  de'rivèe  est 
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T Quel  que  soit  V exposant  m , z étant  une  fonction  de  x , la 
dérivée  de  zm  est  donc  mz"'-' . z',  zr  étant  une  dérivée  qu’on  tire 
de  z ~fx.  Nous  ne  disons  rien  des  exposans  irrationnels  ou 
imaginaires,  qui  rentrent  dans  les  precedens  (voy.  p.  i4)* 
reste  , voici  une  démonstration  qui  embiâsse  tous  les  cas. 

6G9.  Changeons  x en  x h dansj.'  = x1  , 

F =3  (.r  -f-  h)nl  = y -f -y' h 4"  etc-  ’> 

d’où  (~^),r,=  (■  + ÿ" = <■  + a)m=  1 + ££  + etc" 


en  divisant  tout  par  *îr‘,  et  faisant  h=zxz.  Or,  (1  +z)m  est 
indépendant  de  x,  puisque  h étant  arbitraire,  z est  quelconque, 
même  quand  on  détermine  x : il  faut  donc  que  notre  dernier 
membre  soit  aussi  sans  x%  et  par  conséquent  le  second  terme  en 

particulier;  d’où  — constante  ; c.-à-d.  que  / doit  etre 


composé  en  x,  de  manière  que  , divisé  par  le  quotient  soit 

une  fonction  de  m , telle  que/m  , ou  y'  = xm  1 fm. 


Déterminons  fin.  Nous  avons 

(x  4-  h)m  = xm  -f-  hxm~~l  -fm  etc‘ 

Donc,  (x  + hy  — x°.+  hx"-'-fn  + etc. 

Çx -f- /z)”1'4'*  — xmJrn  -j-  hx m"hR  1 J (ra+'îjT-) 

en  changeant  menn,  etenm  + n.  Mais  en  multipliant  les 
deux  ires  équ. , on  trouve  pour  produit  la  3e  equ.,  excepte 
qu’il  y a fm  -\-fn , au  lieu  dé  /(m-J- 11 ) : donc  C note  > P-  21^) 


f(m  + n)  = fm  -\-fn. 

En  considérant  n comme  un  accroissement  de  m,  on  a 
f(m  + n)=fm  + nfm+  etc.;  partant,  fn  — nfm+e te.; 
et  puisque  le  i"  membre  est  indépendant  de  m,  le  2e  doit  aussi 
l’ être , savoir,  fm~  un  nombre  inconnu  a)  d ou  j — J 

et  „ fn— an ; d’où  fm  = am. 

Il  s’agit  de  déterminer  la  constante  numérique  a.  Or,  on  a 
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(x+hy  = xm  + /zxm-*  o77i  4-  h\  . : 

1 aisant  zti  = i , x -f“  h,  ===-  oc  -f-  ha  ; d’où  a — : î . 

Ainsi , fm  — m , et  la  dérivée  est yf  ■=z.mxm~~1  „ Le  raisonnement 
dun°668,  i°,  donne  ensuite  celle  de  zm » 

i 

« 

670.  Poui’J'rr:  y/  z zm , on  a 


-/ * 

y ■ — — 2 

^ m 


.a 


77i  a7'1”"1 


c est  la  formule  des  dérivées  des  fonctions  radicales. 

4. 

Pour  y = |/(o  4-  kr2)5,  on  fait  £ = 4 + ^%  et  Ton  a 


4 *4  ./  — 5 


,y=2<>  y =?  * 


{/(a  4 -bx2-')  .nbx. 


5 3 s—i 

De  même  y z=  \/x3  donne  y'  = -x5 

O 


3 


„ O 

v 


X ' 


Comme  les  radicaux  du  2e  degré  se  rencontrent  plus  souvent, 
on  forme  une  règle  pour  le  cas  de  m = 2 ; y — 1/2  donne 

.y  : /a  dérivée  d'un  radical  carré  est  le  quotient  de  la 

dérivée  de  la  fonction  affectée  de  ce  radical , divisée  parle 
double  de  ce  même  radical . 

Par ex.,y  = a+b[/x~S,  donne  / = -A__|_£. 
Pour  y=  (ox34“  ^)a 2 \/(a2- — a;2),  (a? — Z>), 


on  a 


, ~ . , » , , . , 2 a2  — 4^  *4- 

y — 6ax*  fax3  4-  4-  — — -2 — . 

J ^ ' ^/(aa  — a;2) 


Enfin  , y = - — 

^ — x4- V/(û2  4“  xS) 


donne 
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Si  Ton  eût  multiplié  haut  et  bas  la  fraction  proposée  par 
x -f-  i/(a2-|-x2);  on  aurait  eu 


a2  + 2^2 


^ i X r,  . . «N  t ax  , 

67 1 . Etant  donnée  une  fonction  compliquée^/  ~fxy  supposons 
qu’en  représentant  par  z une  partie  de  cette  fonction,  ou  z = Fx , 
la  proposée  devienne  plus  simple  et  exprimée  en  a seul , y z=cpzj 
on  a ces  trois  équ.,  dont  la  ir9  résulte  de  l’élimination  de  z entre 
les  deux  autres  : 

(0  y—fx>  (2)  Z=zFx}  (5 )y=<pz. 

Nous  allons  tirer  la  dérivée  y'  de  ces  deux  dernières,  sans  nous 
servir  de  la  ire.  Comme  il  y a deux  variables  x et  z,  notre  nota- 
tion ne  suffit  plus  j car  y ne  désigne  pas  plus  la  dérivée  de  là  ire9 
que  celle  de  la  3e  ; cependant  x est  variable  dans  l’une  , z dans 
l’autre  , et  les  fonctions  f et  <p  sont  très  différentes.  La  dérivée 
de  y s’exprime  aussi  bien  par  dy  que  par  y ' ; et  puisque  la  déri- 
vée de  x est  x — 1 , ou  dx  = 1 , nous  écrirons  , pour  mar- 
quer que  la  dérivée  dey  est  prise  relativement  à la  variable 
principale  x,  qui  reçoit  l’accroissement  arbitraire  h.  On  appelle 
dy  la  différentielle  de  y , expression  synonyme  de  dérivée , et 
qui  nen  diffère  que  par  la  notation  quelle  suppose. 

Changeant  x en  x-f-ûdans  (2),  et  désignant  par  h l’accrois- 

dz, 

se  ment  de  z , Z — zz=k , on  a û = dès-lors,  pour 

que  y devienne , dans  l’équ.  (3 y,  la  même  quantité  Y , que  si  l’on 
eût  changé  x en  x -f-  h dans  (1),  il  faut  changer  z en  z -j-k 
savoir, 

Y = 9(z+k)=y  + ^k+... 

Le  coefficient  de  k est  ici  la  dérivée  dey  = <£>3,  prise  comme 
si  3 était  seule  variable  et  indépendante  de  x,  ce  qu’expripie 
notre  notatioa. 
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Substituant  pour  k sa  valeur  , on  a 

r=y+^^h+etc- 


Donc  (*) 


dy  __  dy  c\z 
dx  dz.  dx’ 


Le  2e  membre  est  le  produit  des  dérivées  des  équ.  (2)  et  (3)  , 
c’est-à-dire , de  <pz  par  rapport  à z , et  de  Fx  par  rapport  à x. 
La  dérivée  d une  fonction  de  z,  lorsque  z est  Jonction  de  x,  est 
le  produit  des  dérivées  de  ces  deux  fonctions . 

Il  est  inutile  de  donner  des  exemples  de  ce  théorème  , qui  a 
déjà  été  appliqué,  n°  668,  à la  dérivée  de  zm-,  il  nous  sera 
d’ailleurs  très  utile  par  la  suite. 

672.  Il  peut  arriver  que  l’équ.y'z==/xvsoit  assez  composée  pour 
qu’il  soit  nécessaire  d’y  introduire  deux  variables  z et  ut  repré- 
sentant des  fonctions  de  x;  alors  l’équ.  proposée  y (O 

résulte  de  l’élimination  de  x entre  ces  trois  équ.  données 


(2)  z—Fx,  (3)u  = 4æ,  (4) y — <?  (i>  “)• 

Il  Vagit  de  tirer  de  celles-ci  la  dérivée  de  la  première , comme 
si  l’on  eût  changé  x ena?-f -h  dans  1 equ.  (1).  Cette  transfor- 
mation faite  dans  les  équ.  (2)  et  (3),  donne  pour  les  accrois- 
semens  k et  i que  reçoivent  z et  u. 


Changeons  donc  z en  z -f-  k , et  u en  u -f-  i dans  1 equ.  (4)  '>  et 
comme  cette  partie  du  calcul  est  la  même  , soit  que  à et  i aient 
une  valeur  déterminée  , soient  qu’ils  restent  arbitraires,  z et  u 


(*)  Observez  que  les  d z qui  sont  ici  ne  s’entre-detruisentpas,  parce  que,  outre 
la  fonction  de  multiplicateur  et  diviseur',  "ils  éri  exercent  une  autre.  Le  àz  qui 
divise  dy,  indique  que  la  dérivée  ou  différentielle  dy  est  tirée  de  l’équ.  y = <pz  , 
comme  si  l’accroissement  à était  attribue' à z,  et  non  pas  àxj  alors  dz  est 
~ 1 : le  facteur  àz  indique,  au  contraire , que  la  dérivée  de  2 est  prise  dans 
l’équ.  z ==:  Fx,  x ayant  pris  l’accroissemenl  h,  ou  d*  ==  x. 
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y sont  traités  comme  des  variables  indépendantes.  Il  est  donc 
permis  de  changer  d’abord  zeuz-\~k  sans  altérer  u}  puis, 
dans  le  résultat,  de  mettre  u -j-  i pour  u sans  faire  variei  z. 
Ce  double  calcul  conduira  au  même  but  que  si  1 on  eût  fait  à 
la  fois  les  deux  changemens. 

Mettant  z - f-  û pour  zdans  y = <p  (z,  u)y  u est  assimilé  aux  au- 
tres constantes  de  l’équ.,  ety  devient  y -f-  ^ k -f-. . • Il  reste  a 

substituer  ici  u -j- 1 pour  u.  Le  ier  terme  y doit  alors  etre  consi- 
déré comme  ne  contenant  qu’une  seule  variable  u}  et  devient 


> + Èi+- 


Le  2e  terme  ~~  h est  pareillement  une  fonction  de  la  va- 
dz 

riable  u ; mettant  u~\-  i pour  u,  le  développement  commencera 
par  ce  même  premier  terme  ( n°  654),  en  sorte  que  la  somme 

est 

— i + & b 

du  ^dz 


Il  n’a  pas  été  besoin  de  considérer  les  termes  subséquens , parce 
que  le  but  du  calcul  étant  de  trouver  le  coefficient  de  h , les 
termes  &a,  ik. . . . donneraient  des  h2 , h3,  . . . Substituons 
donc  ici  les  valeurs  ci-dessus  de  k et  i ; nous  avons 


r=v+^.^  + ^.-V 

J \du  dx  dz  d x) 


Le  coefficient  de  h est  la  dérivée  cherchée  , comme  si  on  i eût 
tirée  directement  de  l’équr  proposée  y = fx , savoir , 

dy  dy  du  ^dy  dz 

dx  du  dx  d z dx 

La  remarque  de  la  note  précédente  s applique  ici. 

6/3.  S’il  y avait  trois  variables  dans  la  fonction  transformée 

y — <p  (z,  u , t)  , il  suffirait  d’ajouter  au  2e  membre  un  3e  terme 

, * r dy  d t 

de  meme  forme 


df  ’ dx 


; et  ainsi  de  suite. 
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Donc,  la  dérivée  d une  fonction  composée  de  différentes 
Jonctions  pai  ticulieres , est  la  somme  des  dérivées  relatives  ci 
chacune  , considéi ées  séparément  et  indépendamment  l une  de 
l autre , en  suivant  la  réglé  du  n°  67 1.  Il  est  visible  que  les 
ciei ivat ions  des  produits  et  des  quotiens  ne  sont  que  des  cas 
particuliers  de  ce  théorème  ( n0s  663  à 667  ). 


Soit 


y 


a-\-bx 


; on  a y = — , en  faisant 

J uz 


z — a-\~bx  > uzzz  1 — x y d’où  z — b y 1/  = — . 1. 


La  dérivée,  u étant  constante,  est  — ; on  a — 2^-  pour  la  dé- 

u“  u6  r 

ri\ee  relative  à u,  par  les  règles  nos  667  et  668  ; la  somme  est 

la  dérivée  cherchée  : donc  y 2=  — 4-  ~ ox  ^ 

J u*  ^ us  " (1  — x )3  * 

___  0 — xff  — (3—  2x)x  z*~u 

y - 4"— ~5~ë = —f-' en  faisant 

a = l—xa,  3x-2X%  f=4-5x,  z'~~2X , z/=3-4x,  -5  ; 

prenant  les  dérivées  successivement , en  ne  considérant  qu’une 
variable  s,  u , ou  £ , et  ajoutant,  on  a 

r %ZZ  u'  (z2  — u)t'  ^ ] 6x3  - — 1 5x^  — 7 

y — t 1 f ~ ■ (4^r5iv  ■ 

Lorsque  les  valeur^  qu’011  doit  égaler  à des  variables  z , u,... 
ne  sont  pas  très  compliquées,  on  préfère  opérer,  sans  le  secours 
de  cette  transformation,  en  la  supposant  tacitement.  C’est  ainsi 
qu’  on  tire  de  suite  de  . 


y = (a  — zx  + x3)3,  y =:  3 (a  — sx  + x3)2  (3x2  — 2). 

674.  Apres  avoir  trouvé  la  dérivée y y en  traitant  cette  fonc- 
tion de  x selon  les  règles  qui  viennent  d’être  posées,  on  en 
tirera  la  dérivée  du  2e  ordre  y"  : celle-ci  donnera  de  même  y*  , 
puis  yiY,  etc. 

Par  exemple,  y ==  donne  y = — x~2,  y'z^ax"3, 
y"  = — 2 . 3x~4  etc.  , jCn)=  ±:  2.3. . . nx-^+'ï. 


FONCTIONS  ALGÉBRIQUES, 


i ï -!■ 


De  même  y=z[/’x  = xa  donne  v'  — - — -.-x 


ï 3 -A 


1.3.5  -J  Cj0  __  1.3.5. ..(2/1— 3) 


2^  ” ' ^ ‘ 2ft  \/  X*n~~ 1 

Pour  y — xm,  on  a y'  =mxm_1 , y"  ~m  (m — 
y(n)  ___  m (jn — i)  (yn  — 2).  . . (m— n.  -f-  1 ).'c"!“re» 

675.  Il  est  facile  maintenant  d’appliquer  le  théorème  da 
Taylor  (/?,  n°  657)  à toutes  les  fonctions  algébriques,  c.-à-d.  , 
d’en  obtenir  le  développement  en  série,  selon  les  puissances 
croissantes  de  h , lorsqu’on  y a changé  x en  x -f-  h, 

I.  Soit  y = x~~l  ; nous  venons  de  trouver  y , y” . . . Donc 


1 1 

x + h ~~  x x * x 3 


hn 


Ce  développement  est  une  progression  par  quotient  ( n°  579  ). 

X * Cl*  Cl 

IL  y = — = x — . donne  de  même 

J x x 

a*  h* 


X J 


j , e • , 


î 7 


III.  Pour  y = {/x;  on  trouve  y', y"...,  et  substituant  dans 
la  série  de  Taylor , on  a 

h 1 .h*  1.5.5. ..(271-5).  hn 

V .41/07^"“  f2n\/x'Àn~l  2.3 

IV.  En  général , y ~ xm  donne  le  développement  de  la  for* 
mule  de  Newton,  quel  que  soit  l’exposant  m. 

(x  -f  A)*  — xm  + mxm~~lh  + m ~xm~*h*  + . . . 

2t 


-f-  m, 


m—  1 772 


m- 


2 


* * • 

O 


77 


e 


>7 
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Fonctions  exponentielles  et  logarithmiques . 


676.  Pour  avoir  la  dérivée  de  y=.ax  , suivons  la  règle  du 
n°  660  : il  vient 

Y=  ax+h  = ax . ah  = ax  -\-yrh  +etc.  (n®  657); 

y' 

d’où,  en  divisant  par  ax,ah~  1 + ^ ù + etc*  *> 

Le  1er  membre  de  cette  équation  est  indépendant  de  x ; le  2% 
et  en  particulier  le  coefficient  de  h , doit  aussi  l’être  : donc  , 
ÿ doit  être  composé  en  x,  de  telle  sorte  que,  divisé  par  ax , le 
quotient  soit  une  constante  k,  fonction  inconnue  de  la  base  a , 
y — kax.  Ainsi , 


y'  — : kax  y y"  =;  kaax , y"'  = k3ax ....  y^  — knax . 


. 7 Ù2x2  . &3X3 

et  aT=:i4-^  + h + 


<7-1  rr  ,...» 

2.0  2.0.4 


• i 


d’après  la  formule  de  Taylor.  La  constante  k se  détermine 
comme  au  n°585  : on  pose  x = 1 ;puis,  dans  a~i 
on  fait  k = 1 , ët  l’on  désigne  par  e la  base  qui  correspond, 
e = 2,7 18281828...  Enfin , on  pose  kx  = 1 dans  la  ire  série; 


1 

le  2e  membre  devient  e , et  l’on  a g*  = e,  a — ek\  d’où 


Log  e 


1 

loge’ 


selon  que  le  système  des  log.  est  quelconque  , ou  a pour  base  e, 
ou  enfin  a.  Les  notations  convenues  p.  177  , sont  ici  employées  : 
\a  désigne  que  la  base  des  log.  est  e,  ou  qu’il  s’agit  des  log.  né- 
périens, etc.  En  un  mot,  le  Calcul  différentiel  reproduit  les  séries 
démontrées  n°  585,  et  par  suite  les  conséquences  qu’on  en  avait 
tirées. 

677.  Soit  y — a7,  y z étant  une  fonction  de  x , z~jx  : la 
règle  n°  671  donne  y z=kaz .z!  — az .z!  1 a ; z se  tire  de  z~=fx. 
La  dérivée  d une  exponentielle  est  le  produit  de  cette  même 


EX  POTENTIELLES , LOGARITHMES. 

quantité  par  la  dérivée  de  t exposant,  et  parla  constante  k,  qui 
est  le  log.  népérien  de  la  hase . 

y~  emz  donne.  . . y ' <=— emz  .mz\ 


....  . y = a3x+1.5\a. 

y = a^X.  . . = 

678.  Pour  y = Log  r,  la  règle  n°  66©  conduit  à 

Y Log  (x-j-li)  =- Log  a;— f-  _y'/t  -f-  etc. 

Log  (x-\-1i)  — Log  x = Log^^~^^=Log(i+z)~j'j:z-f-  etc., 

en  posant  h = 0:2.  Observez , comme  n°  689,  que  s est  indé- 
pendant dex,  puisqu’en  changeant  convenablement  l’arbitraire//, 
2;  peut  demeurer  constant  lorsque  a:  varie.  Le  2e  membre,  et 
en  particulier  le  terme  y'xz,  doit  donc  ne  pas  contenir  x ; 
y est  composé  en  x,  de  manière  que  le  produit  yr  x soit  une 
constante  M>  yx=M.  Ainsi  (n°674) 


M 


x 


M 

x 


/ = 


qM 


y 


h 


Log(a;+  h)  = Log  or  -f  + 


2.5M 

XJ  X^  * 

h h*  . 

' 3x3 


Log(î  -h21)  = — -a3—  i s4  4* . . . . ). 

Quant  à la  valeur  inconnue  de  M , elle  dépend  de  la  base  a 
du  système.  Soit  t le  log.  de  i~j~z , at=i-j~z=i-t~kt-f-  |Aû£a...  ; 

d’où  z = kt(i~}-jkt ).  Substituant  dans  la^ série  de 

Log  (1  2.)  nous  avons,  en  supprimant  le  facteur  commun  tf 

Cette  relation  doit  subsister  , quel  que  soit  t , k et  A/ conservant 
leurs  valeurs  constantes.  Soit  pris  z — o,  d’où  J = 0,  puis  i—Mki 


d’où 


itf=t  = !oge=A,y=A  =ri;- 


/:  *~D “ la*  Ax  x\a 

Il  est  aisé  de  voir  que  M est  ce  que  nous  avons  nommé  le  mo 

17.. 


I 
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dule  (p.  178),  facteur  constant  dans  un  système  de  log.,  qui  sert 
à traduire  ceux-ci  en  ïog.  népériens  , et  réciproquement.  On 
retrouve  donc  ici  les  mêmes  séries  et  la  même  théorie  que  précé- 
demment. 

(379.  Soity  z étant  une  fonction  de  x ; on  a (n067i), 

, __Mzr  __zr  _ z! 

J z kz  2 la* 

La  dérivée  du  log . d' une  fonction  est  la  dérivée  de  cette  fonc^ 
tion  s multipliée  par  le  module  et  divisée  par  cette  même  fonc- 
tion. Le  facteur  M est  1 , quand  il  s’agit  des  log.  népériens  (*). 

tr  tu — ut' 


y z=.  ] la  — U donne  y'  — “ — ~ = 

» 

, Mnz 


ut 


y = Log zn~  n Logs, 
x 


y 


M 


-v/(£gï 

V 1 *4-^4-  V 1 — 


y \/  ï -\-x — [/ 1 — 


X 


X 


v'  = 

M 

y — 

V/Ci+x2)  * 

^ v'~ 

1 

)y  - 

y = 

— 1 

J 

x \/ 1 — ra 

680.  Les  log.  servent  souvent  à faciliter  la  recherche  de» 
dérivées. 

I.  Soit  y=zutvz.  . . ; on  en  tire  ]y=ln-f-L-f-  lv  +.  . 


puis 


L 

y 


u 

U 


t' 


v V 

4"  7 4“  “•  • • • Multipliant  par  la  proposée , 


(*)  On  aurait  pu  tirer  la  de’rivée  des  log.  de  celle  des  exponentielles  :y  — a* 

y'*  J\Jvr 

donne  y'  = a*.  2'  la  =yz  .la  ; d’où  z'  = -L*  Réciproquement,  de 

cette  dernière  éqa.  on  peut  déduire  la  précédente , c.-à-d.,  la  dérivée  y de  a*. 


SINUS  , TANGENTES.  }l 

©nay,  ce  qui  prouve  que  la  règle  n°  663  est  vraie,  quel  que  soit 
le  nombre  des  facteurs. 

+ / t'zf 

II.  y — zl  donne  \y  = t . \z  , — 1'  .\z\ 

donc  y = A . ^ 

III.  D ey  — ab\  on  tire  \y  =■  bz M , ÿ —a  . b*.z'\a\b . 


_J  V.  j donne  ly  = tulz  ; d onc 


Fonctions  circulaires . 

68 1.  Cherchons  la  dérivée  de  yrrrsinx,  ïe  rayon  étant  î , 
on  a sin  ( x±lK)~  sin  x.  cos /z  =h  cos  x.sin /z  ±Lyh  etc.  ; 

y' 

d’où  2 cos  a; . sin  h = 2 ÿh  4-  etc. , sin  h — . h + etc. 

Le  2 ' membre  doit  ne  pas  contenir  x ; ainsi , le  coefficient  de  h 
est  une  constante  inconnue  ^ yÿ  z=.  A cosx,  sin  h — Ah  -f*  etc.  : 

on  en  tire  — — = A etc.  i et  faisant  décroître  h , on  voit  que 

h 

A est  la  limite  du  rapport  du  sinus  à l’arc  h , limite  (n°  362  ) 
qu’on  sait  être  — i ; ainsi,  A , y — cosx\ 

De  même  pour  2,  — cosx: , 

cos(x  ±:  h)=z  cosx . cos  h q:  sinx  .sin  h~z±L  zh  4~  etc. 

En  retranchant , on  en  tire  2 sin  x . si n ù — — 22 -,'h  4-  etc.  -y 

/ t 

nuis  sin  h = — h 4*  etc.  Mais  on  a trouvé  sinù  = h-^-etc.) 

^ " sin  x 

/ 

z f ___  » 

en  comparant,  on  a = 1 > z — — smx. 

Une  fois  connues  les  dérivées  de  sinx  et  cos  x , il  est  aisé  de 
passer  aux  dérivées  d’ordres  supérieurs  , et  Ton  trouve  qu  elles 
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se  reproduisent  périodiquement  dans  l’ordre 

sino:,  cosx,  — ■ sinx,  — cosx» 

Le  théorème  de  Taylor  donne  par  conséquent 
* r x n . / h*  M \ , / h3  h5  \ 

51B  (x+i)  = ,uu(,  _ _+  -3^...)+COS  *(»-  -3+^3-) 

Changeons  /;  en  x , et  x en  h ; le  résultat  demeurera  le  meme, 
=:sin  (a;  -f-ù).  Faisons  ensuite  successivement  h — o et  — qo°  , 
nous  trouverons  les  mêmes  séries  que  page  182;  d’où  résultent  la 
formation  des  tables , le  rapport  ir  du  diamètre  à la  circonfé- 
rence et  les  formules  des  nos  588  à 595» 

682.  Pour  v = sînz  , on  a y —z!  .cos  z. 


y 

•z  . sinz. 


cos2z 


sé.séc2  z. 


Si  V—  cos  z}  on  a ÿ 

sin  z 

C0S2, 

La  dérivée  de  la  tangente  d’un  arc  est  le  carré  de  la  sécante  * 
multiplié  par  la  dérivée  de  l’arc  en  fonction  de  x. 


y — tang  z = — — , on  a (n°  666)yr'= 


Pour  y = cot.  z , on  a yr  — . 


sma 


Puisque  \/  A (1  -f-  cosx)  r=  cos  la  dérivée  de  ce  radical 
est  — \ sin  x ; c’est  en  effet  ce  que  le  calcul  donne. 


Soit  y — cos  mz\  on  a 

r 

y = 

— 7712, C sin  mz, 

yr=siii77iz.  . . . 

/ 

.y  = 

mZf . C0S7722, . 

\ ê 

sin  (lx) 

jxs  y — coo^ix j on ure 

y — 

* 

X 

Pour  y — cosxsinx  , on 

a ly  = 

sin  x . 1 cos  x j puis 

y 


Enfin  y = 


cosx 


SIIU 


/ 

( cos  X 


, sm2  x\ 

. Icos  x ). 

cos  X / 


, , z tang  s . , v 

donne^y  = — — = z tanga,  sec  z ; c est 


cos  z 


cos  z 

la  dérivée  dejy  = séc  z. 

683.  Supposons  que  x soit  le  sinus  d’un  arc  y ; ce  qu’on  écrit 
ainsi  : 

y™ arc  (sin  — x)  , ou  x — siny. 


/ 


DÉBITÉES  DES  ÉQUATIONS.  ^63 

La  variable  x qui  reçoit  l’accroissement  h}  n’est  plusl  arc , mais 
bien  le  sinus.  Or,  l’équ.  x = siny  donne 


i —/  cos  j 

j , z' 

Poury  = arc  (sin—z),  on  a donc  y — — 


Pour  y = arc  (cos=£),  on  aurait  y - — ÿ (i z,2)  ° 

Prenons  y = arc  (tan  g ■=.£)  ; d’où  z — tangy  , z == 


ÿ — z' . CO s2y  ; et  puisque  cos2  y = 


1 — f-  2i 


i.  ? 


y 


r 

z 

. » 

1 — J-  z 2 


Ainsi , /a  dérivée  d'un  arc , exprimé  par  son  sinus , est  1 divisé 
par  le  cosinus  ,*  celle  d’un  arc  , exprimée  par  son  cosinus  j est 
— 1 divisé  par  le  sinus  ; enfin  celle  d'un  arc  exprimé  par  sa 
tangente  est  1 divisé  par  1 -j—  le  carré  de  cette  tangente . 

Si  le  rayon  au  lieu  d’être  1 était  r , on  aurait , en  rendant  les 
formules  homogènes  (n°347>  Q°*)  > 

y arc  (sin  = z) , arc  (tan g = z)  , y = tang  z , 

, rz  Fz  rQz 

J ~\/(r*  — z,2)  ’ r2  -p  z»2  ’ ^ cos2  z 

Dérivées  des  Équations. 


684.  En  résolvant  l’équ.  F (x , y)  =0  sous  la  form  ey—fx, 
il  serait  facile  d’en  tirer  y',  y",  y".  . . : mais  cette  résolution, 
qui  est  rarement  possible,  n’est  nullement  nécessaire;  car  met- 
tons, pour  y,  sa  valeur  fx  dans  la  proposée  ; il  en  résultera  une 
fonction  de  x identiquement  nulle,  que  nous  désignerons  par 
z — F (x  ,fx)  — o ; les  dérivées  z , a",  z"'.  . . . seront  milles 
( n°  664  ).  Or,  pour  obtenir  z!  , il  convient,  d’après  ce  qu’on  a 
vu  n°  672  , 'de  simplifier  l’expression  compliquée  F {pc  , fx)  , 
gn  égalant  à y le  groupe  de  termes  fx,  et  appliquer  la  règle  de 
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ce  n°  à l’équ.  2 = FÇx,  y)  — o , qui  est  la  proposée  même. 
Donc 

, àz  àz  , , ds  dz 

2,1  dx  dy 0>  J dx  * dj' 

Ces  deux  termes  sont  des  fonctions  connues  de  x et^y  , qu’on 
nomme  Différentielles  partielles.  Par  exemple  , de  l’équation 

y5 


,2  '■  x2  — r2  = z ~ o , on  tire 


d a 
dx 


2X  , 


dz 

«tr 


2;'-  -r +yy 


• , * 
0 » y — • 
y 


9 

De  même  x*-\-y* — -2r#—  r2  donney^y'-f-x — f—c,  y'  = 


r— x 

--  - o 

U y 


x*  ~f“  2ax2y = qy3  3 (2ax2  — 3ayft)y'-f-  ^axy-\-  4x3  = 

685.  Il  est  vrai  que  y'  est  exprimé  en  x et  y , et  non  en  x 
seul , comme  cela  serait  arrivé  si  l’on  eût  résolu  l’équation 
F(pc , v)—  o.  Si  l’on  veut  déduire  y en  x seul,  il  reste  à éli- 
miner y entre  l’équ.  z = ô,  et  sa  dérivée  z!  — o. 

C’est  ainsi  que,  dans  le  premier  exemple,  on  ax2  -f-y2  — - ?'9> 
x -j-yy'  = o;  d’où  chassant  y,  x2=y'2  (r9 — x2),  y'rrr 


x 


l/(r*  — x*) 

Cette  élimination  , qui  est  rarement  utile,  élève  y au  degré 
même  où  se  trouvait  y dans  la  proposée  z = o ; car,  s’il  y a 
n valeurs  y —fx , comme  le  calcul  de  la  dérivation  laisse  dans 
y'  les  mêmes  radicaux  que  dans  fx  ( n°  670  ) , y'  a aussi  n va- 
leurs. Siy'  n’est  qu’au  ier  degré  dans  z'  — o,  cela  vient  de  çe 
que  y s’y  trouve  , et  comporte  les  mêmes  radicaux  que  l’éli- 
mination de  y doit  reproduire. 

686.  L’équ.  zr  = o renferme  x , y'  et  y , qui  sont  des  fonc- 
tions de  x.  Le  raisonnement  du  n°  684  prouve  qu’on  peut  en 
tirer  l’équ.  z~  o , en  regardant  yety'comme  contenant  x,  et 
appliquant  la  règle  ^672.  La  notation  dont  on  s’est  servi  devient 

alors  plus  étendue.  Par  ex.,  , t— ‘r-  signifieront  que  dans 

^ * dxdy  dx  dy  & 1 

la  première,  la  dérivée  est  prise  d’abord  en  considérant  x 

comme  variable  , et  qu’on  a pris  la  dérivée  du  résultat  rela- 


/ 
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tivement  à y\  dans  la  deuxième,  on  prend  les  dérivées  trois  fois 
successives  : deux  fois  par  rapport  à x , et  une  fois  pour  y.  Du 
reste , il  suit  de  ce  qu’on  a dit  ( n°  672  ) , que  ces  dérivées 
peuvent  être  prises  dans  tel  ordre  qn  on  veut  : dans  le  2 cas  , 
on  pourrait,  par  ex.,  les  prendre  par  rapport  à y,  puis  deux 
fois  pour  x , ou  bien  une  fois  pour  * > une  fois  pour^ , et  enfin 

une  pour  x.  ( Voy.  n°  703.  ) 


D’après  cela,  l'équ.  z ===  ~ + gr;*/  — 0 donne 


d2 


dx  ' dj 

âz  „ . d 9z 


do:3 


+ zy'-dï^  + àjy"+ 


djys 


y* = °* 


Cette  équ.  du  1er  degré  en  y donnera  / exprimé  en  x ty  et  y'  ; 
on  pourra  éliminer  y à l’aide  de  l’equ.  z'  = o *,  et  si  1 on  veut 
chasser  y par  l’équ.  zt=o,  alors  le  degré  de/  s’élèvera. 

Le  dernier  ex.  n°  684  Oav2  — 3 af  ) y'  + 4X^  + 4axV  = 0 » 
en  prenant  les  dérivées  relativement  ài,  y et  y , comme  varia- 
bles indépendantes , donne 


(2  axa  — 3 af)  y"  -b  1 -f  4ay  + 8 axÿ  — Gayy'*  — o. 

687.  Si  la  proposée  z = o renferme  un  terme  constant,  il 
disparaît  de  la  dérivée  z!  = o , comme  on  1 a vu  n°  662.  Ainsi , 
^2  _j_ y*  — : y*2  donne  x -f- o > *ïlli  indépendant  de  r , et 
exprime  une  propriété  commune  àtous  les  cercles  dont  le  centre 
est  à l’origine.  Il  est  même  permis  de  chasser  telle  constante 
qu’on  veut , en  l’éliminant  à l’aide  des  équ.  o , z ~ o , sauf 
à faire  reparaître  celle  qu’on  aurait  chassée  d’abord,  y r=zax-\~b 
donne  y — a , qui  ne  contient  pas  b\  et  chassant  a , on  a 
y —y  : r+  by  qui  est  indépendante  de  a. 

La  dérivée  du  2e  ordre  perd  une  2e  constante  ; celle  du  3e 
ordre  , une  3e  constante , etc. , et  le  résultat  exprime  ainsi  une 
propriété  de  l’équ.  proposée  , quelles  que  soient  ces  constantes. 
y2  — a — bx 2 àonneyy'  — — bx , yy 1 -{-y  2 = b ; et  chas- 
sant b,  il  vient  cette  équ.  dégagée  de  a etbyyy  ~(yy"  +ÿ2)x- 
On  peut  encore  chasser  une  constantes,  en  résolvant  la  pro~ 
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posée  2=o,  sous  la  forme  c=/(x,y,  et  différentîant.: 
Comme  les  deux  procédés  doivent  conduire  à des  résultats  équi- 
vales, et  que  celui-ci  introduit  des  radicaux  dçpendans  du  degré 
de  c,  il  est  visible  que  si  1 on  préfère  éliminer  c entre  les  équ. 

2 = 0, 2'  = o,  le  degré  de  y doit  s’élever.  Par  ex.  , 

y*  _ 2cy  -f  a?2  = c\  (y  — c>y  x = o 

I • 

donnent  (x2  — sy2)  y'2  — /^xyÿ  — x2  = o, 

688.  On  voit  donc  que  toute  dérivée  de  l’ordre  n , de  î’équ,  . 
2 = F (x , y)  — o,  ne  doit  con tenir yW  qu’au  ier  degré  ; quand 

il  en  est  autrement  , 1 eqtî.  ne  provient  pas  d’une  dérivation  im- 
médiate , mais  de  ce  qu’on  a éliminé  quelque  constante  , ouï, 
ou  y,  à l’aide  del’équ.  proposée,. 

Changement  de  la  V iriable  indépendante . 

689.  Toute  question  générale,  traitée  par  le  Calcul  différen- 
tiel , conduit  à une  expression  en  x , y , y\  y\  . . . , telle  que 

,vM>;  y,  (/)>  (/)• . .]• 

Lorsqu’on  veut  l’appliquer  ensuite  à un  ex.  proposéy  = Fx , 
il  faut  en  tirer  (y'),  (y7)...,  substituer  dans  \t,  et  cette  fonction 
n est  plus  exprimée  qu’en  æ.  Mais  il  peut  arriver  qu’au  lieu  de 
y — Fx,  on  donne  deux  équ.  qui  lient  y et  x à une  3e  va- 
riable  t} 

y~$t,  x =ft,  . . . (c). 

Il  faudrait  donc  éliminer  t entre  ces  deux  équ.  , pour  obtenir 
y~Fx}  en  tirer  (y'),  (y"),  et  substituer.  Ce  calcul,  ordinairement 
long,  ou  même  impossible  à effectuer,  n’est  pas  nécessaire;  il 
suffit  d’exprimer  la  fonction  en  t , à l’aide  des  équ.  (c)  et  de 
leurs  dérivées  : celles-ci  ne  sont  plus  prises  par  rapport 

à x , mais  bien  à t , devenue  variable  indépendante.  Proposons- 
nous  donc  de  modifier  la  fonction  donnée  4',  pour  l’amener  à 
renfermer  t,  <pf  , /'...,  au  lieu  de  x , y,  (y')  ! . . Soient/z,  k,  i 
les  accroissemens  que  prennent  ensemble  les  variables  x,  y,  t : 


t 


variables  indépendantes. 

y — Fx  donne  k = (y')^  “f“  I (y")/ia-f-. 

y=zçt k=  y' i +i  yu'f  +• 

rr  ~ fL  . . . . h -=■  xi  -f-  \ x ^ H“« 
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0), 

0). 

(3). 


Ces  dérivées  se  rapportent  aux  fonctions  respectives  F,  <p  ,f , 
(/)  est  la  dérivée  de  Fx  relative  ài]  y et  a.-'  sont  celles  des 
équ.  (a)  par  rapport  à t , ou 


(/) 


ÈL 

da:  5 ^ d t 


ç't , a;' 


d:r 

dt 


=/'*• 


La  fonction  y est  donnée  en  (y'),  (y")*  • • > et  1 on  veut  îa 
traduire  en  a/,  y',  a;',/...,  qui  sont  des  fonctions  connues  de  L 

Égalant  les  valeurs  de  k , puis  mettant  pour  h la  sérié  (y)  2 
en  se  bornant  aux  deux  premières  puissances  de  h , on  a 

( y)xi+l{y')oc"  + {y")x^\i\  . . = yi  + iy0*- • • ; 
et  comme  i est  quelconque  (n°  byS  ) , 

' ( y')x'  =y , cy  K + (y  V* = y"  > etc* 

Donc  j pour  exprimer  4 en  £ seul  > H fau-  J subtituer  à 
x,y , (/)  , (y")-  • • les  valeurs  x=ft  , y~<pt, 


00=  £.00 


/ . .// 


-/a7" 


a: 


/3 


(*>) 


On  peut  tirer  (y"),  de  la  valeur  de  (/) , qui  est  le  quo- 

tient des  dérivées  relatives  à t , tirées  des  équations  (yz)  ; 

—3  y — ?_f  — !ÎZ  ; Car  (y')  représente  une  fonc- 
tion de  x , ( y)  = F'a:,  qu’on  peut  à son  tour  regarder  comme 
une  fonction  de  £ , telle  que  (y)  = <Mj  puisque  x ~ft.  Qu  oa 
raisonne  de  même  pour  ces  trois  dernières  équ.,  on  en  con- 
clura que  (y")  doit  être  le  quotient  des  dérivées  de  <pxt  etft 

y xy" — y x"  , 

relatives  à t.  Or,  celle  de  <pxt  — -y  est  j donc  , en 

OC  ou 

divisant  para:',  on  retrouve  l’expression  ci-dessus  de  (y")* 
Pareillement,  îa  dérivée  de  cette  valeur  de  (y")  étant  divisée 
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par  xr , donne 

yff  tey 


cyo 


£ _ _ v'  f-i"  _ ËfÜN  , « 

x'J  æ'*  J Vx'4  x'5  / ‘ • 


et  ainsi  des  autres.  On  peut  donc  employer  ri  de  trois  manières  : 

i°.  En  éliminant  £ entre  les  équ.  (a)  , tirant  ( y' ) , (y").  . . . 
de  l’équ.  résultante  jy  r=.Fx , enfin,  substituant  dans  ri; 

2°.  En  mettant  dans  ri  pour  (y')  , (y"). . leurs  yaleurs  (D), 
(Æ). . ce  qui  exprime  ri  en  ;r,  y/,  y ,)'".  . et  par  suite  en  £ , 
à l’aide  des  équ.  (a)  et  de  leurs  dérivées  ; 

r 

3°.  Enfin  , en  formant  en  fonction  de  £ la  fraction  (V)  = 3L  t 

00 

puis  prenant  les  dérivées  relatives  à t , divisant  chaque  fois  par 
æ > et  enfin  substituant  dans  ri  les  valeurs  ainsi  obtenues  pour 

<yi,  <y).  • • * 

fiqo.  Soit  r une  fonction  donnée  d e t ,r~ft  ; supposons  que 
les  équ.  (a)  soient  x = rcost,y  — r sin  t (*)  ; d'où 

x = r cos  £ — r sin  £ , y'  — r'  s^n  £ ri"  r cos  £ , 

œ"  ~ r’  cos  t —2/ sin  £ —rcos  £,  ÿ'  = r”  sin  £ -|»  2/cos  £ - rsin  £, 
etc 

Substituant,  dans  d abord  les  expressions  ( D ) qui  y intro- 
duiront y'  y x' , y".  . . , au  lieu  de  (y'),  ( y , puis  celles  que 
nous  venons  d’obtenir,  il  n’y  entrera  plus  que  £ et  r,  ri,  r".  . 
qui  sont  connues  en  £,  par  lequ.  r = /£.  Par  ex. , si 

« >T(  yO  — y . v'x  — ■ x'y 

y{y)+xy  Y yÿ  + xri  ’ 

d après  la  valeur  (.D)  de  Qy')  : et  comme  celles  de  x'  et  y'  don- 


(*)  Ces  équ.  sont  celles  qui  transforment  les  coordonnés  de  rectangulaires 
en  polaires  ( n°  385  ) : lorsqu’une  formule'  différentielle  4 aura  été  trouvée 
pour  le  Ier  système  , le  calcul  suivant  la  réduira  à être  propre  au  2e.  C’est  ce- 
qui  a lieu  pour  les  valeurs  suivantes  de  4 : l’une  exprime  latang.  de  l’angle  [i, 
que  fait  un  rayon  vecteur  avec  la  tang.  à une  courbe  quelconque  ; l’autre  en  est 
Je  rayon  de  courbure  ( nos  733).  Ces  expressions  sont  donc,  par  notre 
calcul , traduites  en  coordonnées  polaires* 
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Kent  y'x  — oc' y — r\  yy'  + ocx'  --  rr'  (cette  équ.  est  la  dérivé® 

— r2  ) , 011  trouve  enffii  4 = p- 


Pareillement,  soit  4 


fi4-(yT7_(^2+ya) 


(/) 


a; 


•i  w jj 

.y  ■—  y * 


on  a 


donc 


je'1  -j-  y 2 = )“  + /“,  a//  —y*"  = r2  + a?'2 


rr 


4/  = 


(r2  + r'2) : 


r2  -f-  arâ  — rr 

4/  est  donc  connu  pour  chaque  valeur  de  J , puisque  les  for- 
mules seront  exprimées  en  £ seul,  lorsqu’on  aura  r—ft. 

6g  1 . Quand  4 a été  ainsi  transformé , t est  variable  indépen- 
dante -,  et  si  l’on  veut  que  x soit  remis  dans  son  état  primitif, 
il  suffira  de  poser  x!  = 1 , d’où  o = x —x'"  =.  . . ; car  y* 
redevient  ( y '),  et  par  suite  y'  se  change  en  (y"),  etc.  C’est  ce 
qu’on  peut  vérifier  sur  nos  exemples. 

Une  fois  que  4 est  généralisé  et  convient  à la  variable  prin- 
cipale t , il  est  indifférent  que  x l’ait  été  originairement,  et  l’on 
peut  supposer  que  c’était  quelque  autre  variable  u qui  était  indé- 
pendante. Or,  en  faisant  x'=  1 , on  exprime  que  la  variable  prin- 
cipale est  x \ donc  t'  = 1 établit  la  même  chose  pour  t : la  con- 
dition qui  exprime  que  t est  variable  principale  est  t'  — 1 ; d’où 
Q — fz=if. . . : on  dit  alors  que  la  différentielle  de  t est  con- 
stante. Lorsque  4 a été  généralisé  pour  convenir  à toute  variable 
principale , aucune  différentielle  ny  est  constante. 

Puisque  la  série  (3)  dérive  de  l’équ.  x =ft , x'  désigne  , 

et  x'  = 1 montre  que  la  différentielle  de  x , relative  à une  3e 
variable  t quelconque,  est  constante.  De  même,  si  l’on  pose  t~  1 , 
pour  que  t devienne  variable  principale  , il  faut  entendre  que  la 
dérivée  de  t,  relative  à une  autre  variable  u,  est  constante. 
Voici  l’usage  de  cette  proposition. 

692.  S’il  arrive  que  4 ne  contienne  pas  x,  4—  [(y),  (/),  (y 
l’équ.  x—ft  n’est  plus  nécessaire , et  il  suffit  d’en  avoir  la  dé- 
rivée xr~f't  ; car  les  relations  (£>)  n’introduisent  pas  x dans  4, 


d. 
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mais  seulement  x\  y . . . , et  les  calculs  précédens  sont  faciles. 
Or,  si  cette  equ.  dérivée  donnée  contient  t , au  lieu  de  x , pour 
variable  dépendante,  qu’on  ait,  parex.,  F(t,  t' , x)=o,  il  fau- 
drait d abord  généraliser  -cette  équ.,  pour  qu’aucune  différen- 

tielle  n’y  soit  constante  , en  mettant  — pour  t'  ; puis  faire  t'=i, 

00 

pour  rendre  t variable  principale;  ce  qui  revient  à remplacer  de 

, 1 

suite  t par  -7. 

x 


Supposons,  par  ex.,  que  les  équ.  (a)  soient  y = <&£,  y = (C), 
la  dérivée  étant  ici  relative  à x ; pour  qu’elle  le  devienne  à t s 
on  fera 

î « , , 1 „ v' 

y — -7  ; d ou  x = - , x = — etc. 

^ X y y2  7 

Quand  ÿ aura  été  généralisé  par  les  relations  ( D ) , on  y intro- 
duira ces  valeurs  , et  4»  se  trouvera  exprimé  en  t,  et  en  dérivées 
relatives  à.  t,  si  x n’y  entre  pas.  C’est  ainsi  que 


Ci±0 OT  deyient  + 

(y  ) x v — v x 


.y 


puis 


(’+U/2)* 


On  voit  que  -$/  sera  exprimé  en  fonction  de  t , puisque  y' , y*. 
sont  des  dérivées  relatives  à t , qu’on  tire  dey  = <pt  : ^ sera  donc 
connu  pour  chaque  valeur  de  t. 


De  même,  si  les  équ.  (a)  sonty  = <pty  t'2  = 1 -f-  ( y /)2 , les 
dérivées  étant  relatives  ào.“,  on  change  celle-ci  en  t'2  rr  x'2  -f-  y'2  ; 
posant  É = 1 , la  variable  indépendante  est  t , et  l’on  a 
o/2~j-y/2—  1 ; d’où  x'  x"  -f-  y y"  = o.  Notre  valeur  de-^  géné- 

r y' 

ralisée  devient  donc,  en  éliminant  x"'  ou  y" , •'f  — “7/—  — . 

V ' x 

\ 

Pour  obtenir^  en  fonction  de  t,  il  ne  reste  plus  qu’à  tirer  de 
y — <pt,  les  dérivées  y',  y",  relatives  à t , puisx'rr:  \/\  \ - — y'2), 
et  substituer  dans  ty—xf  \y" . Si  au  lieu  dey  :=  cpt,  on  eût  donné 
x — ft , on  aurait  opéré  de  même  sur  la  2e  valeur  de  ■$/. 

On  trouve  encore  que  x étant  variable  principale , si  l’on 
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veut  que  t le  soit  à son  tour,  et  que  t'2  ~ 1 -f-  (y')*,  formule 

devient  * = i (£-.+  &£)■ 

.r  (y  ) x \xy  x6  J 

6g3.  Quelques  démonstrations  peuvent  être  simplifiées  par 
ces  principes.  Si  l’on  al’équ.  y — fx,  et  ses  dérivées  (y'),  (y")..* 
relatives  à a;,  et  qu’on  veuille  trouver  les  dérivées  de  x~(py 
relatives  à y , sans  résoudre  la  première  équation,  on  fera 
y ~ i . o = y"  dans  les  équ.  (JD),  c.-à-d.  qu’il  suffira 

déposer  (/)  = - , (/)=— 7 (*)■ 


Par  exemple , y z=  ax  donne  (y')  = kax  : on  en  tire 
~zxzkax  = ky,  d’où  x'  lorsque  y est  variable  indé- 

pendante. Il  est  visible  qu’on  a ainsi  la  dérivée  de  x — Logy» 
Pour  y — sin#,  on  a (y')  = cosx\  donc,  on  trouve 

- ~ cosx , x'  — — - — — , dérivée  de  l’équation 

x cos  a;  y/(i  ~~  j ) 

x — arc  (sin  =y)  p.  260. 

Enfin,  dey  = tang  x on  tire  la  dérivée  de  x — arc (tang— y)  : 


. (/)  = 


— • „ X — COS  X 
X 


COS*X  X 1 

6g4 . Pour  généraliser  une  fonction  ^ du  1er  ordre , on  change 


(/)  en  J . ou  £ = jg-  , ou  j£=  g , 


dy  dy  d~c  dy  dy 

±J  . ».  ..  • An  ■■  «-*' 


(*j  Ceci  peut  se  démontrer  directement  5 car  soient  k ejt  h les  accroîssemens 
que  prennent  ensemble  y et  x j 

y = fx  donne  k = y'h  -f ~~y"h*  -f-. ..  , 
x — <py  donne  h = x'k  H — x"k2  -f-. . . . 


d’où 


h = x'y'h  -f-  (Vy"  -h  d'j'2).-  è2  -K . . 5 


puis  1 = x'y  , xy  -f  .r/8  = 0,  etc. 

Enfin,  on  a les  valeurs  dey' , y" 


« • • • 
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en  supprimant  le  diviseur  commun  d£;  mais  en  conservant  le 
souvenir  que , dans  le  2e  membre  , dj'  et  dx  désignent  des  dif- 
férentielles prises  relativement  à t . Donc , quand  une  fonction 
dérivée  4 est  du  ier  ordre,  et  qu’on  l'a  exprimée  par  la  notation 
différentielle , elle  ne  devra  éprouver  aucune  altération  lors - 
quon  voudra  changer  de  variable  indépendante , seulement 
les  dy,  dx...  qui  y entrent  désigneront  les  différentielles  rela- 
tives à cette  nouvelle  variable.  C’est  ce  qui  rend  la  notation 
différentielle  bien  préférable  dans  le  Calcul  intégral  , et  dans 
toute  opération  où  l’on  est  conduit  à changer  de  variable  prin- 
cipale, pourvu  qu’il  n’y  entre  que  des  dérivées  de  ier  ordre. 

Soit  y = sin  z -,  y'  — cos  z . z'  revient  à dy  = cos  z . dz  \ d’où 
dy  dy 

dz  = — 1 = , / - ; ce  calcul  est  préférable  à celui  du 

cos  z y i — y*  r 

n°  6q3  , pour  obtenir  la  dérivée  de  l’équ.  z = arc(sin=j'). 

Au  reste,  l’avantage  dont  nous  parlons  n’a  plus  lieu  pour  le 
2®  ordre  ; car  la  2e  formule  (Z))  devient 

à*  y ___  dx . d2^  — dy . d2x 
dx2  ~~  dx* 


Ici  les  dérivées  sont  relatives  à une  troisième  variable  t , dont 
on  suppose  que  x et  y sont  des  fonctions  données.  Il  suit  des 
principes  d’où  nous  sommes  partis,  que  le  ier  membre  n’est 

autre  chose  que  la  dérivée  de  ~ , qu’on  divise  ensuite  par  dx  ; 

et  qu’enj  considérant  ces  dy  et  dx  comme  des  fonctions  de  t , on 
peut  poser  ( n°  689 , 3°.  ) 


en  sorte  qu’il  est  bien  facile  de  retrouver  les  équ.  ( D ) , (£).., , 
et  même  de  les  conserver  dans  la  mémoire. 


/ 
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De$  cas  ou  la  Série  de  Taylor  est  en  défaut . 

%5.  La  formule  (#,  n°  65y  ) peut  ne  pas  être  vraie,  quand 
on  mettra  pour  x un  nombre  a ; car  y =fx,  devenant  f{a  -f  h) 
lorsqu  on  change  x en  a-f-  h , il  se  pourra  que , a:  étant  engagé 
sous  des  radicaux,  la  valeur  a-\-h , qu’on  mettra  pour  x , laisse 
h sous  quelque  radical,  parce  que  les  constantes  de  la  fonction  f 
auraient  détruit  a : ainsi  h aurait  des  puissances  fractionnaires. 
On  sent  d’ailleurs  que  f (a  -f  h)  ne  contenant  d’autre  variable 
que  h , n’est  pas  toujours  développable  suivant  les  puissance* 
entières  et  positives  de  h.  C’est  ainsi  que  cot h , ]0g/z. . . ontde* 
exposans  négatifs  pour  h,  puisque  feo  les  rend  infinis.- 

Soit^y  = \/x  + {/(x  — ay  ; pour  x ==  a -f  h , on  a 

lAa  -f-&)  + = Va  4”  — + h H «—  — /* 

2 t/a  8|/o""“ 

De  même V aq  donne  K («+/?),, ,ou  ^/a, , „ 

h 


Enfin , 


"VT  4*1/#  devient  T*  


Jusqu’ici  nos  règles  ont  été  sans  exception  , parce  que  x a 
conservé  sa  valeur  générale;  mais  quand  nous  voudrons  appli- 
quer ces  lègles  à des  cas  particuliers  où  x sera  un  nombre 
donné  , il  se  pourra  qu  accidentellement  on  tombe  sur  une  ex- 
ception du  théorème  de  Taylor;  il  convient  de  trouver  des 
caractères  qui  annoncent  cette  circonstance , et  d apprendre  ce 
qu’on  doit  faire  alors  pour  trouver  la  vraie  série  def(a  + h). 

696.  Ordonnons  , suivant  h , le  développement  de/(fl- f h)  ; 
m étant  la  moindre  puissance  fractionnaire  de  h , comprise 
CBtre  les  entiers  l et  / -f-  1 ; on  a 

f(a  + h)  —A-\- Bit  -f  Ch‘  + Dlf\..+Lh'  + Mhm, 

Si  m est  négatif,  Mk”  est  le  i«  terme.  A,  B,  C...  sont,  e„  gé- 
néral, des  constantes  finies  et  inconnues. 
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Puisque  cette  équ.  a lieu  , quel  que  soit  h,  prenons  les  déri- 
vées relatives  à cette  variable  : 

f'  (a-f/z)™  B 2 Ch  + oDh‘\  . . -f-  lLhl~' . . . 
f"  (a-j_ h)~ 2 C -f  2 . 3 Dh . . . +/(/ — 1 ) 4-  rci(m — 1 )Mhm-*. .. 

etc 

En  faisant  h = o,  on  trouve 

A=fa,  B — fa , C = if"a,  D=~\f'“a.  . 

Les  coefïiciens  ^ , B...  B sont  donc  les  valeurs  que  prend  fx 
et  ses  dérivées  , lorsqu’on  y fait  x z=za  , précisément  comme 
dans  la  série  de  Taylor;  mais,  à chaque  dérivation,  le  ie£‘ 
terme  disparaît,  parce  qu’il  est  constant  ; à la  Ie  dérivation, 
on  obtient  L ; à la  (/  -f-  i)%  on  a 

yr+O  (a  -f-  h)  “ 7 n(m  — i).  . . Mhm~l~l  + . . . 

et  comme  77i  est  une  fraction  , ce  ier  ternie  a un  expo», 

sant  négatif  , et  h ~ o donne  ft'+O  a ==  oo  : à partir  deyd+O , 
toutes  les  dérivées  sont  de  même  infinies , parce  que  cet  expo» 
sant  reste  sans  cesse  négatif  ( n°  668,  2°  ). 

Donc,  i°.  si  la  valeur  x = a ne  rend  infinie  aucune  des  fonc- 
tions y , y,  y*...,  le  développement  de  Taylor  n’est  pas  fautif 
( n°  655  ). 

2°.  Si  l’une  des  fonctions  y , y',  y".  . . devient  infinie  pour 
x — a , toutes  les  suivantes  le  sont  aussi  -fie  théorème  de  Taylor 
n est  fautif  qu  à partir  du  terme  qui  contient  la  première  dérivée 

■infinie, 

3°.  Si  y est  infini  , y , y".  . . le  sont  aussi , et  h a des  puis- 
sances négatives. 

4°.  Pour  xm,  comme  la  dérivée  de  l’ordre  n est  de  la 
forme  Axm~~n , qu’aucune  valeur  de  x ne  rend  infinie,  si  ce 
n’est  x — o , quand  m n’est  pas  entier  et  positif;  on  reconnaît 
que  la  formule  du  binôme  {x  -f  /z)"1,  n’est  jamais  fautive  (ce 
cas  excepté  ).  On  en  dira  autant  des  séries  de  a3 y Log(i  + ri 
sin  x et  cos  x. 
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%7*  H reste  à trouver  le  développement  qui  doit  remplacer  la 
partie  fautive  , quand  il  en  existe  une  : à cet  effet , changez  x 
en  a -f-  h àansfx  , et  faites  ie  développement  de  f(aJ^h)  à 
laide  des  séries  connues.  Par  ex. , 

y = c -f-  (x  — b)  \/  (x— à)  donne  yr  = ~ 

s l/  ft' 

x ==  a rend  ÿ infini  ; donc  y" , yw . . . le  sont  aussi , et  h doit 
avoir  un  exposant  entre  1 et  2 dans  le  développement  cle 
Y=f(a^h)  : le  itr  terme  est  y = c.  Qu’on  change  en  effet 

renfl+«  dans  la  proposée  , on  a Y~c  -f.  (a—b)h^-\-}i^. 

3 

Soit  encore  y = c -f  a;  -f-  ( x b)  (x—  a)*,  ; 

3 

/ = i+  (x  — a)a  -4-l(x”--Z>)v/(x  — a), 

" O"  =3  I/O—  a)+l^=^L  . 

4 V c x — a) 

x •=.  a donne y — c -f*  a , 1 ; les  autres  dérivées  sont  in- 

finies. Le  développement  de /(a  -f  //)  commence  par  (c-f  a)+/i  ; 
les  autres  termes  ne  procèdent  plus  selon  h%  h3.  , . En  effet, 
mettons  a -Y  h pour  x,  y devient 

3 5 

E = (c  -f-  a)  -f-  h -f-  (c  — - 5)Æ2  -f-  h*. 


G98.  Lorsqu’on  a trouvé  les  divers  termes  non  fautifs  de  la 
série  Y , pour  obtenir  les  suivans  , retranchez  de  f(a  4-  h)  îa 
partie  connue,  le  reste,  étant  réduit,  s.era  une  fonction  S de  h , 
qu’il  s’agira  de  développer  en  une  série  qui  ne  procède  plus  se- 
lon les  puissances  entières  de  h. 

* , » ■' 

Soit  A la  valeur  de  S pour  ^~o;  on  a S •=.  A -f-  Mhm , 

m étant  la  plus  haute  puissance  de  h qui  divise  S — A , afin  que 

§ jl 

le  quotient  Mz=z  — — — ne  soit  nul,  ni  infini,  pour  h=  o. 

Cette  condition  fera  connaître  le  nombre  m,  et  la  fonction  M 
de  h.  De  même  on  fera  h — o dans  M,  et  B étant  la  valeur  que 
prend  alors  M,  on  posera  M = B -f-  Nhn  , et  l’on  trouvera  n 
et  JS\  ainsi  de  suite.  Donc, 

' ' f 
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S — A 4-  Bhm  -f-  Chm+n  + D hm+n+P . . . 


sera  le  développement  demandé.  Si  S doit  avoir  des  puis- 
sance^ négatives  de  h , on  fera  h — h'~l , et  l’on  développera 
selon  h'  ; on  changera  ensuite  les  signes  des  exposans  de  K» 

( Voyez  les  Fond . analyt. , nos  1 1 et  120.  ) 

699.  Examinons  ce  qui  arrive  lorsque  x=  a } chasse  un 
terme  P de  la  fonction  fx  ; P a pour  facteur  quelque  puissance 
mde  x — a(n°  5co),  ou  P = Q ( x — a)m. 

i°.  Si  m est  entier  et  positif , la  dérivée  me  contient  un  terme 
dégagé  du  facteur  x - — a,  puisque  l’exposant  s’abaisse  successive- 
ment jusqu’à.  . . 2 , 1 , o • ainsi,  le  facteur  Ç),  qui  a disparu  de 
toutes  les  déx*ivées,  reparaît  dans  la  me  et  les  suivantes  : le  théo- 
rème de  Taylor  n’est  pas  fautif,  et  il  ne  se  présente  ici  rien  de 
particulier.  Soit  y = (x  — a)“.  (x  — b) — or2;  on  a 

Y — — - a3  — - sa?,  h — hh?- f-  h3. 

2°.  Quand  m est  une  fraction  comprise  entre  l et  /+  1 , x ~a 
fait  disparaître  Q de  toutes  les  dérivées  ; celle  de  l’ordre  l -f- 1 
prenant  le  facteur  (x — a)m~l~x , l’exposant  est  négatif,  la  dé- 
rivée infinie  , et  la  série  de  Taylor  fautive  à partir  de  ce  terme  ; 
etenelfet,  puisque  le  radical  indiqué  par  (jc— a),n  disparaît 
de  toute  la  série  , et  reste  cependant  dans  h)  , les  deux 

membres  n’auraient  pas  autant  de  valeurs  l’un  que  l’autre  , si 
h ne  prenait  ce  même  radical. 

5 

Ainsi  y=  x3  -f-  (x  — b)  {x  — fi)a 

^ 5 7 

donne  Y — a3  Zcfh  -J-  5a^2  -f-  (a  — b)  h a 4 -/x3  + /za. 

Voyez  aussi  les  exemples,  n°s  69b  et  697. 

3°.  Si  m est  négatif,  P et  toutes  ses  dérivées  , ayant  x — a 
au  dénominateur  , sont  infinis  pour  x = a , et  le  développement 
de  Taylor  étant  fautif  dès  le  ier  terme,  h a des  puissances  né- 
gatives. C’est  ce  qui  arrive  pour 
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700.  Supposons  que  x-=a  fasse  disparaître  de  y un  radical 
qui  subsiste  dans  y,  c.-à-d.  que  la  ir*  puissance  de  x — a soit 
facteur  de  ce  radical  : pour  x-=a  , y se  trouve  avoir  plus  de 
valeurs  que  y,  à cause  du  radical,  qui  n’existe  que  dans  y . 
En  élevant  l’équ.  y=fx  à la  puissance  convenable  , on  pourra 
détruire  ce  radical,  qui  n’entrera  plus  dans  l’équ.  z = F(x,  y)  = o. 

Pienons  la  dérivée  ( n°  684)  4 jj^*y  = o,  et  substituons 

a PGur  x>  et  pour  y la  valeur  unique  dont  il  s’agit;  les  coefficient 
deviendront  des  nombres  A et  B , savoir,  A 4 Bÿz=z  o.  Mais , 
par  supposition,  y a au  moins  deux  valeurs  correspondantes 
« et  fi,  savoir,  A + B«  — o,  A+Bfi— o;  donc  B(a—  fi)  = o> 
ou5=^oet^r=:o;  puisque  a est  différent  de  fi.  Donc  notre 
equ.  dérivée  de  z = o est  satisfaite  d’elle-même  et  indépendante 
de  toute  valeur  de  y : 


dz  dz  ,0 

d^0' 

Passons  à lequ.  dérivée  du  2e  ordre  (n°  688  ) , qui  a la  forme 

3”  * / + Mÿ*  4 aNy  + L = o ; , 

le  i*r  terme  disparaît;  et  comme  Mt  N et  L sont  des  fonctions  de 

x sans  radicaux,  l’équ,  Mÿ*+*Nÿ+  Lzz = o,  fera  connaître 
les  deux  valeurs  de/,  attendu  que  M,  IV  et  L sont  des  con- 
stantes connues.  A moins  qu  il  ne  duty  avoir  plus  de  deux  valeurs 
de/,  contre  une  dey,  pour  * = a;  car  M,  N et  L devraient  se 
trouver  nuis  ensemble,  et  il  faudrait  recourir  à l’équ.  du  5® 

ordre,  y et  y s en  iraient , parce  que  leurs  coefliciens  étant 

âz  ' 

Z{Mÿ  4 N)  et  qui  sont  nuis  , y'  entrerait  alors  au  cube. 

En  général,  on  doit  remonter  à une  dérivée  de  l’ordre  du  ra- 
dical que  x cachasse  dey. 


v 
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Soit  par  ex.  y~x  -h  (pc  — à)  \Z(x  — >6) , 

‘ - • : \ 


y=i  + \/(pc—b)  4- 


x — « 


x~  a donnejy  = a,  et  jy'  i 
revient  à 

(y  — -xY  ~ O- 


2\/(x — by 

[/(a  — b).  Mais  la  proposée 


) 


a)3 . (x  — b)  : 


d’où  2(y  — x)yrz=z2  ( jr  — - x ) + (4 — ç)  (3a:  — 2b— ci). 

Chaque  membre  devient  nul  quand  x~y  — a.  La  dérivée  du 
2e  ordre  est 


( y — .x)  y " -f-  (y  — * 1 y = or  —2 a-—b, 

qui  donne  (yr — 1 y — a — b,  et  la  même  valeur  àey'  que 
ci-dessus. 

1 ‘ 3 

De  même  y~(x — à) . (x — b) 3 , donne  y— o,  yr  — }/  (a— b) , 
quand  a:  =a.  Mais  si  l’on  chasse  le  radical , et  qu’on  prenne  les 
dérivées  des  trois  premiers  ordres 

y3  ~ (r  — a)s  ( a:—  b ), 

3yy  = (a; — n)?  (4x- — 56  — a), 
yüy"  -f"  ^yy'21—  20r — a ) (2X  a~°“b), 

y*ym  4"  fîyj/y  * + 2y/3  — " 8a:  — 6a  — âù . 

x-=.a  et^y  =0  satisfont  aux  trois  premières  équ.,  et  la  4d  donne 

3 _______ 

4 — |/ a — b y comme  ci-devant. 

Si  le  radical  disparaît  dejy  et  y',  mais  reste  dansjy",  (x — a)2, 
est  facteur  de  y et  y,  qui  ont  un  égal  nombre  de  valeurs  , tan- 
dis que  y'  en  a davantage,  pour  x=<2.  Si  donc  on  fait  évanouir 
le  radical  de  la  proposée  y = fr,  et  qu’on  cherche  y"  à l’aide 
de  la  dérivée  du  2e  ordre  de  l’équ.  implicite  z — o,  elle  devra 
donner  y"  = § , comme  se  trouvant  satisfaite  d’elle-même. 
On  passera  aux  dérivées  3e,  4 '•••>  qui  seules  peuvent  faire  con- 
naître y". 

On  raisonne  de  même  quand  (x  — ci)3  est  facteur  d’un  radi- 
cal dans  y z=zfx , etc. 


LIMITES  DES  SÉRIES.  3;§ 

Par  exemple  y = a:  -f-  (x  — * a)2  |/x , quand  x = g , donne 
y — a 3 y'  — i,  y"  = dt  2 y a : ruais  la  proposée  revient  à 

(y  — x) 2=  (x  — g) fx  ; 

d’où  o,(y' ~ — 0 (^y  — x)“  (x  g)  j (5x  *g), 

(y' — t)^4-y  (y  — x)~2(x  — g)2  (5x — 2fi), 
3y(y__i)  4- y"  (y  — x)  = 6(x  — a)  (5x  — 5 a), 

3/2  + 4y"(/  — i ) + y lv  ( J r-*0  = 1 a(5x  — 4a)  • 

Quand  x — g , on  trouve  g ; tout  se  détruit  dans  1 equ,  du 
iet‘  ordre  ; celle  du  2 e donne  y'  = î j la  suivante  est  o=  o,  et 
enfin  J a dernière  donne  yh  = dz  n\f  a. 


Limites  de  la  Sérié  de  Taylor, 

701.  Prenons  un  terme  de  la  série  jf (a  <c  étant  po- 

sitif ; ce  terme  et  tous  ceux  qui  suivent  ont  une  somme  de  la 

forme  h*  ( A H ^Bh (n°  698  ).  Or,  A-fBî/  se  réduit  à A lors- 
que h est  nul ,,  et  croît  par  degrés  insensibles  avec  le  facteur  h : 

" fi  . .. 

si  h est  très  petit,  A l’emporte  donc  sur  Bh  . Ainsi,  on  peut 
prendre  h assez  petit  , pour  quun  terme  quelconque  de  la  sérié 
f (a  + h)  surpasse  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent. 

702.  Quand  a croît  et /devient  a ~f  h , fa  peut  être  de 
nature  à augmenter  ou^  à diminuer,  h étant  positif.  Dans  la 
série  f(ci-{-h)  —fa-\-hfa.  ..  comme  on  peut  prendre  h très 
petit , le  signe  de  f a détermine  celui  du  développement  de 
fa  4-  h)  — fa  ; si  fa  est  positif , fa  est  donc  croissant  -,  le 
contraire  arrive  quand  fa  a le  signe  — . C’est  ainsi  que  sin  a 
croît  jusqu’igo0,  pour  décroître  ensuite,  parce  que  la  dérivée  cos  a 
est  positive  dans  le  *ier  quadrant  , négative  dans  le  2e.  Donc, 
si  f'x  reste  positif  depuis  x ~ a jusqu  à x = a + b,  sans  de- 
venir infini  t fx  xg  croissant  dans  toute  cette  étendue. 

Que  dans  f (a  4-  h)  on  fasse  croître  h de  zéro  à b , et  que 
«4-  h — p et  a 4“  h~q  soient  les  valeurs  qui  donnent  le  moindre 
et  le  plus  grand  résultat  *, 
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f{a  + h)  -fp  , fq — f{a  -f-  h) 

seront  positifs  : or,  ce  sont  les  dérivées  , relatives  à h , de  (*) 

/(a  -f-  h)  —fa  — hf  p , fa  hfq  —f  [a  + h) . 

Ces  fpnctions  doivent  donc  croître  depuis  h = o jusqu’à  h — b , 
et  comme  A = o Jes  rend  milles,  elles  sont  positives  dans  cette 
étendue,  on 

f\fl  + h)  >fa  + hfp  et  </a  -f-  hfq  ; 

ce  serait  le  contraire  si  h était  négatif  : donc  fa  -f-  Æ)  — fa  -f- 
un  nombre  compris  entre  hfp  et  hfq  , c.-à-d.  que  si  /'on  borne 
la  série  f(a  -f-  h)  au  seul  premier  terme  fa , l'erreur  est  > hf'p  et 
<hFq. 

Admettons  maintenant  que  la  série  de  Taylor  ne  soit  pas  fau- 
tive dans  ses  trois  i ers  termes  fa  -f-  h ) — fa  -f-  hfa  -f-  ~ hf  a... 
Soient  p et  q les  valeurs  moindre  et  plus  grande  que  reçoit 

f O7  “b  h'),  depuis  h — o jusqu’à  h=b  ; dans  cette  étendue,  les 
quantités  . 

fXa  + h)-fPj  fq  — f*  (cl  -f-  h) 

sont  positives , ainsi  que  leurs  primitives 

ffa  -f-  h)  — fa  — hf'p  , fa  -f-  hfq  —f(a  +h)  , 

puisque  h = o les  rend  nulles.  Il  faut  en  dire  autant  des  primi- 
tives de  ces  dernières  , qui  sont 

fafh')—fa—hfa—l  hfp  , fa+hfa+  \hfq—fa+h)  ; 

donc  j\a+h)z=fa+hf  a+ 1 h* A , 

A étant  un  nombre  compris  entre  fp  et  fq.  En  bornant  la 
série  de  Taylor  aux  deux  premiers  termes , l'erreur  est  donc 
comprise  entre  les  limites  £h2f'p  et  ihT'q. 


( ) F{x  -h h)  devient  Fz , quand  on  pose  x -f-  h = z;  prenons  la  dérivée  re- 
lative soit  a x,  soit  à h * comme  z'  — i , elle  sera  également  F’z  (n°  672).  Ou 
peut  donc  supposer  F' (x -f-  h)  provenue  indifféremment  de  la  variation  de 
a ou  de  h dans  F(x  -h h).  Ainsi,  quoique  nous  considérions  ici  des  dérivées 
relatives  h h,  elles  se  trouvent  être  les  mêmes  que  si  on  les  eût  prises  pour  x} et 
fait  ensuite  x =zza. 


LIMITES  DES  SÉRIES.  ^8l 

En  général , si  l’on  arrête  la  série  de  f(a-\rh)  au  terme 
qui  précède  hn , l’erreur  sera  comprise  entre  les  produits  de 


hn  , 

~ par/’C'Op  et  fWq  , ou  par  des  nombres,  l’un  moin- 

x » â « o » • • xx 

dre  que  la  ire,  l’autre  supérieur  à la  2e  de  ces  quantités  : petq 
sont  les  valeurs  de  x + qui  rendent  fn (x  -b  h)  le  plus  petit 
et  le  plus  grand  dans  l’étendue  comprise  de  h =0  kh  quelcon- 
que. Mais  il  faut  qu’aucune  des  fonctions  fx)j'xi f^x  ne 
devienne  infinie  depuis  x = a jusqu’à  x = a -f-  h. 

Et  puisque  p et  q sont  des  valeurs  intermédiaires  entre  a et 

fon  Z'C")  (a  -4-  /') 

a 4- h.  l’erreur  est  ■ ■■■■  — , 7 étant  un  nombre  convena- 

1 . 2 . o ... n 

blement  choisi  et  inconnu.  On  peut  donc  poser  exactement, 
pourvu  qu’aucune  des  dérivées  ne  soit  infinie  , 

t \ r t i cf  h1  CI.  hn~~\ftn~^x  hnftn\x4rj) 
f(x4-h)z=fx4-hf  x-Ar  — .J  x...+ - i -1 -5 » 

J J 2,  J 1.2.0 . ..71—  1 1.2. 0.. .72. 


Nous  avons  ainsi  une  nouvelle  démonstration  de  la  série  de 
Taylor,  et  nous  savons  mesurer  l’erreur  qu’on  commet  en  l’ar- 
rêtant à un  terme  désigné  , ou  obtenir  une  expression  finie , qui 
en  soit  la  valeur. 

Par  ex. , y = a£  donne  ytn1  r—  kn . ax  \ fW  (x  -f-  h)  = kn . ax+h  : 
la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  répondent  kh  — o et  h 

kHhn 

quelconque.  Les  limites  de  l’erreur  sont  les  produits  de 

• o ù o è 

par  ax  et  axArh.  Pour  ahy  ces  derniers  facteurs  sont  1 et  ah. 


Pour  log  (x-f-ft),  les  limites  sont  zh  — X 

TL 

Enfin , y — xm  donne  yW  — '{jnPri} xm~n  (n°  47  5 ) ’ l’erreur 
est  donc  entre  ces  limites 

— x [xm~n  et  (x  -J-  hyn~nl , ou  [rnCii}hn(x  4rj)m~n* 

1 o2*0«  * ^ IX 


1 î \ 

Xn  eÎ!  (x-î~/z)v 


2$2 
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Développement  des  fonctions  de  plusieurs  V^ariables^ 

yc3o  Soit  z une  fonction  de  deux  variables  indépendantes 
x et  y,  z—f(x,y)  ; proposons-nous  de  changer  x en  x-\-hy 
y en  y -f-  k , et  de  développer,  selon  les  puissances  de  ces  ac~ 
croissemens  arbitraires,  h et  h.  Opérons  comme  nous  l’avons  fait 
n°  672  ; au  lieu  de  faire  à îa  fois  ces  deux  changemens  , mettons 
d abord  x -f-  h pour  x,  sans  faire  variery  : z,  considérée  comme 
fonction  d’une  seule  variable  x,  deviendra 


rr  1 7 s dz  d^z  h 2 d3z 

/(*  + &, y)  = z+_Ji  + _._  + 


P { 

-f-  etc. 


2 dx3  ’ 2 . 3 

Dans  ce  résultat,  mettons  partouty  -f-  k pour  y , sans  changer  x , 
D’abord  le  ier  terme  z deviendra 


/(*iy-M)  = z-h  ÿ .ft-f- 


dy  1 dy2‘ 


-f 


d3* 

dy 3 *2.0 


+ etc. 


De  même,  représentons  par  u,  la  fonction  de  x et  y désignée 

dz  ' 

par  y-  \ en  mettant  y -f-  k pour  y,  u se  changera  en..... 


d3u 


U+Pyk  + ày 


2 


-f-  etc.  Ainsi,  remettant  pour  u sa  valeur, 


dz  7 

sih 

âcz  h a 


deviendra  y-  h y-y 
dx  dxdy 


UT  , d3z  Jdh 
hk  -f-  — - ~ + . . . , 


deviendra 


d2 


+ 


dxdy2  2 
d3z 

dxGdy  2 


Hh- • . ; 


dx2‘  2 dx2’  2 

ainsi  de  suite.  En  réunissant  ces  diverses  parties,  on  a 


dz 


fip  + Ky  + k+  d 


d2z  ks 


+ 


d'z 


k3 


-f-.. 


+ Ê/'+dx'dy 


dy3  ’ 2.3 
z . . , d3z  leh 

K- 


+ 


d2z 

dx2 


dxdy2  2 
/z2  , d3z  'h*k  , 

2 "^djdx2'  ~ 4”'*' 

+ 


d3z 


ûx- 


2 

/z3 

2.3 
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km.hn 


_ , , , d m+"z 

& dymdxn  (2.0. . . ni)  (2.0.  ..n) 

Il  est  visible  qu'on  aurait  pu  changer  d’abord  y en  y -f  k 9 
puis  dans  le  résultat  x en  x -f-  h.  Mais  par  là  on  aurait  obtenu 
une  série  de  forme  différente  de  la  première,  qui  aurait  du  lui 
être  identique  : toutes  les  dérivées  relatives  à x auraient  précédé 
celles  de  y.  Il  suffit,  pour  v parvenir,  de  changer  ci-dessus 
y en  r,  et  k en  h , et  réciproquement.  L identité  de  ce  nou- 
veau résultat  avec  le  précédent,  donne , en  comparant  terme 
à terme, 


d; 


ds 


d3z 


db 


d3z 


d 3z 


dydu  dardy  * dy*dx  dxdy2’  dyeix2  dxMjy 

, , dm'¥nz  d m+nz 

et  en  general 

Concluons  de  là  que  lorsqu’on  doit  prendre  les  dérivées  succes- 
sives d'une  fonction  z relativement  ci  deux  variables , il  est  in- 
différent dans  quel  ordre  on  fasse  celle  double  opération. 


x3  , dx  Sx2 


Par  ex. , z=  ~ donne  3-  ~ 
v dr 


y 


> 


ds 

3y 


2 X: 


y 


,3  > 


la  dérivée  de  la  ire,  par  rapport  à y,  ainsi  que  celle  de  la  2* 

f Sx2 

relativement  à x , sont  egalement  t-. 

y 

Les  dérivées  du  2e  ordre  sont 


Sx 
,2  * 


ds 


Sx 3 


donc 


1 nx 


y 


dx 2 y 2 5 dy2  y l 

JC  • \ 

- est  à la  fois  la  dérivée  de  la  ire,  relativement  à y, 

t* 

dz 

y 


et  la  dérivée  du  2e  ordre  de  — - relativement  à x.  — est  la. 


i8xa 

T4 


ci  ^ 

dérivée  de  par  rapport  à x , et  aussi  celle  du  2e  ordre  de  — 

par  rapport  ày;  et  ainsi  des  autres. 

704.  Puisque  x et  y sont  indépendant  dans  féqu.  2 ~f (x  y) , 
on,  peut  en  prendre  la  dérivée  relativement  à x seul  ou  a y\  de- 
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signons  par  p et  q les  fonctions  connues  de  x etyf,  qu’on  trouy© 

pour  ces  dérivées  respectives  ,^=p,  ~ — q.  Mais  s’il  y 

avait  une  dépendance  établie  entre  y et  x,  telle  que  y — f_r , 
ces  différences  partielles  ne  pourraient  plus  être  prises  à part, 
puisque  la  variation  de  x entraînerait  celle  de  y , Pour  renfermer 
ces  deux  cas  en  un  seul , on  a coutume  de  supposer  que  cette 
i dation  y = (px  existe,  et  la  dérivée  se  met  sous  la  forme 
d*  = pdx  -f-  qdy  ( n°  684  ) y mais  comme  on  laisse  cette  fonc- 
tion ç arbitraire,  il  faudra  y avoir  égard  dans  les  usages  auxquels 
cette  équ.  sera  réservée.  Si  la  question  exige  que  la  dépendance 
soit  établie,  dej^=^x  on  tirera  dy  -=zy'dx y et  substituant  on 
aura  dz=(p  -f-  qyr )dx.  Si  la  dépendance  n’existe  pas,  l’équ. 
différentielle  se  partagera  d’elle-même  en  deux  autres  : car  dz 
représente  la  différentielle  de  z prise  relativement  à x et  y en- 
semble, ou  jj—  dx  -f-  ~ d^;  et,  comme  l’équ.  subsiste  quel  que 
«oit  cp , ou  sa  dérivée  y' , oh  aura 


dz  dz  , 

dï  + àyy  =p+<iy'>  d’où 

ay 


dz  dz 

dx  ày 


i/(*a+y) 

équ.  qu’on  partage  en  deux  autres 

oxy  dz 


donne  dz  = ~Jlxyi:c  + 


(*“  +y‘Y 


dz 

dx 


ax 


3* 

, a 


A' 

, a 


(xa  + y >y  J (x3  4-  y) 

= arc  f tang  = donne  dz  — -2~-X 

\ y J va+xa 

d’où  l’on  tire  ^ ^ 


z 


y2-4-x 


dz 


y+xs 


Soit  en  général  u~  o,  une  équ.  entre  les  trois  variables 
x,  y et  z;  si  l’on  a en  outre  une  autre  relation  z — FÇx^y)^ 
on  ne  doit  plus  considérer  dans  la  proposée  qu’une  seule  variable 


I 
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indépendante  ; ainsi  l’on  a (n°  673) 


d u 
dx 


i 1 dit  « . du  . 

d*  + ^;<îy  + -da  = o. 


parce  que  z=F(x}ÿ)  donne  dz=pdx  + qdy.  On  tirera  donc 
aisément  la  valeur  de  qui  est  la  dérivée  qu’on  aurait  obtenu© 
en  éliminant  2deii  = o. 

Mais  s’il  n’y  a aucune  autre  relation  que  u = o,on  en  pourra 


supposer  une,  pourvu  quelle  demeure  arbitraire;  en  sorte  que 
notre  équ.  se  partagera  en  deux  autres,  à cause  que  y est 
quelconque , 


du  du  du  du 

à.v+pd^—0’ 

où  p et  q sont  les  dérivées  ou  différentielles  partielles  de  s rela~ 
tives  à x et  y.  C’est , en  effet , ce  qu’aurait  donné  l’équ.  u = o , 
si  l’on  y eût  regardé  tour  à tour  y et  x comme  constans  , ainsi 
qu’au  n°  684;  l’équ.  (1)  est  donc  la  dérivée  de  w=z  o , qu’il  y 
ait  ou  non,  une  autre  dépendance  entre  les  variables  x,  y et  2, 

Il  est  inutile  d’insister  sur  les  dérivées  des  ordres  supérieurs 
et  il  est  évident  qu’on  pourra  différentier  chaque  équ.  du  ier  or- 
dre , soit  par  rapport  à x , soit  relativement  à y , ce  qui  en 
donnera  trois  du  2e  ordre  : et  ainsi  des  autres  ordres. 

On  pourra  aisément  trouver  le  développement  des  fonctions 
de3,4-..,  variables  suivant  les  puissances  de  leurs  accroisse- 
mens,  puisqu’il  ne  s’agira  que  de  répéter  les  mêmes  opérations 
séparément  pour  chaque  variable. 

7o5.  Nous  avons  dit  que  la  dérivée  d’une  équ.  entre  deux 
variables,  peut  servir  à l’élimination  d’une  constante.  Il  se  pré- 
sente quelque  chose  de  plus  étendu  dans  le  cas  de  trois  variables  ; 
c’est  ici  le  germe  du  calcul  aux  différences  partielles , devenu 
si  célèbre  par  ses  applications  à la  Mécanique , à l’Astrono- 
mie, etc. 
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Soit  z~ft,t  désignant  ici  une  fonction  connue  de  deux  va- 
riables t “ b\x,y).  Les  dérivées  relatives  à x et  y séparément 
sont  ( n°  671  ) 

dz  ,,  d£  dz  „ d t 

— onp=/tXs,  ^ou 


ax 


la  fonction  frt  est  la  même  de  part  et  d’autre  , et  les  dérivées 

~ sont  supposées  connues  en  x et  y.  En  divisant,  f'  t dis- 

A ât  dt  , . 

parait,  et  1 on  trouve  p — q , relation  qui  exprime  que  z 

est  une  fonction  de  t , z =ft,  quelle  que  soit  d’ailleurs  la  forme 
de  cette  fonction  f. 

Par  exemple  , z~f  (xa  ^onne 

p =/'(xa  -h y*)  X 2X  , q = f'(x2  X %y  ; 

d’où  py  — qx~  o. 

Or,  de  quelque  manière  quexa-f-J/2  entre  dans  la  valeur 
de  2,  cette  équation  demeurera  la  même  ; elle  s’accordera  avec 

xa-4 -y2 


log(xa+y%  z—\ /(xz-hya)  , z 


etc.... 


sin  (x*  -h  y2)  ’ 

D’où  il  suit  que  toute  fonction  de  xa  -j-ya  doit  être  un  cas  par- 
ticulier de  l’équation  aux  différentielles  partielles  py — qx=o. 

Demême  y — bz—f(x - — az) , lorsqu’on  différentie  séparé- 
ment par  rapport  à z et  x,  puis  à z et  y,  donne 

— bp~(i  — ap)  Xff , (1  —bq)  — — aqXf'. 

» 

Éliminant  fr,  on  a ap  bq  — 1 pour  i’équ.  aux  différentielles 
partielles  de  la  proposée,  quelque  forme  qu’ait  d’ailleurs  la 
fonction  f. 

En  traitant  de  même  ~ — f ( — — 1 ? on  trouve 

s — c J \z  — cj 

z — c~p (x ' — a)  -\-q  (y  — b). 

Nous  aurons  par  la  suite  occasion  de  faire  sentir  l’importance 
de  cette  théorie  ; nous  nous  bornerons  ici  à dire  que  les  trois 
équ.  du  2e  ordre  peuvent  servir  à éliminer  deux  fonctions  ar- 
bitraires , etc. 


DÉVELOPPEMENT  EN  SERIES. 


IL  APPLICATIONS  DIT  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


Développement  en  séries  des  fonctions  d’une  seule 

V ariable . 


706.  Faisons  x = o dans  la  série  de  Taylor  (page  2,^6)  , et 
désignons  par  f>f  les  valeurs  constantes  que  prennent 

fxyf'x,  f"x,  lorsqu’on  y met  zéro  pour  x , 


fh=f+hf'+ik*f+ih9r+- 


Il  est  vrai  que  cette  formule  n’a  lieu  qu  autant  que  x=o  ne 
rend  infinie  aucune  des  quantités  fx , f'x...  Changeant  ici  h 
en  Xjff' j sont  indépendans  de  h , il  vient 


I /y»  2.  OT  4 

y =/*=/+  *f  + tJ"  + + — f”  • 


2.3.4* 


Telle  est  la  formule  due  à Maclaurin  , et  qui  sert  à développer 
toute  fonction  de  x en  séries  , suivant  les  puissances  entières 
et  positives  de  x}  lorsqu’elle  en  est  susceptible. 

Par  exemple,  y ===  {a  + x)in  donne 


y = m {a  -f  x)"1-1 , y"=zm(m—  1)  (a-fx)m  2. . . ; 

d’où  /=  cm , /'  = Tua'71-1 , /"  = m (m  — i)am~2.  . . , 


ce  qui  reproduit  la  série  de  Newton  ( p.  267  ). 

J^ey'^sinx,  on  tirey=  cos  x , y!'=  — sinx,  y"=z—-c osx; 
d’où  o,  1,0  et  — 1 pour  les  valeurs  alternatives  de  f,fry  f • • 
jusqu  a l’infini  : en  substituant  ci-dessus  , on  retrouve  la  série  de 
sin  x’  (p.  182).  , ! 

On  appliquera  aisément  les  mêmes  calculs  a cos  x,  cl  , 
]0g(!  +x).  . . , et , en  générai , à toute  fonction  de  x.  Si  l’on 
prend  y=rarc  (tang— x),  on  retrouvera  la  sérié  N (p.  187  ) 
{ Voy.  800  ). 
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707.  Si  l’une  des  fonctions  . . est  infinie,  la  formule 

de  Maclaurin  ne  peut  plus  être  employée,  parce  que  la  fonction 
proposée  ne  procède  pas  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  la  variable.il  faut  alors,  ou  la  soumettre  aux  procédés 
du  n°  698 , ou  plutôt  lui  faire  subir  une  transformation  qui  la 
rende  propre  à notre  calcul  : la  supposition  dejy  = xkz  remplit 
souvent  ce  but,  en  déterminant  la  constante  k , de  sorte  que 
x c=.  o ne  rende  infinie  aucune  des  fonctions  y,  y',  y" . . . 

Par  ex.,  la  série  de  cot  x ne  peut  procéder  suivant  les  puis- 
sances  positives  dex,  puisque  cot  0 = 00.  Faisons  y =— = cota:; 

OC 

oc  cos  oc 

d’où  g = — é— , ou  à cause  des  formules  G et  H , p.  18 2 f 
sin  x 


z 


* ~~~  2 X **4“  H ^ • • » 

ï $ x -f-  7 a o x^  ... 


9 


fonction  dont  on  aura  aisément  les  dérivées  successives , qui  ne 
sont  pas  infinies  lorsque  x est  nul.  On  trouve  f==  1 , f'  =o9 
/"  = — -5—;  d’où 


x& 

W 3*75  * * 


et  - ou  cota?: 

x 


x 


X 

■3 


3a.5 


2X5  X7 


Çe  procédé  a d’ailleurs  l’inconvénient  de  ne  pas  faire  connaître 
îa  loi  de  la  série. 


Nous  enseignerons  bientôt  les  moyens  d’employer  le  Calcul 
différentiel  au  développement  de  y en  une  fraction  continue 
fonction  de  x ( [voyez  n°  835).  On  en  tire  même^y  sous  la  forme 
de  série,  d’après  le  procédé  de  la  note  p.  100. 

708.  On  peut  appliquer  aussi  Je  théorème  de  Maclaurin  aux 
équ.  à deux  variables.  Ainsi,  pour  mz,3 — xz  — 711 , on  prendra 
z,  z1..,  (n°  684),  011  fera  x~o,  et  l’on  aura 


1 

3m3 


r= o,  r= 


— 2 

27  m3* 


* 

> 
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<r 


où 


Z = I -}- 


X 


x° 


+ 


3V 


3m  8im3  243 


On  peut  même  développer  suivant  les  puissances  descend 
dantes  de  x;  on  mettra  t"1  pour  x\  et  après  avoir  obtenu  la 
série  selon  les  exposans  croissans  de  t , on  remettra  pour 
t,  et  on  aura  celle  qu’on  demande.  Par  exemple,  pour.  ...i 
my  ^!y  — o,  on  fera  x3  ~ t~x  j d’où  my3t  — y — zm\ 

on  prendra  les  dérivées  /,  y'\.,t  relatives  à t,  puis  on  fera 
partout  t ~ 0 -,  enfin,  on  mettra  les  résultats  pour  f". . . 

dans  la  série  de  Maclaurin , où  t tiendra  lieu  de  x * Ce  calcul 
donnera,  en  remettant  x~3  pour  ti 


Y ~=  m m^x-2  — 3m7x~5  — 1 2mx°x~3  -f  55 m,3z“>2... 

709.  On  propose  de  développer  u = fy  suivant  les  puissances 
dex,y  étant  lié  à x par  l’équation 


y — a (o, 

les  fonctions  fy  et  <py  sont  données.  Observons  que  si  à l’aide 
del’équ.  (1),  on  éliminait y>  u ne  contiendrait  plus  que  x , et 
la  formule  de  Maclaurin  deviendrait  applicable.  On  cherche- 
rait alors  11 , n , 11  ... , puis  y j~  }J~  ... , en  faisant  x — • o.  Or,  le 
calcul  différentiel  sert  à trouver  les  dérivées  u\  u "...  sans  re- 
courir à l’élimination.  En  effet,  les  dérivées  (n°  671)  relatives 
à x pour  l’équation  (1)  , sont 

y = ©> + ay<?y  y — ay?y  -f*  ^y» + *y  , etc.  ; 

celles  de  zr  — sont 

= y/y>  =yy>  +yy> , etc: , 

et,  faisant  x = o , jy,  y, y...  deviennent 

fl,  <pa>  2<paÇ>'a  =ss (<p2zz)',  (p3a)" , etc. , 

de  sorte  qu’en  substituant,  zz,  u' , z/'...  deviennent 

fa;  çaf'a  ; a + pa  .f  a^=z{<p'a.fay } etc.» 

2. 
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ce  sont  les  valeurs  de  f , et  on  trouve  (*) 

fy  =fa  + xpafa  + ^ (fa  .fa)'+  ~ (fa  .fa)"  + . . . 

C - • \ . O • \ 5.  * *«r'-  ’ ‘ ‘ * ' * ' ' 

/ 

On  entend  par  fa>  ça  ce  que  deviennent  les  fonctions  données 
fy , çy,  quand  on  y fait  y = a)  par  <ÿa  le  carré  de  ça , par  f'a 
la  dérivée  dejfa  Relative  à a , par  (çua.f'a)r  celle  de  la  fonc- 
tion ç^a.f'a ... 

Voyez  une  application  de  cette  équ. , Mec.  cél. } 1. 1,  p.  177. 

. . . C : : ' • 

Soit  demandée  la  valeur  développée  dé  ymf  en  supposant 
v = a -f-  xyn.  Comparant  à réquation  (î) 

fa  ~ am,  ça  = an , çof'a  rr=  ma7"4'"”1, 

ç°afra  — 7nûm+!""1)  (faf'a — ma7"4'3"'*'1...  ; 


(*)  Quoique,  par  ce  procédé,  on  puisse  trouver  autant  de  termes  qu’on 
voudra  de  cette  série,  cependant  la  loi  n’est  pas  évidente.  Nous  donnerons 
ici  la  démonstration  de  M.  Laplace  (, Mêc . cél.,  (ome  I , p.  172). 

Considérons  x et  a comme  des  variables  dans  l’equ.  (1),  et  prenons  les  déri- 
vées relatives  à chacune  (n°  704).  Nous  continuerons  de  représenter  pâr  y',  u'f 
u".  ...  les  dérivées  qui  se  rapportent  à x.  Il  viendra 

— =I+X,y.—  ; y'=t,r+xfyr  = ff.—  , 

en  éliminant  <p'y.  Traitons  de  même  u =fy  j nous  aurons 

du  ,t  dy  , , dr  .dix 

— J T'  > u — y ff y ; d’ou  u --  = y'  — , 

éa  J 7 da  9 7 J 7 * d a J da 

et  mettant  pour  y'  sa  valeur  ci-dessus , 

. s , da  . dv 

(a)...  u'=H.~  = ty.fr..L. 

Les  dérivées  ffy,y',u'  sont  relatives  à x.  Poisque  u'  est  le  produit  de  par 

da  ‘ 

une  fonction  dey,  on  peut  supposer  que  la  voleur  (2)  de  u'  est  aussi  la  dérivée 
relative  à a d’une  fonction  z de  y,  telle  que  z—Fy,  en  sorte  que 

d5z  dzf 

da  * 


= d’où  u"—  , , 
da  d adx 


zf  est  ici  la  dérivée  de  Ff,  relative  à x.  Or,  de  même  que 

u =ff , y = a -f.  x<pjr  donnent  i’équ.  (2) . . . {A) , 


DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIES. 

cFou  ym  ==  am  -f-  mxam+Tl~l  -f.  m . ~~.2fl^Z lxaam+*n-a4-.0 . 

2 

• » 

On  aurait  aussi  la  valeur  de  yn,  dans  le  cas  où  l’équ.  (i)  se- 
rait remplacée  par  « -f*  fiy  + vym  =»  ô ; il  suffirait  de  faire  ici 

fi*  X~  fi- 

yio»  En  faisant  x — ; i , on  trouve  ^ pour  le  développement 
de  Jy,  lorsque  y = a^<pyf 

fy  —fa  + çafa  + i (fa. fa  )'  + (fa.fa)"+.,.. 

On  tire  de  là  la  puissance  n de  la  moindre  racine  y de  l'équation 
y — a-\-  <py,  en  faisant  fy  —ytli  fa  = an}  fa  = 71  a»-1  ; 

y*  s fl»  -h  n[<pa . a»-1  + J (paa . a»-1  )'+£  (fa . a*"1  )'. . .]. 


en  prenant  z~  Fy  au  lieu  de  la  ire,  on  trouve  que  (2)  devient 
/o\  f ^ » d u * 

(S)....  z=,Kr.-x=<tr.vt  = rï  ; 


donc 


„ dzf  / du\' 

“ “ST  =■(»*•£)  > 


le  ' indiquant  une  dérivée  relative  à a „ 

Regardons  de  meme  comme  étant  la  dérivée  relative  à « d’ 


une 


fonction  t = 4/"  > savoir, 

du d* 

d a d a 


^.r-7-  = “=2^  u'  = T—  » **“=. 


d3r  dat' 


dua  ' daa.dx  du1  * 

mais  changeons,  dans  la  règle  [A) , u msfy  en  « = fy,  nous  verrons  que 
l’équ.  (2)  devieudra 

d“  / d«\" 


d t 


' = donc  u"  = (»’/•£)  • 

De  même  on  aura n,v  oc  (Vjr^)”’  , etc.  . . 

les  dérivées  étant  toujours  relatives  à a.  Faisant  ar  = o,  d’où 

r du 

= U=Sa>  d a=f  a> 

on  obtient  enfin  pour  u' , u"...  des  valeurs  dont  la  loi  est  facile  h reconnaître  j 
d’où  l’on  tire  enfin  la  série  de  la  p.  290, 

13.. 


g CALCUL  DIFFERENTIEL. 

Les  traits  indiquent  des  dérivées  relatives  à a;  on  ne  met  pour 
a sa  valeur  numérique,  qu’après  les  calculs  (voyez  Résol . 
numér. , note  XI  ). 

Par  ex. , l’équ.  yy 2 — * • fiy  -f-  * ~ o , est  ramenée  à la  forme 
y ~a  çy,  en  posant 

2 

a = -,  ça  = -a2}  ça.  an~1  = ~an'hlj  <p*a.an~l  = '1^ran+3...\ 
f Y p * Y fi  fi 

prenant  les  dérivées  convenables,  on  trouve  enfin 

terme  général  . j X [C2i  ~h  n — — 0]X^^f). 

Pour  avoir  la  puissance  n de  la  plus  grande  racine^  , il  faudrait 
changer  y en  y~l,  c.-à-d.  remplacer,  dans  le  résultat,  et  par  y, 
et  n par  — n. 

711.  Lorsqu’on  veut  la  ire  puissance  dey',  l’équation  étant 
yz=za- f-  çy,  on  fait  fy  =y)  fa  = a , fa  = 1 , 

y = a -f-  çy  = a + ç a -f-  i 4-  ù (<P3a)”  “K  • • 

Cette  suite  s’applique  sur-tout  à la  méthode  inverse  des  séries 
qui  consiste  à tirer  la  valeur  deyf  de  l’équ.  u-r  (ïy-\-yy2 z=z.o , 
qu’on  réduit  à la  forme  y = a -f-  çy  en  posant 

cî  ya24-^a3...  y2a^-|- 2y^a5... 

a = , <pa= , fa= — : ..., 

f Y fi  ’ Y p 

il  vient  enfin 


a. 


vfy 


„ - / . <*é à'  #*£  Veé'y1  bu  y£ 


/3* 


5*y 

/37  * 


XW  /a  résolution  des  Équations. 


712.  Démontrons  de  nouveau  plusieurs  théorèmes  sur  les 
équations. 


RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS.  2g3 

I.  Soitj'  une  fonction  de  x}  qui  admet  les  facteurs  (x—a)mt 
(x — by...,  en  sorte  qu’on  ait 

y ~ (x  — a)m.(x  — b)n...  X.P, 


P ne  contenant  que  des  facteurs  du  ier  degré  inégaux;  prenant 
les  log.  des  deux  membres  et  leurs  dérivées  , on  trouve 

yrz=z  (a: — a)m~ 1 (a; — b)n~\..[_mP  (x — b)...-\~nP(x — a)...  etc.] 

Ainsi,  la  fonction  de  a;  proposée,  a (x  — u)m~î  (x  — • by*1»*  - 
pour  plus  grand  commun  diviseur,  avec  sa  dérivée,  ce  quï  re- 
produit le  théorème  des  racines  égales  (p.  67). 

IL  La  dérivée  de  1 (cos  x dz  sin  a? . j/—  1 ) , est  ( n°  679) 


— sin  x dz  cos  x . \ / — 1 
cos  x dz  sin  x . {/ — 1 


qui  se  réduit  à dz \ / — 1 . Or,  [/—  1 est 


aussi  la  dérivée  de  x \/  — 1 -j-  A , A étant  une  constante  ar- 
bitraire (n°  768)  ; donc 


1 (cos  x dz  sin  a:  . [/ — 1)  — dzx]/ — 1 -f*  A. 

Comme  cette  équ.  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  x}  on  fera  xr=^cy 
d’où  l’on  tirera  jt~o.  On  en  conclut  le  théorème  (I,  p.  i85), 
d’où  il  sera  aisé  de  tirer  les  formules  K , L,  71/,  et  par  suite  les 
facteurs  de  xm  dz  am  (p.  97)* 

III.  L’équ,  xm+pxm-l-i-...  + iz  = o,  étant  décomposée  en 
ses  facteurs  simples  ( x — a)  (x — é)  (a;  — c)... , les  log.  de  ces 
deux  fonctions  de  x sont  identiques  ; d’où 

= 1(*—  a)  1 (x  — b)  -f ...; 

et  prenant  les  dérivées  de  part  et  d’autre , on  retrouve  l’équ.  du 
haut  de  la  page  n4,  et  par  suite  le  théorème  de  Newton  sur 
les  sommes  des  puissances  des  racines  qui  forment  une  série  ré- 
currente dont  l’échelle  de  relation  est  — p,  — q..,}  — u . 

IV.  Fx  désignant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x, 
soit  k la  partie  approchée  d'une  des  racines  de  i’équ.  Fx^.  o, 
et  y la  correction  quelle  doit  subir;  d’où  x = k -f -y,  et 

F (k  -J-  y) z—  Fk  -f-  yF  k — }-  \ y^F  k -f-. . . o» 
Lorsqu’on  néglige  y2,  y V.. , attendu  que  y est  une  petite  quan- 
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CALCUL  DIFFÉRENTIEL, 
Fk 


F1  ti 

tite , on  trouve  y — — , ce  qui  s’accorde  avec  la  méthode 

de  Newton  (p.  71). 

En  ne  négligeant  aucun  terme,  on  peut  tirer  la  valeur  de  y 
de  cette  équ. , à l’aide  de  la  série  n°  71 1.  On  y fera  u — Fk, 

fi  = F'k et  posant , pour  abréger,  z ==  qui  est  la  pre- 
mière correction  en  signe  contraire,  il  vient 

s2  F"k  z3 

y 2 *—  — • 7T7T  ~f J.  . . 

J 2 F k 2.5 

La  racine  cherchée  , ou  k -h y,  est  donc 


r F"k  , r-F"k 

X m k — z — — . — --4 — 

2 F'k^  a.3L^ 


"k  ô\FrkJ  J+--' 


C’est  ainsi  que  de  l’équ.  x3 — 2xv=5,  on  tire  k = a,i  pour 
valeur  approchée  de  l’une  de  ses  racines  ( p.  72  ) ; or 

Fk=tf— s*— 5-=o,ofîi,  F'k=3k*—  9-011,93,  F°A—6i—i2,6  ; 

FA  61  F"  A 1260 


donc 


F7*  H23  o’  F' 6 iiq3' 


et  a:-— 2,1  — * 0,0064^1 88 — ■ 0,00001 655  =:  2, 0^455 1 57. 

fe  Z7- o X 00 , etc. 

71 3.  Nous  avons  dit  (p.  3g,  3°.)  que  quand  x = a change  une 
fraction  proposée  en°otx — a est  facteur  commun  des  deux 
termes  , et  qu’il  faut  la  dégager  de  ce  facteur,  qui  peut  y entrer 
à des  puissances  différentes.  Le  calcul  différentiel  donne  un 
moyen  facile  d’atteindre  ce  but,  et  d’avoir  la  valeur  de  cette 
fraction,  dans  le  cas  de  x — a , valeur  qui  est  nulle , ou  finie 
ou  infinie.  Changeons  x en  x -f-  h , la  fraction  proposée 

q deviendra  ^+W+ïW+^ • • • M ■> 

faisons  ensuite  x~a  : P et  Q sont  nuis  ; on  divise  ensuite  haut 


VALEURS  q « 

ft  bas  par  h , et  on  a 

P'  H-  i /zPff  4— 


3.g5 


P' 


V+IW+:.T~  IP'- 

quand  /*  = o ; les  suppositions  de  x = a et  h 2=  o , reviennent 

PP',, 

à avoir  changé  x en  a.  Ainsi,  lorsque  x = fl , ~ x=  -y.  S’il 

arrive  que  JP'  ou  Q'  soit  encore  = o,  la  fraction  est  donc  nulle 
ou  infinie;  et  si  P'  et  Qr disparaissent  ensemble  des  développe- 
mens  (y/),  il  faudra  les  diviser  par  \ h*  et  faire  h = o;  on 

PP" 

aura , pour  x = a , — = yy,  ; et  ainsi  de  suite. 

Donc,  pour  avoir  la  valeur  d’une  fraction  qui  devient  ~ 
lorsque  x = a,  on  différenciera  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur un  même  nombre  de  fois , jusquà  ce  que  l’un  ou  l’autre 
ne  devienne  plus  zéro  ; puis  on  mettra  a pour  x.  Il  ne  faut  pas 
craindre  que  toutes  les  dérivées  P',  >Q',  P" , Q "...  soient  nulles, 
car  alors , quel  que  soit  h , on  aurait  f(a-{-  h)  — 0 , ce  qui  est 
impossible, 

714*  Voici  quelques  exemples  de  cette  théorie. 

I.  La  somme  des  n premiers  termes  de  la  progression.  . . , 


•H  1 l x : x2  l x3 . . . , est 


(n°  J 44)  ; si  x=  1 , cette 


x — 1 

fraction  devient  f ; prenant  les  dérivées  des  deux  termes,  qui 
sont  nxn~x  et  1 , puis  faisant  x = 1 , il  vient  n pour  la  somme 
cherchée,  ce  qui  est  évident, 

„ _ . ax%  -4-  aca — 2 acx  . ..  . 

n- Soit  b*-ùc±+bf qui  devient  s pour  les 

dérivées  du  1er  ordre  donnent  encore  •— — —r- = '£;  il  faut 

bx  — bc 

procéder  à une  nouvelle  dérivation  et  on  a Il  a fallu  deux 

opérations  successives , parce  que  (x  — c)a,  était  facteur  com- 
mun. 


III.  De  mêtpe 


x3  — ax*  — a®.r  4-  ce 


x 


a 


donne  § pour  x =r  a ; 


2Ç)&  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

les  dei  ees  des  deux  termes  sont  Zx2,  — 2ax  ■ g-f  2x  ° Î3, 

î est  nulle  quand  x-=a\  zéro  est  donc  la  valeur  cherchée  , 

ce  qui  vient  de  ce  que  le  facteur  du  numérateur  est  {pc a )2,  et 

que  celui  du  dénominateur  est  (*— a).  Pour  la  même  fraction 
renversee  on  aurait  trouvé  l’infini,  par  une  raison  semblable. 
C’est  ce  qui  arrive  pour  x = a , dans 


a.r 


IV.  X = 


a4  — 2 a3x  4-  2axz>  — x*m 
, ax  — bx 

o rend  = £ • les  dérivées  donnent 

OLr 


cr  \a 


b*\b 


la—  = 


vr  v>~  1 — sinap+co'sa:  . 

V.  Pour  y — ( -,  dans  le  cas  ou  1 arc  x est  le 


quadrant,  on  a 


sinx  ■+-  cos  a:  — î 


y 


COS  X 


sm  x 


COS  X 


sin  x 


i. 


\’I.  Quand  x = a,  1 Via‘x2  devient  | : 


a — j/'(aa;3) 

les  dérivées  des  deux  termes  donnent 


ar 


■ 2XZ 


œ 


Za 


__ i6a 

Vi^x-x^  5 J/ (ax*)  ' ~ 4É ÔÂÔ  _ T' 

VII.  On  verra  de  même  que  x = 1 , donne  £ pour 

— 1/  et 


x 


-4-  1 OC 


Xx  — X 


2. 


1 |/(2X X a)  ~7  1 — x-\-\x 

•71 5.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  cessera  d’être 
applicable  si  le  théorème  de  Taylor  est  fautif  dans  l’ordre  des 
termes  quon  est  obligé  de  conserver  ; ce  qu’on  reconnaîtra  ai- 
sément puisque  l’une  des  dérivées  auxquelles  on  sera  conduit 
deviendra  infinie.  Alors  il  faudra  changer  x en  a+  h dans  P 
et  Q , et  effectuer  le  développement  (n°  698) , en  se  bornant  au 


VALEURS 

P Ahm  ■■  f ■ . . r 

1er  terme  de  chacun.  On  aura  — = — ,mou/i  étant 

Q Bhn-±-.,.> 

fractionnaire  ou  négatif.  On  divisera  les  deux  termes  par  la 
puissance  la  plus  basse  de  h , et  on  fera  h — o.  Si  m ~ n , on  a 
A 

la  valeur  finie  la  proposée  est  nulle  ou  infinie,  suivant  que 
ni  est  ou  < 72. 


3 

1 2 


I.  Soit  - x-=za  donne  £,  et  il  est  inutile  de  re- 


3 
k a 


( X Cl)' 

courir  aux  dérivées  des  deux  termes  puisqu’elles  deviennent 
infinies  (n°  699,  20.).  Faisant  x~a  -f-  h , on  trouve  pour  h =o, 


(p,ah  -f-  7z2)2  (2^4-^)' 


3 

h* 


(2  af  * 


II. 


[/x  — \/  ci-\-\/  (.x — a ) 


\/(x 2 — a2) 
x = a -f-  h 'y  nous  avons 

(aJ-hy-r-J  + h* 


devient  £ pour  x — a ; faisons 


ha  -f- { ci  2 h- f-.  . . 


V/(aa) ’ 


, on 


(20/2  + h*y  hu(o,a  hy 

en  développant  par  la  formule  du  binôme,  divisant  haut  et  bas 

par  A2,  et  faisant  ensuite  hx=zo. 

III.  Pour  a:  = c dans  fr  — — 6) +l/(r  — c) 

V/2C \/ (X  -f-  C)  -{-  \/ (X  c) 

mettra  c-\-h  pour  x;  on  pourra  même  employer  la  formule  de 
Taylor  à la  recherche  des  termes  provenus  de  (x-— x)f/(x— b) 
et  ^/(x-f-c),  peur  lesquels  elle  n’est  pas  fautive  (n°  699);  on 
]/h  -f-  h \/(c  — b)  -f- . , . .. 

aura  T — \ divisant  par  j/  h et  faisant  en- 

Vh  — {h  (2c) 

suite  /z  — o,  on  trouve  1 pour  la  valeur  cherchée. 


XY. 


(x2  — aa)2-f-x — g -f-  (zah)  2 

(1  *f-x’ — a)3 — 1 3/7-f-3/z2 


en  changeant  a? 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

encT^)  et  développant;  divisant  ensuite  haut  et  bas  par  h r 
et  faisant  h — o , on  a t pour  valeur  de  la  proposée  quand  x ~a. 
716,  Lorsque  x = « donne  à un  produit  P X Q la  forme 

o X oo,  on  met  pour  Q une  valeur  ~ , telle  que  R soit  nul 

p 

pour  x = a)  alors  on  a la  fraction  — qui  devient  §.  Par  ex., 

y — C1 — x)  tang  (ivrx) , est  dans  ce  cas  quand  x = 1 ; comme 
. 1 1 — x 2 

tang  — — - onay~  — — ou  — en  traitant  cette  frac- 

cot  J COt(^ÇTx)  TT 

tion  par  les  règles  prescrites. 

P _ oD  1 

Quand  — - devient  — , P et  O ont  la  forme  —./?  devenant  nul 
y co  v R 

pour x — a-}  ainsi  la  proposée  rentre  dans  le  cas  de  f . 

Soit,  par  ex. , P=tang  f — . - ) et  Q = - ~;  la  frac- 

\a  aj  v <z(x2 — a2) 

P QQ 

tion  — devient  — lorsque  x — & ; mais  elle  se  change  en 


P 

Q 


Cl  (x2  — - G2)  , 2 q} 

■ , d ou  — 


4a 


x2  cot 


<K) 


7ra 


TT 


sion  en 


Enfin,  si  l’on  a 00 — 00  pour  x—a,  on  transformera  l'expres- 

p ‘ — ~}PetQ  étant  nuis;  ou  -2— —^^qui  rentre  dans 

ce  qu’on  vient  de  dire.  C’est  ainsi  que  x tang  x — J tt  séc  x , 
dans  le  cas  où  x = qo°,  devient 


x sin  x — 1 73- 
cos  x 


n ,,  , x cos  x -4-  sin  x 
f,  don 


: — 1. 


sin  x 


Des  Maxima  et  Minima . 


717.  Lorsqu'on  attribuant  à x différentes  valeurs  successives 
dans  une  fonction  y=fx , elle  croît  d’abord  pour  diminuer 
ensuite;  on  donne  le  nom  de  maximum  à l’état  de  la  fonction 
qui  sépare  les  accroissemens  des  décroissemens  ; et  si  fx  di- 


MÀXÏ-MA  ET  MINIMA.  SQQ 

minue  d’abord  pour  croître  ensuite,  le  minimum  est  la  valeur  qui 
sépare  ces  deux  états.  On  dit  donc  qu'une  fonction  fx  est  ren- 
due un  maximum  qu  un  minimum  pur  la  supposition  dex  — a.t 
lorsqu  elle  est  plus  grande  dans  le  Ie?  cas , et  plus  petite  dans 
le  2 e,  que  les  valeurs  qu'elle  aurait  en  prenant  pour  x deux 
nombres , l'un  >a,  l'autre  <a,  immédiatement. 

Si,  par  exemple,  l’équ.  yz=:fx  est  représentée  par  une 
courbe  CENM.  . . (fig.  2),  les  ordonnées  immédiatement  voi- 
sines des  maxima  CB,  GF,  sont  plus  petites  que  celles-ci;  le 
contraire  a lieu  pour  les  minima  IR.  On  voit  aussi  qu’une 
fonction  fx  peut  avoir  plusieurs  maxima  et  minima  inégaux 
entre  eux. 

Ainsi,  pour  juger  si  fa  est  un  maximum  ou  un  minimum , 
il  faut  que  fÇa^-li)  et f(a- — h ) soient  tous  deux  ^ >fa , ou  tous 
deux  </a,  quelque  petit  que  soit  h.  Mais 

/Ça  ± h ) = fa  ± hfa  + ^ f"a  ± etc. 

Dans  ces  déyeloppemens , on  pourra  toujours  prendre  h assez 
petit , pour  que  le  terme  hf  a l’emporte  sur  la  somme  de  ceux 
qui  le  suivent  (n°  701),  en  sorte  que  le  signe  de  hfa  sera 
celui  de  toute  la  suite  à partir  de  ce  terme.  On  aura  donc 
f(a±.h)  —fa  dzuh;  fa  ne  pouvant  pas  être  compris  entre  ces 
valeurs,  n’est  ni  maximum , ni  minimum  : ainsi,  il  faut  que 
f a~o.  Pour  trouver  les  valeurs  de  x,  qui  sont  seules  capables 
de  rendre  fx  un  maximum  ou  un  minimum , il  faut  donc  ré- 
soudre l’équation  y —fx  — o. 

Alors  nos  développemens  sont 

f(adih)  — fa  4-  i hfa  ±.  ± hfa  -f.  . . 

Si  fa  est  positif,  on  voit  qu  ef(a  zb  h)  —fa  + */z2;  d’où  il  suit 
qu’il  y a minimum',  on  a un  maximum  quand  fa  est  négatif. 

Mais  si  fa  — o, 

/(«  * h)  ±-  i + tz  W‘ya  +■■■, 

et  ou  retombe  sur  un  développement  semblable  à celui  du 


I 
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i cas, d où  il  résulte  qu  il  n’y  a ni  maximum , ni  minimum 
quand  jf  a n est  pas  nul  . et  si  ^ fl=o,  jflvVz  est  négatif  pour 
le  ier  de  ces  états  , et  positif  pour  le  ae-  et  ainsi  de  suite. 


Apris  avoir  trouvé  les  racines  de  /’ équation  f'x~  o,  on 
substituera  chacune  dans  f"x,  f"'x... , jusqua  la  première  dé- 
uvée  qui  n est  pas  nulle  : la  racine  correspondra  à un  maximum 
ou  a un  minimum , suivant  que  cette  dérivée  sera  négative  ou 
positive } pourvu  quelle  soit  d'ordre  pair  ; car  sans  cela , il  n'y 
aurait  ni  l'un , ni  l'autre . 


718.  Présentons  quelques  exemples. 


I.  Pour  y [/  (ypxj  , on  a y — \/\2pxj  ’ cette  <Iuantité  ne 

pouvant  etre  rendue  nulle,  la  fonction  (2 px)  n’est  susceptible 

ni  de  maximum  ni  de  minimum. 


II- y ~ ù — (a: — a)2  donn ey'~  — - 2 (x — a)  = o , d’ou  x = a , 
3 ^ j ainsi  x~=  a donne  le  maximum  y zxz  b , puisque  y" 

est  négatif;  c est  ce  qui  est  d’ailleurs  visible. 

y b 0 x—a') 2 a au  contraire  un  minimum. 

En  général  y ~X (a;  <2)"  o donne  x~a, 


y — d)  nX~]  {pc  — a)ra  b y'"— - etc. 

Il  sera  ^acde  de  voir  que  x = a donne  un  maximum  ou  un 
minimum , suivant  que  X devient  par  là  négatif  ou  positif, 
pourvu  que  n soit  impair. 

III.  Soit yz=z  j— — on  en  tire  (nc*  666  et  66 5) , 


1 — x 3 

(T+  x*)2  ’ 


i -f-  %yf  ( 1 -P  x2) 


y—  o donne  x = ± 1 ; mais  alors  y = db  a et  v/; r- 1- 

a a J —h  2 > 

donc  x — 1 répond  au  maximum  A;  et  æ = — 1 au  mini- 
mum £ ; ou  plutôt  au  maximum  négatif,  puisque  nous 
sommes  convenus  de  regarder  les  quantités  comme  plus  petites 
quand  elles  sont  plus  avancées  vers  l’infini  négatif. 

IV.  Pour  ya  — on  trouve  (nOÎ  684  et  6S5  ) 


MAXIM  À ET  MINIMA. 


Soi 


y 


_ my  — x „ 2my'  — y,% — i 

y — mx ’ y y 


• • • 


mx  ^ y — mx 

> J 

y'~  o donne  my  — x\  éliminant  x et  y à l’aide  de  la  pro- 
posée, on  trouve  _ i>.  . 


x — 


ma 


a 


\/(i  — m2)’  y ^/(i — m2)  ’ y aV/(.1 

on  a donc  un  maximum  et  un  minimum. 

Y.  Pareillement  x3  — 3axy-j~y3  = o donne 


m2)' 


y = 


°y 


X“ 


y 


a(gy— JC— J(/a) 

y 2 — ax 


y*  — ax 

on  voit  que  x = o répond  au  minimum  y— o;  et  x—ay'a  au 

3 

maximumy  — ay/4 ’ {V^y.  p.  326.) 

* • ' 1 ' • < • • j ;*,•.»  f • ’ ...  ^ . * a « 1 - r)  i I.  1 

YI.  Partager  un  nombre  a en  deux  parties , de  sorte  que  le 
produit  de  la  puissance  m de  l’une,  par  la  puissance  n de 
1 autre,  soit  le  plus  grand  possible.  En  prenant  x pour  l’une  des 
parties , il  faudra  rendre  un  maximum  la  quantité 

s . . • f ? » , , - ’ _ _ *■’  r j 

y ■=  xm  (a  — x)n  ; 

d oùy  = ..r"1'-1  (a — x )n“1  [ma  — a^m-f-n)], 

y"~xm~*  (a— -xy~~a  [(m-f-n. — 0 (m  n)*2 — etc.]. 

r i mo  , 

y =0  donne  x=o.  x~a  et  xx=  — ; — ; cette  dernière  ra- 
J m -f-  n 

y 

(a  y"+'1 

1 ; les  deux 

m-\-  n/ 

autres  répondent  à des  minima  quand  m et  n sont  pairs 

Pour  partager  un  nombre  a en  deux  parties  dont  le  produit 
soit  le  plus  grand  possible,  il  faut  en  prendre  la  moitié  (n°  37,  3°.) 

YII.  Quel  est  le  nombre  x dont  la  racine  xe  est  un  maximum  ? 
On  a (n°  680) 
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le  nombre  cherche  est  donc  la  base  des  logarithmes  népériens , 
ou  x — e — 2,71 828 . . . 

"VIII.  De  toutes  les  fractions  quelle  est  celle  qui  surpasse  sa 
puissance  me  du  plus  grand  nombre  possiblé?  Soit  x cette 
fraction;  on  a y—x — xm, 


» 

y 


M— I 

mxm  1 = o , d’où  x—  t . 

V m 


IX.  De  toutes  les  cordes  supplémentaires  d’une  ellipse , 
quelles  sont  celles  qui  forment  le  plus  grand  angle  ? En  dési- 
gnant par  a et  b les  demi- axés , « la  tangente  de  l’angle  que 
l’une  de  ces  cordes  fait  aVec  les  x,  l’angle  des  cordes  (n°  4oq) 

aJc&2  4-  ôa 

a pour  tangente  — — ■ ^ ; c est  cette  quantité  qu’il  s’agit  de 

rendre  un  maximum  par  une  valeur  convenable  de  «s,  ou  plutôt 
( en  négligeant  le  diviseur  constant  a3 — ôa) 


yr=a2*-| , d’où  y'  n 

a.  J 


àJ 


bl 

a? 


= O,  te  ±±  zh  - ; 

a 


donc  les  cordes  dont  il  s’agit  sont  dirigées  à l’une  des  extrémités 
du  petit  axe  : leurs  parallèles,  menées  par  le  centre,  sont  les 
diamètres  conjugués  qui  forment  le  plus  grand  angle  possible  : 
ces  diamètres  sont  égaux  (voy.  p.  428  du  ier  vol.). 

X.  De  tous  les  triangles  construits  sur  une  même  base  ai  et 
Isopërimètres , c.-à-d. , de  même  contour  2 p,  quel  est  celui 
dont  l’aire  est  la  plus  grande?  On  a (n°  317,  III) 

y*=p(p  — a)  (p—x)  (a  + a?— p) 

en  désignant  l’aire  par  y,  et  l’un  des  côtés  inconnus  par  x\  car 
le  3e  côte  est  2 p — a — x.  Pour  rendre  y2  un  rhaximum , pre- 
nons les  iog.  et  la  dérivée,  nous  aurons 


= 0,  d’où  2a;  = 2 p — a; 


p — x a 4-  x — p 
ainsi  le  triangle  cherché  est  isoscèle. 

En  général,  de  tous  les  polygones  isopérimètres,  celui  dont 
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Taire  est  la  plus  grande  est  équilatéral  ;ëàf  soit  ABCDÉ(Rg.  19) 
le  polygone  maximum , si  AB  n est  pas  = BC , faisons  le  trian- 
gle isoscèle  AlC  3 tel  que  AI -f-  IC  z=  AB  -f-  BC\  nous  aurons 
le  triangle  AI ABC , d’où  AICDE>ABCDE , ce  qui  est 
contraire  à l’hypothèse. 

XI.  Sur  une  base  donnée  AC^=r.  a (fig.  20)  , quel  est  le  plus 

petit  des  triangles  eirconscrits  au  cercle  OF ? Soit  le  rayon 
OF=r,  AFz=AD=zx , le  périmètre  2 ps  CF  sera  ~CE~a — x; 
BE~BD  sera  = p — a.  Les  trois  côtés  étant  a,  p — x et 
P — on  a pour  l’aire  y du  triangle  (n°  317,  III) 

y*=px(p  — a)  (a  — a?), 
d’ou  yr2  ==  x (y  — ar)  (a  — x); 

à cause  dey=pr  (n°3iy,  IV ) : prenant  la  dérivée,  et  faisant 
/ -o,  on  trouvera  (y  — ar)  (a  — 2x)  = o;  d’où  x=±a; 
F est  le  milieu  de^C;  les  deux  autres  côtés  sont  égaux,  et  le 
triangle  est  isoscèle. 

XII.  Sur  les  côtés  d’un  carré  AB  CD  (fig.  21),  prenons  les 
parties  égales  quelconques  Aay  B b , Ce , Dd ; ]a  figure  abcd 
sera  un  carré;  car  i°.  aB=zbC- =... , le  triangle  dAa=aBb=....t 
d où  ab=zbc  ^=zcd=zad-3  20.  a est  le  sommet  de  deux  angles 
complémens,  et  de  l’angle  dab\  donc  celui-ci  est  droit;  de 
même  pour  l’angle  abc , etc. . * 

Cela  posé,  de  tous  les  carrés  inscrits  dans  un  carré  donné, 
on  demande  le  plus  petit.  Soit  AB=a}  Aa—x}  d’où  aB=a—x  -s 
puis  le  triangle  Aad  donne 

ad 2 = 2x% — 2ax  -j-  a*,  4 x — 2a  = o ; 
donc  x — \a\  ainsi  le  point  a est  au  milieu  de  AB. 

XIII.  De  tous  les  parallélépipèdes  rectangles  égaux  à un  cube 
dônné  a 3 et  dont  la  ligne  b est  une  arête,  quel  est  celui  dont  la 
surface  est  la  plus  petite?  Soient  x et  zles  autres  arêtes,  bxz  sera 
le  volume  zr  a3  : donc,  les  dimensions  du  parallélépipède  sont  Z», 

a3  a3  j a 3 

X^X~bx  ' ~b  * et  ~ ' sont  ^onc  *es  aû*es  des  faces  ; le  double 
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2flJ  , .2  a*  , . 2 a3  ' /a3 

y = ir+aèa7+-  ,y—sb—  — = o,  x = 


de  leur  somme  est  l’aire  totale , 

3 r>/~r3 

b ' 'a; 

donc  les  deux  autres  dimensions  retz  doivent  être  égales. 

Si  le  côté  b n’est  pas  donné,  x étant  toujours  l’un  d’eux,  les 

I Q?  2(T'1 

autres  doivent  être  t / — ; h 4 V^x  est  donc  l’aire  totale  , 

v JC  OC 

f a 3 

V a:  * 


d’où 


et  x 


3e  cube  proposé  est  donc  le  parallélépipède  rectangle  de  moindre 
surface. 

719.  Lorsqu’on  veut  appliquer  cette  théorie  aux  courbes, 
on  forme  (n°  684)  la  dérivée  de  leur  équation  : les  racines 
réelles  de  x et  y,  qui  satisfont  à la  proposée  et  à sa  déri- 
vée, s’obtiennent  par  l’élimination;  elles  peuvent  seules  ré- 
pondre à des  maxima  ou  minima  d’ordonnées.  On  prendra  la 
dérivée  du  2e  ordre  , et  faisant  y'  = o , puis  mettant  pour  x et 
y l’une  des  couples  de  racines  obtenues , si  X—AF  ety=FG 
(fig.  2)  rendent  y " négatif,  le  point  G sera  un  maximum  : si 
les  coordonnées  AR}  RI , rendent yN  positif,  / sera  au  con- 
traire un  minimum  ( voyez  les  exemples  IV  et  V). 

Quand  les  développemens  de  f(a dzh)  sont  fautifs  dans  les 
termes  auxquels  on  est  forcé  de  recourir  pour  reconnaître  les 
maxima  ou  minima  , il  faut  chercher  ces  développemens  tels 

qu’ils  doivent  être  (n°  698) , et  voir  s’ils  sont  en  effet  l’un  et 

5 

l’autre  > ou  <[/a.  Ainsi  y = b -J-  (x  — a)3  donne 

y = I(a?  — a)s,  y"=.^-{x  — a)  3 

y ~o  donne  # = qui  rend  y"  = 00  ; ainsi  la  formule  de 

5 

Taylor  est  fautive.  Mais  f(a  zh  h)  = b dt  h 3 , donc  il  n’y  a ni 

A 

maximum  ni  minimum.  Au  contraire  dey  = b- }-(x — a)\  on 
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donc  x — a et  y/  = b répondent  à un  minimum . On  aurait  un 

4. 

maximum  pour  y — b — (x  — a)3'. 

720.  Quant  aux  fonctions  de  deux  variables,  z=/(x,y)  , 
imitons  les  raisonnemens  du  n°  jiy.  Changeons  a:  en  x-j-h}  et 
yeny  + k et  développons  comme  n°  703  ; en  faisant 
nous  aurons 


Z==+*Ê+* 


— 


7z2  /d 


(—  + 

\dx ^ 


2 et 


d9z  . . d9z\ 


dyd 


— -f-  Ci' 


X 


àyv- 


Or,  pour  qu’on  ait  toujours  z,  ou  Ay>z,  quels  que  soient  h 
et  ii  y il  faut  que  le  second  terme  soit  nul  indépendamment  de 
a y d’où 

dz  dz  , . 

o. . . (x); 


dy 


O 


et 


üx 


suivant  — , qui  devra  être  perpétuellement  de  même 


mais  en  outre  , le  terme  suivant  doit  être  positif  dans  le  cas  du 
minimum  et  négatif  pour  le  maximum.  On  éliminera  donc  x et 
y entre  les  équ.  (1)  , et  leurs  racines  pourront  seules  convenir 
au  but  proposé  : il  faudra  substituer  ces  racines  dans  le  terme 

2 Vdx2, 

signe,  quelque  valeur  qu’on  attribue  à a,  et  quel  qu’en  soit  le 
signe.  Or,  une  quantité  A -f-  2 uB  -f-  o?C  ne  peut  conserver  son 
signe  quel  que  soit  u , à moins  que  ses  facteurs  ne  soient  ima- 
ginaires (n°  i3q  , 90.)  , ce  qui  exige  que  AC  — B 2 soit  l>  o.  II 
faut  donc  qu’on  ait 

àaz  d2z  /d2z\2 

dx*  ’ dy*  \dxdy/  o , » . (2  , 

-AL  et  - — devront  donc  être  de  même  signe;  s’il  est  négatif, 
dx 2 dva  0 

J . d2z 

pour  k=z  o,  ou  a = ot  notre  trinôme  devenant  — - c.-à-d. 

négatif,  le  trinôme  conserve  toujours  ce  signe;  il  y a donc 


d &z 


da: 


maximum  ; il  y a minimum  quand  et  — 2 sont  positifs.  Et 
si  la  condition  (2)  n'est  pas  remplie , il  n’y  a ni  maximum  ni 


minimum , 

2. 
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Quand  les  racines  des  équ.  (i)  rendent  nuis  les  termes 
notre  trinôme , il  faut  recourir  au  4e  terme  du  développement 
qui  doit  aussi  être  nul , puis  au  5e,  et  ainsi  de  suite. 

721.  Quelle  est,  par  ex.,  la  plus  courte  distance  entre  deux 
droites  données  ? Nous  prendrons  l’une  de  ces  lignes  pour  axe 
des  x,  et  l’autre  aura  pour  équation 

Z-=z  ax * yz=zbx- f-/3. 

Prenons  sur  la  ire  un  point,  dont  x'  soit  l’abscisse  : sa  distance 
à un  point  quelconque  de  la  seconde  sera  (n°  61 4) 

R2  — (x  — x'y  -h  y2  + 2>a, 
ou  R2  = (x  — x'y  -f-  (bx  -f-  py  + ( ax  -f  ce)2. 

Désignons  ce  2e  membre  par  t y nous  aurons 
d t 


dx 


2(x — x)  + 2(bx  -f-  /3  )b  4»  2 (ax  -f  - <*)  a = o 


àt  , , . 

— — 2(x  — x )=0;  dou  X— x — — • a ' r~rr  > 

Puisque  x — x',  la  ligne  cherchée  est  perpend.  à Taxe  des  x; 
et  par  conséquent  elle  l’est  aussi  à la  2e  droite  qu’on  aurait  pu 
prendre  pour  cet  axe  : c’est  ce  qu’on  sait  déjà  (n°  274).  Du 

Teste 


^ = 2 (1  + ûa  + 6a)  , 


à2t 


àn 


àx'*~2’  drtlx' 


— 2; 


îa  condition  (2)  est  satisfaite,  puisque  4 (a2-f-Z>2)  > o ; il  y a 

minimum.  La  longueur  de  la  ligne  cherchée  est  R ~ . 

V b ) 

L’équ.  de  sa  projection  sur  le  plan yz  étant  yzzzAz,  comme 
elle  passe  par  un  point  (xpy,z>)  de  îa  2e  droite  , 

À__y_  a. 

z ax  -j-  a b’ 

donc  ces  lignes  satisfont  à la  condition  (n°  633 , 6°.  ) et  sont 
perpend.  entre  elles  j ce  qu’on  avait  déjà  prouvé. 


I 


« 
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722.  Soit  proposé  de  mener  une  tangente  TM  (lîg.  22)  au 
point  M^Xyy')  de  la  courbe  B MM' , dont  l'équation  est  donnée 
yz=zfx  : celle  de  la  droite  TM  est 

Y — ^y  = tang#  ( X — a)  , 

X et  Y étant  les  coordonnées  variables  de  la  droite  , x et  y 
celles  du  point  de  contact  M,  u l’angle  T.  îl  a été  prouvé, 
n°  654,  que  la  dérivée  y'  ~f'x  est  la  tangente  de  l’angle  T , 
la  limite  du  rapport  des  accroissemens  MQ  ,et  M'Q  des  coor- 
données x et  y.  C’est  même  sur  ce  principe  que  nous  avons 
établi  l’existence  des  dérivées  pour  toute  fonction  de  x , et  par 
suite  le  Calcul  différentiel  entier.  Donc  (n®  34&) 

■ y 


tang*  = y 


cos* 


sin* 


Ki  +y*) 

Y—y=:y'(X—x). 

1®.  La  normale  MN  fait  avec  l’axe  des  x un  angle  (n®  37c) 
dont  la  tangente  est  — — ; son  équation  est  donc 

? y 


y (Y  —y)  -f» X — * x = o. 

£2°.  En  faisant  Y=o , on  a les  abscisses  AT  y AN , des  pieds 
de  la  tangente  et  de  la  normale;  d’où  l’on  tiré  x — X,  ou 

sous-tangente  TP  — ÿ , sous-normale  P N —yy\ 

Lorsque  ces  valeurs  ont  un  signe  négatif,  cela  indique  que  ces 
lignes  tombent  en  sens  opposé  à celui  de  notre  ligure  ; il  suffit 
alors  d’examiner  si  c’est  y ou  y',  qui  est  négatif,  pour  recon- 
naître la  situation  de  ces  lignes  ( voyez  n°  33q). 

3°.  Les  hypoténuses  TM  et  MN  donnent 

tangente  TM  ~ T j/(i  ~hy'*)  3 
normale  MN  = y ]/( * -f y'*) . 
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4°.  En  appliquant  le  raisonnement  ci-dessus  ( [voyez  n°  420) 
au  cas  où  l’angle  des  coordonnées  est  quelconque , on  trouvera 
que  l’équation  de  la  tangente  et  la  valeur  de  la  sous-tangente 
restent  les  mêmes. 

723.  ’Voici  quelques  exemples  de  ces  formules  : 

y 

I.  Dans  la  parabole  y^~üpx , d’où  yy—p , yr  — 2x; 
la  normale  MN  = ]/  (2 px  -f-  p2)  ( n°  4o 4)* 

IL  Pour  l’ellipse  et  l’hyperbole  cy±èV  = ± a*b*  ; d’où 

y'  c=  nr  — ; on  tire  de  là  les  sous-tangentes  , etc.  ( yoy . nos  4°8 

et  414).  Par  ex. , on  trouve  pour  la  longueur  de  la  normale,  en 
faisant  c2  = a2  qr 


i\T  = 


ù V/  — ■*<*  x 2) 


a 


\ y mr  r 

III.  Pour  l’équ.  ym  = xnain~n}  on  trouve  4 — — . La  para- 

A y 7Z 

bole  en  est  un  cas  particulier  : c’est  ce  qui  a fait  donner  aux 
combes  , renfermées  dans  cette  équ. , le  nom  de  paraboles , rti 
et  n étant  positifs,  y3  = a*x  s’appelle  la  première  parabole  cu- 
bique ; y 3 ctx 2 est  la  seconde . 

De  même  on  donne  le  nom  d’ hyperboles  aux  courbes  dont 


^ — — 
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péqu.  est  xny,n  = leur  sous-tangente  est^r^: 

elle  est  la  même,  prise  en  signe  contraire,  que  dans  le  cas 
précédent. 

JV.  Pour  la  courbe  dont  l’équation  est  x 3 — 3 axy  -fy3  = o4 
on  a 


°y 

y 


x J 
no; 


y'  ~ , sous -tangente  = , etc.  , 


ay  — xu 


Y.  Dans  la  logarithmique  ( n°  585  ) , y ~ax  donne 

y — — ; la  sous -tangente  est  égale  au  module  (n°  585). 
y la 


V 


MÉTHODE  DES  TANGENTES.  ÛOQ 

VI.  Soient  # = x,  PM=y , MQ  = z = [/(&ry  " — ya) 
(fig.  23)  , l’échu,  delà  cycloïde  AMF  est  æ = arc(sin~z.) — z, 
(n°47i)  j l’arc  est  ici  pris  dans  le  cercle  générateur  MGD , dont 
le  rayon  = r.  La  dérivée  est  donc  (n°  683) 

rz  , , , , (r  v) y' 


* -z  , equ.  ou  a = -77 - rr» 

\/(r2 — z*)  1 V (2ry  ““V  ) 

Donc,  chassant  z et  z , la  cycloïde  a pour  équation  derivee 

yÿ  = v (20'  — y)  - 011  y — y 1 

l'origine  étant  au  point  de  rebroussement  A. 

Pour  mener  une  tangente  TM , on  remarquera  que 
sous-normale  = yy'  — \/  (2 ry  — y2  ) = z ~ MQ. 


Ainsi,  la  ligne  MD  menée  au  point  de  contact  D du  cercle 
générateur  avec  Taxe  AE , est  la  normale.  La  corde  MD  en  est 
la  longueur  ; on  obtient,  en  effet,  y\/ (i  + y'2)  — \/(2ry).  La 
corde  supplémentaire  MG  est  la  tangente.  On  voit  donc  que 
pour  mener  cette  ligne  , on  décrira  MN  parallèle  à Taxe  AE , 
puis  KF,  et  enfin  MG  parallèle  à KF. 

Si  l’origine  est  située  au  point  le  plus  élevé  F , en  sorte  qu’on 
prenne  FS  — x , SM~y>  l’équation  de  la  cycloïde  est... 
x = arc  (sin  = z)  + z , (n°  47  0 ; dérivée  est 


On  aurait  aussi  trouvé  cette  équ.  en  transportant  l’origine  en  F 
(changeant  x en  %r — x,  et  y en  2r—y), 

724.  On  peut  résoudre  un  grand  nombre  de  problèmes  rela- 
tifs aux  tangentes  , tels  que  de  les  tracer  par  un  point  extérieur 
ou  parallèlement  à une  droite  donnée...  ( voyez  n?s  407  et4i3)o 
Cherchons,  par  exemple,  l’angle  /3  formé  par  la  tangente  TM 
(fig.  24),  et  le  rayon  vecteur  AM  mené  de  l’origine  au  point 
de  contact  M{x,y).  L’angle  & que  ce  rayon  vecteur  fait  avec 

les  x est  connu,  puisque  tangf),  ‘,  d’ailleurs  tang u.xz  y ^ 
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'donc  (n°  070), 

. ÿx  — y 

tangr*  — 6)  ou  tang/3—V. 4. 

x -f-  y y 

Pour  l’équation  y* x*  — P , qui  appartient  au  cercle,  o» 
trouve  tang/3  = 00,  ce  qui  est  d’ailleurs  évident. 

725.  Lorsqu’une  courbe  BM  (fig.  24)  est  rapportée  à des 
coordonnées  polaires  AMt=zy>  MAP  ~ 0 , les  formules  pré- 
cédentes ne  peuvent  servir  qu’autant  qu’on  traduit  préalable- 
ment l’équ.  r—fô  de  la  courbe  en  x et  jq  à l’aide  des  rela- 
tions (n°  585) 


x z=.  r cos  8 , y~r  sinS,  x2  — P* 

Transformons,  au  contraire,  enr  et 8 les  formules  de  tang.,  etc. 
Prenons  donc  8 pour  variable  indépendante  au  lieu  de  x ; et 
ce  calcul  qu’on  a déjà  fait  page  268,  donne 


tang/3 


r 


72G.  On  pourrait  de  même  traduire  en  r,  r et  8 les  valeurs 

yy  } , etc.;  mais  , à cause  de  leur  complication , on  préfère  le 

procédé  suivant  : On  nomme  sous-tangente  la  longueur  de  la 
partie  AT , prise  sur  la  perpend.  à AM.  ; le  point  T étant  ainsi# 
déterminé,  la  tangente  TM  s’ensuit;  or,  le  triangle  T AM  donne 
AT—  AM  tang/3,  où 

T1 

sous-tang  — A T — -7. 


Pour  la  spirale  d’Archimède  (n°472,  lig.  25),  on  a 

08 


2tt 


y Y 

L — ôr  - 

U!  , , 

r r 


8. 


Ainsi  la  sous-tangente  AT  est  égale  en  longueur  à l’arc  de  cercle 
décrit  du  rayon  AM  — r}  et  qui  mesure  l’angle  MAx  — §.  Quant 
à l’angle  /3  il  croît  sans  cesse  ; et  comme  ce  n’est  qu’après  une 
infinité  de  révolutions  du  rayon  vecteur  que  6 devient  infini, 
l’angle  droit  est  la  limite  de  /3. 
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Dans  ia  spirale  hyperbolique  (n°  4/3) 
a 

r—-l  sous-tang  = — ay  tang/3  — — □ ; 

0 

la  sous-tangente  est  constante;  l’asymptote  est  la  limite  de 

toutes  les  tangentes  ; enfin,  l’angle  du  rayon  vecteur  avec  la 

tangente,  est  obtus  et  décroît  à mesure  que  6 augmente  ( voyez , 

dans  le  1er  volume  , la  figure  260). 

Pour  la  spirale  logarithmique  (n°  474) 

a 1 t 

r — a , tang/3  = sous-tang  = 

La  courbe  coupe  tous  ses  rayons  vecteurs  sous  le  meme  angle; 
cet  angle  est  de  45°,  quand  a est  la  base  des  logarithmes 
Népériens  : la  sous-tangente  croît  proportionnellement  au  rayon 
vecteur* 

Des  Rectifications  e t Quadratures  » 

727.  Lorsque  l’équ.  y—fx  d’une  courbe  BMM ' (fig.  22)  est 
donnée,  la  longueur  BM~s  d’un  arc  développé,  est  déterminé 
quand  ses  extrémités  B et  M sont  connues  : cherchons  cette  lon- 
gueur. Pour  cela,  remarquons  que  B restant  fixe,  avarie  avec 
le  point  M\  ainsi  s est  une  fonction  de  x^=zAP , qu’il  s agit 
de  trouver,  $~Fx.  Six  croît  de  h~PP'}y  croîtra- de. . . 
M'Q=k,  etsâeMM'=P,  donc 

y ~fx  donne  j{ x h ) =.y  -\~y'h  + {y"h2 

5 = Fx , F(x  4-  h)  = s -f-  sh  -f  { s"  h2  -f-.  . . ; 

d’où  k —y'h  -f-  \ y h2  -f- I s h \ s IP  \ 
corde  MM*=  \/(ha  + k2)  = h v/(i  + /3  + //'A  +...)« 
D’un  autre  côté  , la  tangente  MH  donne  ( n°  722  ) 

QH  —y'h  , MH  — h 1/(1  -b/2)  , M,H—-~'Jy"h\..  ; 

corde  MMf  S/ ( 1 + y'2  A~  y' y"  h ~î~  • • •) 

mh  + Wh~  ^7+72T '^Ty"hdd  ? 


donc 
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P]  us  h décroît , plus  ce  rapport  approche  defunité,  qui  est  aussi 
la  limite  du  ier  membre;  et  puisque  l’arc  MM'  est  compris  entre 
sa  corde  et  la  ligne  brisée  MH  - f-  M'H'}  1 est  aussi  la  limite  du 
rapport  de  la  corde  à l’arc , ou  de 

corde j/(i  -py'*  -\-y'y"h ...)  . , t _ v/( 1 "P ) 

— ' . i //  7 *>  t)U  ^ r î 

arc  s -{-z s h...  s 

s=z\/ (i+y*),  eu  âs  = [/(dx*  -f-  dj2). 

Cette  formule  sert  à rectifier  tous  les  arcs  de  courbe.  On  y 
« , 

met  pour  y'  sa.  valeur  f'x , tirée  de  l’équ.  donnée  y—fx  de 
la  courbe,  et  on  obtient  la  dérivée  sr  de  l’équ.  s = Fx  ; il  faut 
ensuite  intégrer  F'x , c.-à-d.  remonter  de  cette  dérivée  à sa  fonc- 
tion primitive  Fx.  Nous  donnerons  bientôt  (n°  8o8)  les  moyens 
de  faire  ce  calcul. 


L’équation  du  cercle  , dont  le  centre  est  à l’origine , est 


ya  ■+■  x2  = F } d’où  yy’  -f-  x = o ; 

V 

c’est  la  dérivée  de  l’arc  de  cercle  s,  exprimée  en  fonction  de 
son  sinus  ou  cosinus  } qui  est  x (n°  683).  Pour  rectifier  l’arc  de 

cercle,  il  faudrait  donc  intégrer  cette  fonction  ( n°  8o8 , III). 

)>  t 

D’après  notre  valeur  de  s'}  on  peut  simplifier  les  formules  de 
la  page  Soy,  qui  deviennent 


tang  (A  = y'  = 


d y 
dx  * 


î 

COS  (A  •=.  —,  “ 

s 


c\x 

ds 


sin  a 


_ / __  <?y 

7 “ Ts 3 


yds 
dx 

728.  Pour  obtenir  faire  BCPM  = t (fig.  22),  imitons  les 
raisonnemens  précédées  ; nous  verrons  que  t est  fonction  de  x , 
ou  t~(px\  que  les  accroissemens  k et  1 de  l’ordonnée  et  de 
faire  pour  l’abscisse  x h , sont 

k M' Q =y  Vz  ^r~~  MP  P Mf  txz.  t'h  -f- , „ 0 


tangente 


=^=-£',  normale  —ys'  — 
y ày 
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On  a rectangle  MP'Q—yh. , LPA={y  k)h  ; 1 unité  est  la 

limite  de  leur  rapport  — > 1 est  donc  aussi  la  limite  du 

rapport  entre  le  rectangle  MP'Q  ' “y h 1 accroissement.. . . 

MP  P' 31'  = i de  l’aire  t.  Ce  rapport  est 


yh  y . 

i t'  “4”  f t"h 


donc 


ou  tr —y> 


ïl  faudra  mettre  ici^x  pour  y,  et  intégrer  1 équation  t . Jx. 
( voyez  n°  8o5). 

Si  les  coordonnées  faisaient  l’angle  « , on  trouverait 

if  — y sin«. 

7fl9.  Cherchons  faire  AKM—r  (fig.-s4)>  comprise  entre 
deux  rayons  vecteurs  AM , AK , dont  le  dernier  demeure  axe  f 
fautre  variant  avec  3A%  On  a 1 aire  AK31 , ou 

t — AB  MK  — ABM\ 

mais 

ABM—ABCD  + Ü CMP  — AMP  = AB  CD  .+  * — \ xy  ; 
donc  r ~ ABMK  — ABCD  — t + | xy. 


Or,  la  variation  du  point  M ne  change  pas  les  points  />,  C et. 
K ; prenant  la  dérivée  , en  regardant  AB  MK  et  AB  CD  comme 
constans  , 

r ' = — t'+Uxy'  + y)=Hxÿ—y)- 

Traduisons  les  valeurs  de  s'  et  r en  coordonnées  polaires  r et 
/ / / 

8 ; en  mettant  — , , ^ , —, , pour  /,  y'  et  r'  (n°  690) , 

/2  — x'2-f-/%*  Tf  = \{ay'—yx'): 

la  variable  principale  est  devenue  quelconque;  pour  qu’elle 
soit  ô , il  suffit  de  mettre  ici,  pour  x,  y}  x'  et  y\  les  valeurs 
du  n°  690 , et  il  viendra 

/—  v/(r2+r'2)>  r'  = lP-, 

Qui  sont  les  formules  des  rectifications  et  des  quadratures  de 
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courbes  rapportées  à des  coordonnées  polaires  , l’équ.  étant 
rz=zfi  : on  aurait  d’ailleurs  pu  les  obtenir  directement  par  la 
méthode  des  limites. 

Des  Osculations . 

73o.  Si  Ton  prend  un  point  M (fig.  26)  sur  une  courba 
BMZ  , et  qu’on  mène  une  tangente  TM  et  une  normale  MN  ; 
puis,  des  différens  points  a,  b. . . de  la  normale,  si  l’on  décrit 
des  cercles  qui  passent  en  M , TM  sera  leur  tangente  com- 
mune. Or,  il  est  clair  que  , par  la  disposition  de  ces  cercles , 
les  uns  sont  en  dedans , les  autres  en  dehors  de  la  courbe  j en 
sorte  qu’il  en  est  un  qui  approche  plus  que  tout  autre  de  la 
courbe  BMZ , de  part  et  d’autre  du  point  M . C’est  ce  qu’on 
nomme  le  Cercle  oscillateur  ; son  centre  D et  son  rayon  DM 
sont  appelés  Centre  et  Rayon  de  courbure  ; et  comme  en  chan- 
geant le  point  M , le  cercle  change  aussi  de  centre  et  de  rayon  , 
on  nomme  Développée  la  courbe  IOD , qui  passe  par  tous  les 
centres  de  courbure  : la  ligne  donnée  BMZ  est  la  Dévelop- 
pante de  IOD. 

Pour  trouver  le  cercle  oscillateur  d’une  courbe,  en  un  point 
donné  M , il  faudrait  exprimer  en  analyse  les  conditions  qui  le 
déterminent  : généralisons  ces  considérations.  Concevons  deux 
courbes  qui  se  coupent;  leurs  équ . y —fx , Y = FX  donnent 
y — - F pour  la  même  abscisse  x^X,  qui  est  celle  du  point 
commun  : jusqu’ici  il  n’y  a qu’une  simple  intersection.  Com- 
parons le  cours  des  deux  lignes  de  part  et  d’autre  de  ce  point, 
et  pour  cela , mettons  x -f-  h pour  x et  X , dans  y et  Y ; les 
ordonnées  correspondantes  sont 

y + y h 4-  ly"h\ . r+rA  + im.‘d 

d’où  *=  h {y'  - Y'  ) + (/'  - Y"  ) + . . . , 

pour  la  distance  entre  les  deux  points  de  nos  courbes  dont 
l’abscisse  est  x -f-  h : il  faut  dans  Y ',  F"...,  remplacer  X par 
x.  Plus  sera  petit  pour  une  valeur  donnée  de  h,  plus  ces 
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points  correspondans  seront  voisins,  de  sorte  que  le  degre  de 
rapprochement  de  nos  courbes  dépend  de  la  petitesse  de  <^,  dans 
une  étendue  déterminée  de  h. 

Or , s’il  arrive  que  la  valeur  de  x , pour  laquelle  I , rend 
aussi  y — Y' , on  a 

* = i K ( /'  — r ) + « W(yw—rw)+- 1 

et  nos  deux  courbes  approchent  plus  1 une  de  1 autre  que  ne 
îe  ferait  une  troisième  qui  , passant  par  le  meme  point  (x,y)  , 
ne  remplirait  pas  cette  même  condition.  Car,  soit  y — çî  1 équ. 
de  celle-ci f la  distance  A,  entre  les  points  de  cette  couibe  et 
de  la  première,  qui  ont  pour  abscisse  x-Y-h,  est 

A — h (y'  — y)  -f-  i h2  (y"  —y")  + • • • 5 


en  supposant,  <px~fx , pour  qu’elles  aient  le  point  commun 
( x, y) . Or,  les  valeurs  de  ^et  A ont  la  forme 

è'-^zbJv1  -f-  ch 3 +....  A = Ah  -f-  BJiJ‘  -f-  Ch3,...  ; 
d’0ù  A—  & —Ah-*r{B~  h)  h°  + {C-^c)  h3  -f- 


Si  donc  on  prend  h assez  petit  (n°  701  ) pour  que  le  terme  Ah 
donne  son  signe  à ces  séries  , A — ê"  ayant  le  signe  de  A , on 
aura  A>^,  pour  cette  valeur  de  h , et  pour  toutes  celles  qui 
sont  moindres , quel  qu’en  soit  le  signe.  Ainsi  la  courbejy  = Fx 
approche  de  celle  y —fx,  dans  toute  cette  étendue  de  h , et  de 
part  et  d’autre  du  point  commun , plus  que  ne  le  fait  la  3 
courbe  y — quelle  qu  en  soit  la  nature. 


Si , outre  y = Y',  on  a aussi  y"  = Y",  on  verra  de  meme  que 
nos  deux  courbes  approchent  l’une  de  1 autre , dans  les  points 
voisins  de  celui  qui  est  commun , plus  qu’une  troisième  qui  ne 
remplirait  pas  ces  deux  conditions,  et  ainsi  de  suite.  INous  di- 
rons de  deux  lignes /quelles  ont  un  Contact  ou  une  Osculation 
du  itr  ordre,  lorsqu’elles  satisfont  aux  conditions  y - Y,  y - ï » 
pour  la  même  abscisse  x.  De  même, y — D,  y = î >y  : ^ 

seront  les  conditions  du  contact  du  Qe  ordre,  etc.  ; et  il  est  dé- 
montré que  ces  deux  courbes  sont  plus  proches  1 une  de  1 autre  > 
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vers  le  point  commun,  qu’une  5e  courbe  , à moins  que  celle-cî 
ne  forme  une  semblable  osculation. 

j3i.  Ces  principes  posés,  si  quelques-unes  des  constantes 
<7,  b , c.  . . . que  renferment  les  équ.  y~fxr  Y ~FX  des 
deux  courbes  , sont  arbitraires,  la  nature  de  ces  lignes  est  fixée  , 
mais  leur  position  et  certaines  dimensions  ne  le  sont  pas. 
On  peut  donc  déterminer  ces  n constantes  par  un  nombre  égal 
de  conditions  y — F,  y'  Y' , y"  — Y"....,  et  les  courbes  au- 
ront ainsi  un  contact  du  ( n — i)e  ordre  : elles  approcheront 
plus  près  Tune  de  l’autre  que  toute  autre  courbe  qui  ne  for- 
merait pas  une  osculation  de  même  ordre. 

702.  Appliquons  ceci  à la  ligne  droite  : soi ty~fx  l’éqir. 
donnée  d’une  courbe.  Prenons  une  droite  dont  la  situation  soit 
indéterminée  ; nos  équ.  sont 

yz=zfxj  Y~aX-\-by 

a et  b étant  quelconques.  Si  l’on  pose  y — Y et  y'  = F',  ou 

y = ax  -f-  b , y — a , 

il  y aura  osculation  du  ier  ordre  ; la  droite  sera  tangente'  : en 
effet,  pour  qu’une  autre  droite  approchât  plus  qu’elle  de  la 
courbe  , de  part  et  d’autre  du  point  commun,  il  faudrait  que 
celle-ci  remplît  les  mêmes  conditions  , c.-à-d, , qu’elle  eût  les 
mêmes  valeurs  pour  ses  constantes.  Ainsi , y est  la  tangente  de 
l’angle  que  fait  notre  droite  avec  les  axes  ; éliminant  a et  b , 
l’équ.  de  la  tangente  est 

Y—y=ÿ  (X-x), 

comme  n°  7 22.  On  tire  aisément  de  là  l’équ.  de  la  normale  , la  ' 
valeur  de  la  sous-tangente  , etc. 

733.  Raisonnons  de  même  pour  le  cercle  : les  équ.  de  la 
courbe  donnée,  et  d’un  cercle  considéré  dans  une  situation  quel- 
conque , sont 

y-fx,  (Y  — by  +(X  — af  =R\ 
a et  b sont  les  coordonnées  du  centre  , R est  le  rayon.  Nous 
établirons  un  contact  du  2e  ordre  pour  déterminer  ces  trois 
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constantes.  Les  dérivées  de  cette  dernière  équ.  sont 

(F—  b)  f + I-arz o,  -{Y—byy  + Y'*  + 1 

donc  {y* — &)a  • — «)e=/xa.  « » • (O-, 

( y/  — - è)  yé  — j-  X <2  O.  . . ® « (2)  > 

( ^ — Z>)  y/f  -j-  y 2 H"  i ~ - o®  • ® • * (3)  • 

Tirant  y — bet  x — a des  deux  dernières 


y — h 
ir*  donne 


i-f-/2 


x—  a 


./('  +/a) . 


y 


y 


(>  +y,Êm- 

~ÿ~  u ‘ 


K 


a^x  — ^7 ; (i  +/’*)»  b—y  + —~y 

y j 


'On  a donc  ainsi  le  rayon  et  le  centre  de  courbure.  Tout  autre 
cercle  approchera  moins  de  notre  courbe  que  celui-ci , parce 
qu’il  devrait  pour  cela  remplir  les  mêmes  conditions , c.— à-d.  „ 
coïncider  avec  lui. 

734.  On  voit  que,  i°.  la  tangente  à la  courbe  l’est  aussi  au 
cercle  osculateur  , puisque  y'  a la  même  valeur  pour  lune  et 
l’autre. 

20.  L’équ.  de  la  normale  est  y' {Y  — y)  ~f»  X x ™ o ; si 
l’on  y met  a et  b pour  X et  Y i elle  est  satisfaite,  puisqu  on  1 e- 
trouve  la  relation  (2),  qui  ne  suppose  qu  un  contact  ctu  1 ordre 
entre  la  courbe  et  le  cercle  ; donc  le  centre  de  cour  oui e est  sui 
la  normale , ainsi  que  le  centre  de  tout  cercle  qui  a la  ménm 
tangente  TM  ( fig.  26  ). 

5°.  Si  l’on  élimine  x et  y entre  l’équ. y =/x  delà  courbe,  et 
celles  2 et  5 qui  déterminent  a et  b , on  aura  une  relation  entre 


(*)  La  valeur  de  R doit  comporter  le  signe  rfc  ; mais  comme  cette  expression 
n’a  de  sens  que  lorsqu’elle  est  positive  (n°  336),  on  devra  préférer  celui  de 
ces  deux  signes  qui  donnera  à la  valeur  de  R le  signe  +.  Si  f est  positif , ce 
qui  arrive  lorsque  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  Taxe  des  x , on  prendra  le 
signe  -f-  j il  faudra  préférer  Je  signç  — * dans  le  cas  contraire.  ( V~oy\  a0  ^3  j. 


3l8  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

les  coordonnées  du  centre  de  courbure , quel  que  soit  le  point 
M\  ce  sera  donc  l’équ.  de  la  développée. 

4°.  Puisque  R,  a et  b sont  des  fonctions  de  x , que  le  calcul 
détermine  aisément , si  on  les  substituait  dans  les  équ.  1 et  2 , 
elles  seraient  identiques  : on  peut  donc  les  différencier  en  regar- 
dant R,  a et  b comme  variables.  Opérons  d’abord  sur  l’équ.  (2)  ; 
il  vient 

(y  — b^y'  A-y'1  — -b'ÿ — » a -j-  1 =0; 
d’où  b' y -f-  a!  ~ o , 

en  retranchant  de  (3)  : c’est , comme  on  devait  s’y  attendre , la 
dérivée  de  l’équ.  (2)  par  rapport  à.  a et  b seuls.  On  a donc 

^ ^ pour  la  tangente  de  l’angle  que  fait  la  normale  avec 

l’axe  desa\  Soit  b=z  cpa  lequ.  de  la  développée  ; sa  tangente  au 
point  (a,  b)  fait  avec  l’axe  des  x un  angle  dont  la  tang.  trigo- 
ûb  bf  1 

nométrique  est  ~~  = -7  = — —,  (n°  689  ),  puisque,  dans  notre 
d a a y 

calcul , nous  avons  regardé  b et  a comme  des  fonctions  où  x est 
variable  principale.  Donc  la  noïmale  a la  développante  est  tan- 
gente à la  développée. 

5°.  Faisons  la  même  chose  pour  l’équ.  (i);  c’est-à-dire , pre- 
nons-en  la  dérivée  en  faisant  tout  varier,  et  ôtons  le  résultat  de 
l’équ.  (2);  ou  plutôt  prenons  la  dérivée  de  (1)  relativement 
à a j b et  R seuls.  Il  vient 

— ( y — b)  bf  — - (x  - — a)  a ~ RR\. 

s 

Pour  en  tirer  une  relation  qui  appartienne  à tous  les  points  de 
la  développée , il  faut  éliminer  x et  y.  Mettons  donc  pour 
x — a et  y — b leurs  valeurs  tirées  de  (1)  et  (2);  après  y avoir 

r 

substitué  — -7  poury' , on  trouve 

yjR a R __ 

x ~~ a ~~ v'C1  +/*)  ~ v(a'*  -f  b'u)  " 

R^__  b' R 

v(i  +y*)  ~ vw*  + b'uy 


y 
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donc 


Si  l’on  prend  a pour  variable  principale,  R'  — v/( i -f- b1 'ü} 
est  la  dérivée  du  rayon  de  courbure  relativement  à a . Mais  celle 
de  l’arc  s de  la  développée  est  aussi  /=  \/(i  -f  br‘2)  (n°  727)  ; 
donc  R'  z=zsr}  équ.  qui  est  la  dérivée  de  R = s A , A étant 
une  constante  arbitraire  (n°  7S7). 

Pour  un  autre  arc  S de  développée,  le  rayon  de  courbure 
est  S + A,  l’origine  fixe  de  cet  arc  étant  la  meme;  ainsi  s — $ 
est  la  différence  des  deux  rayons.  Il  suit  de  laque  si  O et  Z)  (lig.  26) 
sont  les  centres  de  courbure  des  points  B et  71/,  1 arc  OD  ce  la 
développée  est  la  différence  des  rayons  de  courbure  BOy  MD «, 
Donc,  si  l’on  courbe  un  fil  sur  la  développée  ODy  et  si  on  le 
tend  suivant  BO,  en  le  déroulant  de  dessus  ODy  1 extrémité  h 
décrira  la  développante  BM  : c’est  sur  cette  propriété  qu  est 
fondée  la  dénomination  de  ces  courbes. 

6°.  Les  expressions  du  rayon  de  courbure  et  des  coordonnées 
du  centre  se  présentent  sous  diverses  formes,  suivant  qu  on  y 
prend  telle  ou  telle  variable  pour  indépendante.  C’est  ains  ! 
qu’on  a vu  (n®  632)  que 

(^+ya)! 

“—y*—  x "> 

suivant  que  la  variable  principale  est  arbitraire,  ou  bien  est 
Tare  s : si  elle  est  l’abscisse  oc  y on  peut  écrire  ainsi  les  valeurs 
de  R , a et  b , 

s'3  y'/2  , , 

R = — , a~x — J—ir , b —y  -f- 


y y ~ y 

70.  Si  les  coordonnées  sont  polaires , on  exprimera  a:  et  y en 
fonction  de  ces  nouvelles  coordonnées  AM~ry  MAP"b  (lig.  2 4) ; 
puis  on  substituera  pour  xy  oc  ....  leurs  valeurs  dans  celle  de  R 
où  aucune  variable  n’est  principale  (voyez  les  formules,  n°  630). 
On  a,  toutes  réductions  faites. 


R 


(r'2  r2) 


'3 


2/ 


rr 


-f-  r*  2 r 2 — rr"  *4-  r2* 


sub- 


, //SX  4“  p\  jn  (2pr  -fpa)a  _ W 

s y \ sx  y*  y p2> 
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y35.  Appliquons  cette  théorie  à quelques  exemples. 

2, 

T.  Pour  la  parabole  jy2  — spx,  y'  = - , y'  = — en 

«y 

stituant  dans  nos  formules , on  trouve 

'9,r  -f*  P' 

" j ) i l 1 n 

2X  / p*  p^ 

Fêtant  la  longueur  de  la  normale  (n°  723,  ï).  Donc  le  rayon 
de  courbure  de  la  parabole  est  égal  au  cube  de  la  normale, 
divisé  par  le  carré  du  demi-paramètre.  Au  sommet  A (fig.  26)  , 
0Ù  x — c,  on  a R = p\  ainsi,  la  distance  AI  du  sommet,  à 
son  centre  de  courbure,  est  le  double  de  celle  du  foyer.  Plus 
x croît,  plus  la  courbure  diminue,  et  cela  indéfiniment.  Les 
coordonnées  du  centre  de  courbure  sont  : 

rr  7 2XV 

a — 3x4" P?  b — 

Éliminant  x et  y dey— 2px,  on  a,  pour  équ.  de  la  développée , 

JL  Va  — p)3,  d’où  ô2  = — , en  transportant  l’origine 
2 yp  27P 

en  I : c’est  la  seconde  parabole  cubique.  Nous  apprendrons 
bientôt  à la  discuter  (p.  33i  ). 

II.  Pour  l’ellipse  on  a mzy 2 4“  ^x1  = ndn2, 

rrdyy  4-  n2x  — o , mJyy"  4*  m*ÿz 4 -n2~o, 

, , nz  nd  — c2x2 

y = — —>  S 


__  1 4-  v 

m/y3’  ^ J 


my  m-y"  ~ m+ 

c étant  la  distance  du  foyer  au  centre,  c2  = /n 


y 


3 

(?n4  — c2xa)2 
m+n 


a 


c2x3 

nd 


, b 


c2v3 

- aMi  . — aZ — • 

7X4  » 


telles  sont  les  valeurs  du  rayon  et  des  coordonnées  du  centre  de 
courbure  pour  1 ellipse.  En  comparant  les  "valeurs  de  /î,  de  la 
normale  (p.  5o8),  et  du  paramètre  p,  on  reconnaît  que 

R = = 7-7—^,  : c’est  “ême  théorème  que  pour  la 


7î4 


ÜP): 


\ 
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pâraboîe.  Puisqu’un  arc  de  la  développée  est  la  différence  entre 
les  rayons  de  courbure  qui  partent  de  ses  extrémités  (p.  319), 
et  que  ces  ra}^ons  sont  des  quantités  finies,  cet  arc  est  rectifiable. 
La  meme  chose  arrive  pour  toutes  les  courbes  algébriques  ; on 
peut  trouver  une  droite  de  même  longueur  qu’un  arc  donné  de 
la  développée. 

Comme  R décroît  quand  x augmente , c’est  aux  quatre  extré- 
mités des  axes  que  R est  maximum  ou  minimum  / aux  scm- 

mets  O,  O'  (fig.  55)  la  courbure  est  la  plus  grande,  R=z7~ 

m 
c 2 

^ b en  D et  D',  elle  y est  la  moins  grande, 

?tx 

7Ï12,  C * ' - 

^ = ~ZT > b~±L  — > a==  o;  les  points  h,  Jï}  it  ’ï  ainsi  déter- 

/A  fl 

minés,  sont  les  centres  de  courbure  des  extrémités  des  axes. 
Pour  avoir  l’équ.  de  la  développée,  tirons  les  valeurs  de  x et  y, 
de  celles  de  a et  b,  et  substituons  dans  l’équ.  de  l’ellipse  ; nous 


avons 


y/<$)  + */(") 


1 . OU 


en  faisant  Ch  — qf  Ci=±p.  D’après  ce  qui  sera  dit  (p.  33a  ), 
on  trouve  que  la  courbe  a des  rebroussemens  aux  quatre 
points  hy  K y iy  ï y et  qu’elle  est  formée  de  quatre  arcs  convexes 
vers  les  deux  axes , a 1 egard  desquels  elle  est  symétrique  : la 
développée  est  dessinée  au  ponctué  dans  la  fig.  53. 

Pour  l’hyperbole  il  suffit  (n°  339),  de  changer  ci-dessus 
li  en  n i/-i. 

i „ , * , i 

III.  La  cycîoïde  (fig.  23)  donne  ( p.  Sog) 


v^) = v/Ç 


d où  ~ , et  R ±=  <i  ÿ{p.ry)  t==  2 IV. 

Le  rayon  de  courbure  étant  double  de  la  normale,  prolongeons 
MD  et  prenons  M D = MD , M'  sera  le  centre  de  courbure;  il 
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serait  aisé  d’en  déduire  la  figure  de  la  développée,  mais  nous 
préférerons  suivre  la  méthode  générale  qui  donne 

a — x + a\/(îry  —y') , b=—y, 

pour  éliminer  x et  comme  l’équ»  de  la  cycloïde  est  une 

2r— y ^ 

dérivée , nous  prendrons  celles  de  a et  b , a'  — — } b'= — y . 

N 

Divisant  ces  valeurs,  on  a 


F 

f 

a 


nÆ 

Qr  — y 


y V 2r  — y V 


~b 

2 r b* 


en  mettant  — b pour  y.  Or  , si  l’on  prend  les  ordonnées  posi- 

• . V /b  , 

tives  en  sens  contraire,  il  vient  — = . / r , qui  est  pre- 

a y 2r  — b 

cisément  l’équ.  delà  même  cycloïde,  lorsque  l’origine  est  en  F. 
Donc  la  développée  LA  de  la  cycloïde  est  une  cycloïde  égale  , 
l’arc  AL  est  identique  avec  FA'  ; le  sommet  F est  porté  en  A. 

g 

IV . Dans  la  spirale  logarithmique  ( fig.  25  ) r = a ; # 


d’où  R—rŸi1  -f-  — r séc  k — — — > 

tUa  *] 

la  tang.  de  l’angle  AMN  —n  du  rayon  vecteur  avec  la  normale 
étant  — la  ( n°  736}.  La  projection  du  rayon  de  courbure MN 
sur  le  rayon  vecteur  est  r ; ainsi , la  perpend.  AN,  élevée  sur 
celui-ci  au  pôle,  rencontre  la  normale  au  centre  A7  de  courbure. 
AM  est  donc  la  sous-tangente  de  la  développée,  et  AN  son 
rayon  vecteur*,  AM  forme  avec  la  courbe  MJ,  en  chaque  point , 
le  même  angle  fi  que  AN  fait  avec  la  développée.  Donc,  la 
développée  est  cette  même  courbe  placée  en  sens  différent. 

On  appliquerait  de  même  la  théorie  des  osculations  a des  cour- 
bes d’un  ordre  plus  élevé  (voy.  Fond . anal .,  n°  117)  ; et  il  est 
visible  que  deux  courbes  qui  ont  un  contact  du  2e,  3e,  4e*  • • 
ordre , ont  même  tangente  et  même  cercle  osculateur. 

736.  La  différence  entre  les  ordonnées  «des  deux  courbes 

étant  Mhm  -f-  Nhm~l  , suivant  que  Mhm  est  positif 

ou  négatif,  comme  le  signe  de  £ est  celui  de  ce  terme  quand  h 
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isst  très  petit,  l'ordonnée  de  la  courbe  est  plus  grande  ou  moindre 
que  celle  de  son  osculatrice  : ce  qui  fait  juger  si  la  ire  est  en 
dessus  ou  en  dessous  de  l’autre.  Mettant  — h pour  h , le  signe 
ffhm  changera  lorsque  m sera  impair,  et  la  courbe  sera  coupée 
par  son  osculatrice  au  point  commun.  On  voit  donc  qu'une 
courbe  est  toujours  coupée  par  son  cercle  osculateur. 

Des  Asymptotes . 

707.  Sj  le  développement  de/(.r -f-  h)  est  fautif,  alors  on  ne 
peut  établir  une  osculation,  qu’autant que  la  série  de  F(x-\~h) 
procédé  suivant  la  même  loi , du  moins  dans  l’ordre  des  pre- 
miers termes  qu’on  doit  comparer  : cette  condition  dépend  de 
là  nature  des  fonctions  fie  et  Fx  , et  ne  peut  avoir  lieu  qu’ac- 
^idehtellement;  le  même  raisonnement  exige  alors  qu’on  égale 
les  premiers  coefficiens  pour  qu’il  yait  osculation.  (Voy.  Fond . 
analyt.j  n°  120.  ) 

Soient  y —foc  , yz=z  Fx  les  équ.  de  deux  courbes  : suppo- 
sons qu’on  ait  développé  fx  et  Fx  en  séries,  suivant  les  puis- 
sances descendantes  de  a:  (voy.  p.  289),  en  sorte  que  chacune 
de  ces  fonctions  soit  mise  sous  la  forme 

Axa  + Bxa~l  -f  . . . -f  Mx~m  + Nx~m~n  4-. 

Si  les  exposans  de  ces  deux  développemens  sont  les  mêmes 
jusqu’à  un  certain  terme  M x~m , et  qu’on  puisse  disposer  de 
quelques  constantes  pour  rendre  aussi  les  icrs  coefficiens  égaux 
sans  introduire  d’imaginaires  , la  différence  entre  deux  ordon- 
nées quelconques  sera  -f-  ...  Il  suit  de  là  que  l’une  de 

nos  courbes  ira  en  s’approchant  continuellement  de  l’autre,  à 
mesure  que  x croîtra,  mais  sans  jamais  l’atteindre  : et  il  y aura 
un  terme,  passé  lequel  aucune  autre  courbe,  qui  ne  remplirait 
pas  ces  conditions  , ne  pourra  en  approcher  davantage.  Nos 
courbes  seront  donc  des  A symptotes  l’une  de  l’autre. 

Ainsi,  quand  une  courbe  s’étend  indéfiniment , elle  a une  in * 
fimité  d asymptotes  ) qu’on  trouve  en  développant  y~fix  en 
série  descendante  , et  prenant  pour  ordonnée  de  la  ligne  cher- 
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pliee  la  somme  des  premiers  termes  , jusqu’à  un  rang  quelcon- 
que, août  1 exposant  soit  négatif  pou  bien  ên  composant  une 
fonction  Fx  , dont  le  développement  commence  par  ces  mêmes 
premiers  termes. 

I.  Par  exemple  , pour  l’hyperbole 


bx 


a 


-f-  l bax  1 -f- . 


Donc  les  droites  qui  ont  pour  équ.  y r=r  zt  — , senties asymp- 

CL 

iotes  rectilignes , et  jouissent  seules  de  cette  propriété. 


Il  en  est  de  même  de  x ==  o et  y = o , pour  xy  — ml. 

ÎI.  La  courbe  dont  1 equ.  est  y — — est  formée  de 

y {oc*  — a2) 

quatre  branches  symétriques  par  rapport  aux  axes,  et  dont  nous 
pourrons  bientôt  trouver  la  ligure.  On  a 


yz=kx  '4- etc.,  x—  a -j-  A.—  y“*  -f-..., 

a j 

selon  qu’on  forme  le  développement , suivant  les  puissances  de 
x ou  dey.  Les  droites  qui  ont  pour  équ.  y = o et  x = a,  sont 
donc  des  asymptotes.  L hyperbole  qui  a pour  asymptotes  les 
axes  des  x et  y , et  k pour  puissance , 1 est  aussi  *,  mais  le  rap- 
prochement est  ici  beaucoup  plus  grand. 

III.  Soit  y — 3a.ry+^3~o,fig.  27  (n°  708);  on  a 

yz=z  — x — ’ a — alx*'  — ... 

La  droite  qui  a pour  équation  — x - — a,  est  donc  uns 
asymptote;  elle  se  construit  en  prenant  AB  = AC  =a  et 
tirant  BC. 

Mais  si  l’on  prend  les  trois  premiers  termes,  on  a.  . . 
xy  -f  X*  -f  ax  -f-  a*  = o • l’asymptote  courbe  dont  il  s’agit  ici 
est  une  hyperbole  LIM , dont  le  centre  est  en  C , ses  asymp- 
totes  étant  FC  , Cy  , AD  m a , DI  rr;  ~ a donnent  I pour  un 
de  ses  points  ( n ) : il  sera  facile  d’achever  la  construction. 
Cette  courbe  approchera  bien  plus  de  la  proposée , que  ne  le 
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fait  la  droite  FC.  L’autre  branche  AN  offre  une  construction 
semblable,  qu’on  obtient  en  développant  x en  y. 

IV.  Soit  enfin  y — 2x2y  — - x**  -j-  o.axy% — 5 axz=.oy 


a (Z  t/fl —7) 

Sp 


-t-Ax~l  -}-< 


p désignant  j/(i  dz  \/z).  Donc,  en  construisant  les  droites 
GF,  GH  (fig.  28),  qui  ont  pour  ordonnées  ces  deux  premiers 
termes,  on  aura  les  asymptotes  rectilignes  de  la  courbe  proposée. 


Des  Points  multiples  et  conjugués. 


708.  Lorsque  les  branches  d’une  courbe  passent  par  un  même 
point,  soit  en  se  coupant,  soit  en  se  touchant,  ce  point  est 
appelé  double , triple . . . multiple  , suivant  qu’il  est  commun 
à deux,  trois.  . . , ou  plusieurs  branches.  Étant  donnée  l’équ. 
d une  courbe,  proposons-nous  de  déterminer  ces  points,  si  elle 
en  a,  et  leur  nature. 

! 

Soient  P ~=:  o , Mÿ  y iV  ~ et 

1 equ.  en  x et^y  de  la  courbe  et  sa  dérivée  ton  suppose  P délivré 
de  radicaux. 

« 

ier  Cas.  Si  les  branches  de  la  courbe  se  coupent  au  point 
cherché  , il  y a plusieurs  tangentes  en  ce  point  : ainsi , pour 
une  valeur  de  x,  et  celle  de  y qui  y répond,  y doit  avoir 
autant  de  valeurs  qu’il  y a de  branches.  Or,  on  a vu  (n°70o) 
que  cette  condition  rend  M et  N nuis. 

2e  Cas.  Si  les  branches  de  la  courbe  se  touchent  , il  n’y  a 
qu  une  valeur  d ey'  ; et  même  , si  le  contact  est  du  11e  ordre  , il 
n’y  aura  (n°  701  ) qu’une  valeur  dey,  y"..  . y ““O  ; mais  on 
devra  en  trouver  plusieurs  pouryO).  Or,  l’équation  dérivée  de 
1 ordre  n a la  forme  MyG1')  -f-  . . . — o,  M étant  ici  le  meme 
coefficient  (n° 686)  que  pour  y',  y"..  .,  dans  les  dérivées 
successives;  et  comme  cette  équ.  est  du  ier  degré,  et  exempte 
de  radicaux,  elle  ne  peut  donner  plusieurs  valeurs  de  yb)  pour 
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une  seule  de  x etdejy  : on  a donc  encore  M—  o,  et  par  consé- 
quent , par  la  même  raison  qu’au  n°  jco. 

Concluons  de  là  que  , pour  trouver  les  points  multiples  d’une 
courbe , on  égalera  à zéro  les  dérivées  M et  N de  son  équ . 
Vr=  o , prises  tour  à tour  par  rapport  à y et  à x.  Puis}  élimi- 
nant x et  y entre  deux  de  ces  équ . 

M=  o,  N = o,  V—  o.  . . (i)  : 

les  valeurs  réelles  qui  satisferont  à la  3e,  pourront  seules  ap- 
partenir aux  points  multiples. 

Je  dis  pourront  appartenir , parce  que  la  réciproque  de  cette 
proposition  n’est  pas  vraie,  ainsi  qu’on  va  le  voir.  On  passera 
à la  dérivée  du  2e  ordre  ( n°  686)  , My"  Py2  -f-  etc.  — o ; 
et  prenant  l’une  des  couples  de  valeurs  de  x et  y qu’on  vient 
de  trouver  , on  les  substituera  ici  : y"  disparaîtra,  et  y sera 
donné  par  une  équ.  du  2e  degré.  Si  les  racines  sont  réelles,  il  y 
aura  un  point  double  ; les  deux  tangentes  à ces  branches  seront 
déterminées  par  ces  valeurs  de  y,  et  donneront  la  direction 
des  couibes  en  ce  lieu. 

709.  Mais  si  les  racines  sont  imaginaires,  il  y aura  un  point 
sans  tangente  , et  par  conséquent  tout-à-fait  isolé  des  branches 
de  la  courbe  ; c’est  ce  qu’on  nomme  un  Point  conjugué.  En 
effet,  s’il  y a un  tel  point  pour  l’abscisse  a , les  ordonnées  voi- 
sines doivent  être  imaginaires  ; en  suposant  l’équ.  V — o ,mise 
sous  la  forme  y rzzfx  , si  l’on  y met  a ±1  h pour  x , la  valeur 
correspondante  de^,  ou  f(a±:h  ),  sera  imaginaire  pour  h très 
petit.  SoityJ'O  le  ier  coefficient  qui  serait  imaginaire  dans  cette 
série  - comme  l’équ.  Æ/yW  -f- etc.  =0  ne  peut  présenter 
sous  cette  forme  , attendu  qu’elle  ne  contient  pas  de  radicaux, 
même  après  en  avoir  éliminé  y , y11.  . . y^n~l^}  il  faut  donc  que 
l’on  ait  M—oy  et  par  suite  i\r=  o. 

Ainsi , les  points  conjugués  sont  compris  parmi  ceux  que 
donnent  les  équ.  (1);  mais  on  les  distingue  en  ce  que  la  courbe 
n’y  peut  avoir  de  tangente  :y'  doit  être  imaginaire  , x et  y étant 
réels.. 
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740.  Il  pourrait  arriver  que  tous  les  termes  de  la  dérivée  du 
2e  ordre  disparussent  : alors  il  faudrait  recourir  à celle  du  3 f 
d’où  y'u  et  y"  s’en  iraient , et  qui  contiendrait  y'  au  3e  degre. 

Il  y aurait  un  point  triple  si  les  trois  racines  étaient  reelles  , et 
il  n’y  aurait  pas  de  point  multiple  dans  le  cas  contraire^ 

Quand  on  est  forcé  de  recourir  à l’équ.  du  4*  ordre  , où  y'  est 
au  4e  degré  , la  courbe  a un  point  quadruple , double  ou  con~ 
jugué  y suivant  que  les  quatre  racines  sont  reelles,  ou  que  deux 
sont  imaginaires  , ou  qu’enlin  aucune  n’est  reelle  ; et  ainsi  d© 
suite.  x 

741.  Voici  quelques  exemples. 

I.  Soit  ay3 — x3y  — bx 3 = o ; d’où 

i°. . . . ( 3 ay*  — x*  ) y — &rfl(y  -f-  b ) = o , 

20. . . . Gqyy'2  — 6*y  — Gx  ( y + b) 

3° 6 u/3  — 12  xyf — Gy— Gù  = o. 

Nous  avons  omis  les  termes  en  y‘\  y » . •>  qui  disparaîtraient 
par  la  suite  du  calcul.  De 

3 ay*  — x'3  — o , x(y  -f-  b)  = o , 

on  tire  y = — b , x=ÿ  (3 ab>),  qui  ne  satisfont  pas  à la 
proposée  ; et  x — o , y = o : 1 origine  peut  donc  etre  un  point 
multiple.  Mais  tous  les  termes  de  la  dérivée  du  2e  ordre  dispa- 
raissent; celle  du  3e  devient  ay'3  ~b  , qui  ne  donne  pour/ 
qu’une  seule  racine  réelle  ; donc  notre  courbe  n’a  pas  de  point 

multiple. 

IL  Prenons  y — . x5  + = 0 » 

d’où  zyy  (ay 2 -f-  3x2)  -f-  4*3  — -h  Gy2x  ==  o. 

En  posant  y(2ya  4*  3x2)  ~ 0 > x(4xZ  4“  ) 0 » 

on  trouve  que  x — o et  y ~o  peuvent  seules  remplir  ces 
conditions  et  satisfaire  à la  proposée.  Les  dérivées  des  a*  et 
3e  ordres  sont  par  là  nulles  d’elles-mêmes  ; celle  du  4e  devient 
y'4_|-  3 y*  4-1=0,  dont  tes  racines  sont  imaginaires;  ainsi , 
l’origine  est  un  point  conjugué» 
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III.  Pour  Af  — *aÿ3'—3ay  — 2a2x2  + a+=  o ( fîg.  29  ) „ 

011  a 6a  (y  -J-  a )yy/  -f-  4x  (x2 — a2)  =:  o 

6a  (fly  + a ) y2  -f-  12X2  — 4a*  = o. 

Yoici  comment  on  trouvera  la  figure  de  la  courbe  , qui  d’ailleurs 
est  symétrique  par  rapport  à l’axe  des  y,  puisque  x n’entre  dans 
la  proposée  qu’avec  des  puissances  paires.  On  fera 

(y  ~{~  a)  y = o , x(x2-—  a3)  = o;  \ 

et  combinant  ces  équ.  avec  la  proposée,  on  trouvera  qu’il  nu 
peut  y avoir  que  trois  points  multiples,  savoir  , 

en  D et  Dr  } où  y = o et  x = ±z  a . 

**  - ' 1 

et  en  E , ou  x ~ : o et  y — — a. 

Ces  points  sont  doubles  ; les  tangentes  Ec , Ef ] Da  , Db.  . . . 
font,  avec  Ax}  des  angles  qui  ont  pour  tangentes  y'=a  1 
peur  le  point  E , et  y = y/  § pour  Z)  et  Z)' . 

Pour  les  points  où  la  tangente  est  parallèle  aux  x’,  on  fera  y* 
nul  ,ouo~x  (x2  — a2)-  i°.  37=  o répond  = — a,  ce  qui  re- 
donne le  point  E}  pour  lequel  y estf,  et  non  pas=  o ; on  trouve 
aussi  le  maximum  en  F,  y = ± a.  20.  x=z  ±.  a donne  , outre 
les  points  D et  D\  les  minima  O et  l/pour  lesquels  yr=. § a. 

Enfin  , y = 00  , ou  jy  (jy  y o)  =0  fait  connaître  les  points 
F et  G,  où  la  courbe  a sa  tangente  parallèle  aux  y : 011  trouve 
AB  ==.  = DE. 

IY . Soit  encore  xd  -f  2ax5jy  — - a J3  — o ( fig.  3o  ) ; 

d’où  a/  (2x2  — 3y)  -f-  4x  (x2  -f  ay)  = 0. 

Après  avoir  trouvé  que  l’origine  peut  seule  être  un  point  mul- 
tiple, on  est  conduit  a la  dérivée  du  3S  ordre,  qui  donne 
y ~o  et  y z=z  zh  p/2.  Ainsi,  en  A il  y a un  point  triple  : la 
courbe  a pour  tangentes  l’axe  des  x et  les  lignes  Ab , Ac. 

On  a les  minima  H et  O en  faisanty' = 0,  ou  x(x2-f -ay)  ~0) 
d °u  y — — a et  x=  ztz  a. 

Enfin  les  limites  G et  F se  trouvent  en  posant  y—  00,  ou  2x2rr:3y?; 
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d’ou  *=ifcf  a 1/6  ety  = — J a.  * ' 

y.  L’équ.  y — ar/H-  a*  = o (fîg.  3i)  dorme 

1 ° . . . . oyy'  (ay*  — ai)  -f-  4x3  — ay*  = o , 

û° û(6y2 — ax)ÿ%  — 4ayy  + i2x2=o, 

3°. . z4yy'3  — 6qy/2  -f-  24x'—  o. 

On  trouve  que  l’origine  est  un  point  triple;  et  comme  l’on  a 
/=oet  y=oo,  les  axes  sont  tangens  à la  courbe. 

YI.  On  pourra  s’exercer  ( fig.  3a  ) sur  l’équation.  . . . 
y{  + ^ — 3oy3  -f  abxy=zo  ; la  courbe  a aussi  un  point  triple 
à l’origine.  Voy.  encore  l’ex.  IV  , p.  325 , fig.  28. 

742.  Lorsque  1 équ.  est  explicite , la  recherche  des  points 
multiples  est  bien  plus  aisee.  On  a vu  ( p.  276  ) que  l’abscisse 
correspondante  doit  chasser  un  radical  de  la  valeur  de  y,  en 
rendant  nul  son  coefficient.  Le  degré  de  ce  radical  dépend  du 
nombre  des  branches,  et  1 exposant  du  coefficient  détermine  s’il 
y a simple  intersection  ou  osculation. 

T?  K- 

L’équ.  y — (i  —X’)  y (2  — x)  donne  y'  = — . 

^ a y/  (2  — x) 

-y  perd  un  radical  pour  x = 1 , qui  ne  disparaît  pas  de  /.  Ainsi, 
l’origine  étant  en  / (fig.  33  ),'  IC~~  1 donne  un  point  double 
en  C,  pour  lequel  les  branches  se  coupent  sous  un  angle  droit, 
puisque  y — — 1 • D ailleurs,  .r  — | donne  les  maxima  vers  D 
et  D'  ; IA  = 2 fixe  la  limite  A de  la  courbe. 

Pour  l equ.  y = (2  x)  [/  (1  —x)  , la  courbe  a un  point 
conjugue  dont  1 abscisse  est  x ■=.  2 , parce  que^y  est  imaginaire 
dans  les  points  voisins.  L’origine  est  de  même  un  point  conju- 
gué pour  y ~x[/  (x  — b) . 

Enfin,  y z=  (x — a)2[/Çx — b ) -f-c  est  l’équ.  de  la  courbe 
EDFG  (fig.  34)  formée  de  deux  branches  qui  ont  en  D la 
même  tangente  ED.  Si  x — a eut  été  au  cube,  les  deux  bran- 
ches auraient  eu  même  cercle  oscillateur,  etc.  ..  Du  reste , un 
point  triple , quadruple.  . . est  annoncé  par  un  radical  du  3e , 
4e  degré. . . . 

On  a décrit  un  cercle  du  diamètre  AJ-=.2r  (fig.  33);  une  droite 
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AF  tourne  en  A y tandis  que  PN,  perpend.  à AI , glisse  paral- 
lèlement. On  demande  quelle  est  la  courbe  AMC  des  points  M 
de  section  de  ces  deux  droites  mobiles  , le  point  N étant  sans 
cesse  au  milieu  de  l’arc  ANF  sous-tendu  par  AF.  L’origine 
étant  en  Ct  les  équ.  des  droites  mobiles  PN , AF  sont  x — xy 
yz=.(l(x  — r)  ; les  coordonnées  du  point  M sont  CP  — u.y 
PM  = /3  (et  — r)  : comme  PN  est  une  ordonnée  au  cercle, 
PN2=^r* — Or,  N étant  le  milieu  de  l’arc  ANF , le  rayon 
CN  est  perpend.  sur  AF , et  les  triangles  APM , CPN  sont 
semblables  : d’où 

AP  __  PN  r — * _ t/(r*  — 

M PC  ' £(*  — r)  ~ * 


telle  est  l’équ.  de  condition  entre  les  constantes  & ét/3  ( n®492  ) ; 
en  les  éliminant,  à l’aide  de  x ~x,  @ (x- — r)  , il  vient, 

pour  l’équ.  de  la  proposée  , 


dr  \ r 
OU  V — 


X* 


rx 


J (r  -f-  x ) {/  (P  — x *) 


Il  est  aisé  de  reconnaître  la  fîg.  33.  L’origine  C a un  point 
double,  pour  lequel  y z=zh  i : les  tangentes  y sont  inclinées 
à 45  degrés  sur  AL  La  feuille  AC  a un  maximum  vers  D,  et 
ne  s’étend  pas  au-delà  du  sommet  A , qui  est  une  limite.  De 
même  que  le  point  M est  donné  par  le  milieu  N de  l’arc  ANFy 
le  milieu  N'  de  l’arc  AN1  F donne  M ' : on  a ainsi  deux  branches 
infinies  CO , COr\  les  points  O et  O'  de  section  avec  le  cercle 
ont  pour  abscisse  — {r.  Ces  branches  ont,  pour  asymptotes, 
la  tangente  au  point  /. 


Concavité  ^ convexité  et  points  singuliers 

Courbes . 


743.  On  peut  employer  les  situations  diverses  de  la  tangente 
à la  recherche  de  la  figure  des  courbes  ( 4°^>  41  0*  Étant  don- 
née l’équ.  y ~fx  , et  sa  tang.  au  point  (x  , y)  , comparons  les 
ordonnées  pour  la  même  abscisse  x -\-h  (110  722)  , lig-  2 2» 
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p'ü—y  4 ÿh,f(x+h)  — P'M'  —y+ÿh  4 

Comme  on  peut  prendre  h assez  petit  pour  que  le  signe  de 
\y"h~  soit  celui  du  reste  de  Ja  série  , l’ordonnée  de  la  courbe  est 
plus  grande  ou  plus  petite  qne  celle  de  la  tangente,  suivant  que 
y"  est  positif  ou  négatif;  en  sorte  que  la  courbe  tourne  vers 
l’axe  des  x sa  convexité  dans  le  i€r  cas,  et  sa  concavité  dans 
le  2e.  Si  les  ordonnées  étaient  négatives  , ce  serait  visiblement 
le  contraire  : donc  une  courbe  tourne  vers  l’axe  des  x sa  con- 
vexité ou  sa  concavité  , suivant  que  y et  y"  sont  de  meme  signa 
ou  de  signe  contraire . 

Il  est  aisé  de  voir  qu’au  point  d’ inflexion  M ( fig.  3q  et  4°)> 
où  la  courbe  change  sa  concavité  en  convexité  , y"  doit  aussi 
changer  de  signe,  ce  qui  exige  qu’en  ce  point  y"  soit  nul  ou  infini: 
à moins  cependant  que  y ne  change  de  signe  en  même  temps 
que  y",  le  point  qu’on  considère  se  trouvant  dans  ce  cas  sur  l’axe 
des  x.  C’est  au  reste  ce  qui  va  être  développé. 

744.  Après  avoir  pris  un  point  (a,  f 3)  sur  notre  courbe  , pour 
juger  s’il  présente  quelque  particularité  , c’est-à-dire,  s’il  est 
Singulier , il  faut  comparer  les  parties  de  la  courbe  de  part  et 
d’autre  de  ce  point,  où  l’ordonnée  est  f(udz  h).  Distinguons 
deux  cas. 

Ier  Cas,.  Le  développement  de  f O + h)  ne  contenant  pour  h 
aucun  exposant  fractionnaire  dont  le  dénominateur  soit  pah\ 

on  a 4*  ^0  ■==  @ "h"  4"  B h?  -f- . . . 

Les  coefficiens  sont  réels  , puisque  , s’ils  étaient  imaginaires,  le* 
point  (<»,  /3)  serait  conjugué  (n°  739  ).  De  plus  (quel  que  soit 
le  signe  de  h ) hb.  . . sont  réels  , en  sorte  que  la  courbe  s’é-. 

tend  de  part  et  d’autre  du  point  («,  $). 

i°.  Si  le  développement  de  f (a  4*  h)  est  fautif  dès  le  deuxième 
terme  Aha , ou  si  a est  une  fraction  >0  et  <[  1 , y'  est  infini 
(n°  696),  et  au  point  (0,  /3)  la  tang.  est  perpend.  aux  x.  En  pre- 
nant les  dérivées  relatives  à h , on  a 

f'{p  4/0  — ~ciAha~~x  4-, . f (<*  4 h')  a(a  - i^Afr  -2 
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La  valeur  de/'  («  + h)  est  destinée  à donner  la  direction  de  Ja 
tang;  au  point  de  la  courbe  dont  l’abscisse  est  * -f-  h,  puisqu’il 
est  indiffèrent  que  x ou  h ait  varié  dans  f(x  -j-  /;).  payez 
îa  note,  p.  280.  J 

l Cela  posé le  signe  de  Ah*  et  de  ses  dérivées  décide  de  celui 
des  sériés  entières  , lorsque  h est  très  petit.  Que  h soit  une  frac- 

7TL 

tion  - , où  «est  impair  : si  m l’est  aussi , l’ordonnée/ (* -|- h) 


croît  d’un  côté  et  décroît  de  l’autre  côté  de  l’ordonnée  tangente  , 

parce  que  Ayh'"  change  de  signe  avec  h.  Il  y a donc  une  in- 
flexion , disposée  comme  le  montrent  les  fig.  35  et  36,  suivant 
que  A est  positif  ou  négatif. 

Ln  effet , j"  (* +li)  change  aussi  de  signe  avec  h , parce  que 
— 2 dorme  à/?,  dans  le  ier  ternie,  un  exposant  impair m—Qn  : 
ainsi,  la  courbe  présente  d’un  côté  sa  concavité  , et  de  l’autre  sa 
convexité  à 1 axe  des  x (n°  740  )•  Nous  avons  construit  les' équ. 


y — ^ • • • (fig.  38)  ; 

(a?  — «)5...  (fig.  37). 

On  en  dira  autant  pour  y3  — azx  et  (y 1 )3  rr=  1 — :r. 

< n 

Mais  si  7?i  est  pair,  \fhm  a toujours  le  meme  signe  que  A , 
quel  que  soit  celui  de  h,  en  sorte  que  les  ordonnées,  voisines  de 
notre  tangente  de  part  et  d autre,  croissent  lorsque  A est  posi- 
tif, et  décroissent  dans  le  cas  contraire,  à peu  près  comme  pour 
les  mciximci.  La  courbe  prend  la  forme  indiquée  fig.  37  et  38 , 
que  nous  appellerons  Cércitoide  (*).  Le  signe  de  f (* 4-/7)  est 
visiblement  négatif  pour  l’un , et  positif  pour  l’autre,  en  sorte 
que  la  courbe  doit  présenter  à l’axe  des  x,  des  deux  côtés  de 


- H Nous  avons  préféré  les  dénominations  de  Cératoïde  et  Ramphoïde  à 
celles  de  rebroussement  de  la  ire  cl  de  la  2*  espèce  sons  lesquelles  ces  points 

sont  connus.  Ces  mots  sont  dérivés  de  K ipetr  corne,  P€^0<r  bec  d’oiseau » 
Eict  ûst  forme. 
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1 ordonnée  tangente , sa  concavité  ou  sa  convexité , suivant  que 
A a le  signe  -f-  ou  le  signe  — . 

Les  equ.  y — fi  -f~  (x  — 4) 2 et  y — (c  — xfl  donnent  les 
fig.  3y  et  38.  On  en  trouve  un  autre  exemple  dans  la  Cycloïde. 

2°.  Mais  si  le  développement  n’est  pas  fautif  dans  les  deux 
premiers  termes  ) a = i y b^>i  , y'  n’est  plus  infini  , et  on  a A 
pour  la  tang.  de  l’angle  que  fait  avec  l’axe  des  a;  la  droite  qui 
touche  la  courbe  au  point  (et,  fi)  : elle  est  parallèle  aux  x , si 
A~o\  inclinée  à 46%  si  A = 1 , etc. 

/ («  -f-  h)  = 0 + Ah+  Bhb 
fr(a  + h)  = A+  bBhb~l  -f.  . . . 

/"(*  + h)  = b {b  — 1)  Bh*-*+\  . . , 

D après  cela,  si  l’exposant  Z?  est  un  nombre  pair,  ou  une  frac- 
tion dont  le  numérateur  soit  pair,  la  courbe  ne  présente  au  point 
(*>  rien  de  particulier,  puisqu’elle  s’étend,  de  part  et  d’autre, 
au-dessus  de  la  tangente  si  B est  positif,  et  au  - dessous  si  B est 
négatif  ; la  différence  entre  les  ordonnées  de  ces  deux  lignes 
étant  Bhh  etc.  On  voit  d’ailleurs  qu’alors  le  signe  def"(a.-j~h) 
est  le  même  que  celui  de  B. 

C’est  ce  qui  a lieu  pour  l’équ.  j = $ -j- x2 -f*  (x *) j. 

Cependant , si  A = o , il  y a maximum  ou  minimum.  ( Voy. 
p.  3c>4).  Cela  arrive  pourj' /3  4 k ( x — et)  3. 

Quand  b est  un  nombre  impair,  ou  une  fraction  dont  le  numé- 

rateur  m est  impair,  b = Bhb , ou  change  de  signe 

avec  h , les  ordonnées  croissent  d’un  côté  et  décroissent  de 
l’autre  : de  plus  ,/*  0 + /z)  est  dans  le  même  cas,  puisque  l’ex- 
posant de  son  1 ternie  est  aussi  un  nombre  impair  b 2,  ou 

une  fraction  dont  le  numérateur  m — 2 n est  impair  : donc'il  y 
a une  inflexion  au  point  («,  /3)  , dont  la  disposition  dépend  de 
la  direction  de  la  tangente,  et  du  signe  de  B, 

Yoici  plusieurs  exemples. 

— Z*  X+(x  — ct)ï  (fîg.Sg); 
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3°.  jv~  x — C27 — ; 4°*  j'=—  C*?  — *} * (%  4°)  ; 

«7 

5°.  j = — a:  -j-  (x — *)3  (fig.  43  ) : 

îa  tangente  est  inclinée  à /pQ  dans  les  exemples  1 , 2 et  3 *,  à 
35°  dans  le  5e;  elle  est  parallèle  aux  x dans  le  4e* 

Si  b est  entier  ( c.-à-d.,  3,  5,  7),  y"  est  nul  ; on  pourra  rap- 
procher notre  théorème  de  celui  des  maxima  (n°  717).  Chacune 
des  racines  dey"— o ne  peut  répondre  à une  inflexion,  qu’au  - 
tant  que  la  ire  des  dérivées y" ",ylv...,  qu’elle  ne  rend  pas  nulle, 
est  d’ordre  impair.  Si  b n’est  pas  entier,  comme  il  est  > 1 ,y" est 
nul  ou  infini,  suivant  que  b est ou  2. 

745,  IIe  Cas.  Le  développement  de  f(«-f-h)  contenant  un 
radical  pair , l’une  des  ordonnées  f{<x,-\~h)  ou  f (ce  — h)  est  ima- 
ginaire*, l’autre  est  double,  à cause  du  radical  pair  qui  y in- 
troduit le  signe  zh.  Ainsi , la  courbe  ne  s’étend  que  d’un  côté 
de  l’ordonnée  fi , et  elle  a deux  branches. 

1°.  Si  le  développement  est  fautif  dès  le  2e  terme,  a est 
entre  o et  1 ; l’ordonnée  fi  est  tangente.  Supposons  que 

« = — , 11  étant  pair,  le  terme  ±l  A \/hm  montre  que  le 
11 

point  (<e,/3)  est  une  Limite  de  la  courbe  dans  le  sens  des  x ; elle 
a la  forme  NMQ  ou  N'MQ'  ( fig.  41  ) > suivant  que  h doit 
être  pris  en  -f-  ou  en  — ; l’une  des  ordonnées  est  }>  fi , l’autre 
est  </3  ou  PM  : d’ailleurs,  pour  les  points  voisins  de  M}  l’une 
des  valeurs  de/1"  (a-|-  h)  est  positive  , l’autre  est  négative  ; ce 
qui  prouve  que  l’une  des  branches  NM  est  concave  , et  que 
l’autre  QM  est  convexe  vers  l’axe  des  x . 

3 1 

Leséqu.y z=zk  + x±:  ( x — «)4  , et  y—k  -f-x.±:  (u—  x)± 

donnent  l’une  QMN , l'autre  (ÏMNf . Nous  en  avons  trouvé 
plusieurs  exemples  ( n°  741  )• 

Mais  si  le  radical  pair  affecte  un  des  termes  qui  suivent  Aha, 
pour  les  ordonnées  voisines  de  celle  qui  est  tangente  , fi  est 
y>  quand  A est  positif;  le  contraire  a lieu  lorsque  A 

est  négatif  ; en  sorte  que  les  branches  de  courbe  ont  ( fig.  42  ) 
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la  forme  QÆ/A^dans  un  cas,  Q'MN'  dans  l’autre.  On  voit  d’ail- 
leurs gu  alors/'  («-[-  h)  étant  de  signe  contraire  à A } la  courbe 
doit  affecter  cette  figure , que  nous  nommerons  une  Ramphoïde . 

C’est  ce  qui  a lieu  pour  y=fi  + -f/(x  — «)i. 

Quand  h doit  être  négatif,  pour  que  jf(*-|-/f)  soit  réel,  la 
courbe  est  a gauche  de  l’ordonnée  tangente  PM. 

2®.  Lorsque  le  développement  n’est  fautif  qu’au-delà  du  12e 
terme  , az=:  1 et  la  tangente  à la  courbe  au  point  («,/$)  sera  fa- 
cile à construire.  Si  le  terme  Bhl  porte  le  radical  pair,  il  a la 

forme  àzB\Zhm\  l’une  des  branches  est  au-dessus  de  la  tan  g.,, 
1 autre  s’abaisse  au-dessous,  puisque  cette  droite  a pour  ordonnée 
+4h:i  1 y a donc  une  Cératoïde . On  a y7  nul  ou  infini , 

suivant  que  £ est  > ou  <2.  Pour  Yéqu.  y—z@ -{-x  -f-  (pc — 

(%.  4 5)  la  tangente  est  inclinée  à 4^°* 

Pour  %y~ — 1 — x-\-  2 (1  — ■x)ï,  on  a la  fig.  44* 

Mais  si  1 exposant,  dont  le  dénominateur  est  pair,  est  au-delà 
de  Bhb , le  signe  de  B suffit  pour  décider  quelle  est  la  plus 
grande  de  l’ordonnée  de  la  courbe,  ou  de  celle  fi  -f-  Jh  de  la 
tangente.  On  voit  donc  qu’il  y a une  Ramphoïde , On  a (fig.  46), 
pour  l’équation 

y — Z3  + x + ax*-\-  b\/x5. . . la  courbe  QMN , 
y — fi-\-x  — ax*  + b {/x5 ...  la  courbe  Q'MN'. 

746-  Concluons  de  la  que,  i°.  aux  limites,  dans  le  sens  des 
x ou  dans  le  sens  des  y',  y'  est  nul  ou  infini. 

û°.  Aux  inflexions  et  aux  cératoïdes , y"  est  nul  ou  infini. 

5°.  Pour  trouver  les  points  singuliers , il  faut  prendre  la  dé- 
rivée My  -|-Ar  =0  de  l’équ.  <p(x,y)  = o de  la  courbe  - faire 
M-=z  o ou  N—  o ; en  tirer,  à l’aide  de  <p(x,y)  =0,  les  ra- 
cines qui  peuvent  seules  appartenir  aux  limites. 

4°-  Cn  prendra  de  même  la  dérivée  du  2e  ordre,  ou  celle 
, M . _ „ Q 

de  y — — qui  donne  y j=  A (règle  n°  665),  puis  on  po- 
sera Q = o9  ou  o. 
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5°.  Il  faudra  ensuite  chercher  le  développement  d ef(x-\-h) 
pour  chacune  des  valeurs  de  x ainsi,  obtenues,  oü  plutôt  recon- 
naître le  cours  de  la  courbe  de  part  et  d’autre  du  point  quelles 
déterminent. 

6°.  Les  ramphoïdes  et  les  cératoïdes  peuvent  être  considé- 
rées comme  des  points  multiples  et  soumis  à la  même  analyse  ; 
elles  ont  une  tangente  commune  à leurs  deux  branches  au  point 
de  rebroussement. 

7°.  On  peut  encore,  dans  la  discussion  des  équations,  s’ai^- 
der  du  développement  d e y en  série  ascendante  ou  descen- 
dante (n°  707)  suivant  les  puissances  de  xj  on  aura  aisément 
les  limites  de  la  courbe,  si  elle  en  comporte  ; et  pour  les  branches 
infinies,  on  obtiendra  leurs,  asymptotes  courbes  ou  droites,  etc. 

Yoici  encore  quelques  exemples  : on  en  trouvera  beaucoup 
d’autres  dans  le  Traité  de  Cramer, 


y—  x + V(x—  i), 
y=x  + ÿ(x—i)3, 

y =x2 +{/(.*— 


ax 


y—  tA*8  + 
y — \Z(x~-  0£ 


y~x*-f-l/(x  — 2)  (fig-40» 
y=X3-\-  \/x3  (hg.45), 

y = ax*  + [/x5  (fig.  46)  , 

3 

y—V  (x— *)xo+x  (hg. 24) , 
(%•  37)  > y— p— V 


y = ,ra  -J-  \/(x  — J )5  (fig‘  Sg),  yz=zx3  + a;2—  \/ (Fig.  40)4 
Des  Surfaces  et  des  Courbes  dans  l’espace * 

' 1 ' .V  . V»  % 

7 47.  Soient  z-=f(x,y),  Z = F(X,  Y)  les  équations  de 
deux  surfaces  courbes  ; pour  qu’elles  aient  un  point  commun 
(oijjyz.),  il  faut  que  pour  les  mêmes  ordonnées  Z~=z , on  ait 
X , y=zY.  Prenons  sur  chacune  un  autre  point  répon- 
dant aux  abscisses  x + b et  y -f - k\  nous  représenterons,  pour 
abréger,  les  z correspondans  (n°  705)  par 

z -f- ph  -f- ~ rh1  -f-, . . Z -f-  Ph Ph 2 - f . . 

4 -<7&  + shk Shk  . 

“f  i “b  • • • “Pi  Tk*~Y . . . 
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La  distance  entre  les  deux  points  dont  il  s’agit  est 

(P—p)h  + (Q  — ç)k  + ±(Ii—r)  h 2 + ... 

Si  P p et  Ç)z=zq , c.*-à-d.  si  les  différentielles  partielles  du 
a®r  ordre  de  nos  fonctions  f et  F sont  respectivement  égales,  les 
raisonnement  du  n®  feront  voir  qu’une  3e  surface  ne  pourra 
approcher  des  premières  autant  quelles  approchent  l’une  de 

1 autre,  à moins  que  celle-là  ne  remplisse  les  mêmes  condi- 
tions à leur  egard  : il  y a alors  contact  du  ] er  ordre.  Pour  le 
contact  du  2e  ordre,  il  faudrait  en  outre  que  les  différences 
partielles  du  2e  ordre  fussent  aussi  égales  entre  elles  , ou 

R = r , S — s,  T=zt, 

Par  ex. , tout  plan  a pour  équ.  (n96ig)  Z=AX-\-  BY C; 
sa  position  dépend  des  trois  constantes  A,  B,  C : on  peut  donc 
les  déterminer  de  maniéré  a établir  une  osculation  du  premier 

ordie.  et  z étant  les  coordonnées  du  point  de  contact  il 
vient  y a 

z — Xx  -j-  B y -f-  C , p~  A , q = B, 

àz  î 

p et  q désignant  toujours  les  fonctions  g—  , tirées  de  l’équ. 

2 de  la  surface  courbe  ; cette  équ.  ayant  par  consé- 
quent pour  dérivée  âz—pdx -f-qdy.  Si  l’on  élimine  A,  B,CP 
on  trouve,  pour  le  plan  tangent, 

Z — 2 = p (X  — x)  +q(K—  y)..  .{A). 

Une  fois  l’équ.  du  plan  tangent  obtenue,  il  sera  facile  de 
trouver  tout  ce  qui  se  rapporte  à sa  position.  Par  ex. , le  cos. 

de  l’angle  qu’il  fait  avec  le  plan  æy,  est  $ = i 

La  normale  passe  paf  le  point  O, y/, s)  ; elle  est  de  plus  per- 
pendiculaire au  plan  tangent  ; ces  conditions , exprimées  en 
analyse  (n°  628),  donnent,  pour  les  équ.  de  la  normale, 

X — x -f-p  (Z  — z)  =0  , Y — y -j-q  (Z  — 2,)  — o...  ( B ). 

748.  Yoici  plusieurs  exemples  de  l’usage  qu’on  peut  faire  des 
équations  A et  B : 
a. 


2-2 
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I.  Tous  les  cylindres  ont  cette  propriété  distinctive  que  le 
plan  qui  les  touche  en  un  point,  touche  selon  une  génératrice , 
droite  parallèle  à une  autre  ( n°  620  ) dont  on  donne  les  équ. 
x = az}  y — bz.  Énonçons  ce  fait  en  analyse , et  nous  aurons 
exprimé  que  la  surface  touchée  est  un  cylindre  , sans  avoir  par- 
ticularisé la  courbe  directrice  ; nous  aurons  donc  l’équation  de 
toute  espèce  de  cylindre.  On  a donné  (n°  627)  la  condition  du 
parallélisme  d’un  plan  avec  une  droite  : elle  devient  ici  (où 
A - -p,  B ==  q) , ap  -f-  bq  — 1 , équ.  cherchée  (wy.  p.  286). 

II.  Le  plan  tangent  au  cône  passe  par  le  sommet.  Mettons 
pour  X , Y et  Z y dans  l’équ.  ( A ) , les  coordonnées  at  b , c de 
ce  point,  et  l’équ.  z — c~p{oc — ci)  + q (y  — b)  , expri- 
mant la  propriété  qui  caractérise  toute  surface  conique , quelle 
qu’en  soit  la  base,  sera  l’équ.  de  cette  surface  (n°  jod')^ 

III.  Ima  ginons  qu’une  droite  coupe  sans  cessé  l’axe  des  z et 
demeure  horizontale  , tandis  qu’elle  glisse  le  long  d’une  courbe  : 
elle  engendre  une  surface  nommée  Candide , à cause  de  sares- 
semblance  avec  un  cône  , dont  le  sommet  serait  une  arête.  Ce 
qui  caractérise  ces  surfaces,  c’est  qu’un  plan  les  touche  selon 
une  génératrice  horizontale  : exprimons  analytiquement  cette 
propriété.  En  faisant  Z~  z y dans  l’équation  (A) , nous  avons 

— x)  p -J-  (Y — • y)  q = ° ; ce  sont  les  équ.  d’une  horizon- 
tale tracée  dans  le  plan  tangent.  Pour  que  cette  droite  coupe 
g axe  des  z,  il  faut  que  sa  projection  sur  le  plan  xy  passe  par 
l’origine , eu  bien  que  px  -f- qy  =■  o : telle  est  l’équ.  de  tous 
les  conoides. 

IY.  Toute  normale  d’une  surface  quelconque  de  révolution  , 
va  couper  Taxe-,  donc,  si  l’on  élimine  X,  Y , Z , entre  les  équa- 
tions (/>)  de  la  normale  et  celles  de  l’axe  de  révolution,  l’équ. 
résultante  en  x , y,z,  exprimant  la  propriété  énoncée,  sera 
celle  de  la  surface  de  révolution,  quel  qu’en  soit  le  méridien. 
Par  ex. , si  l’axe  est  celui  des  z,  dont  les  équations  sont  X=o, 
Y — o , l’élimination  donne  py~qx,  équ.  de  toute  surface  de 
révolution  autour  de  l’axe  des  z (n°  7c5). 

Lorsqu’on  veut  particulariser  une  espèce  de  surface  cylîn- 
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drique , conique...,  il  faut  introduire,  pour  p et  q,  des  fonc- 
tions de  x et  y t qui  sont  déterminées  par  la  nature  de  la  courbe 
directrice  donnée.  C’est  ce  qui  sera  examiné  par  la  suite  (voyez 
ncs  879  et  880).  , / 

749.  Nous  avons  traité  (n°  720)  des  maxima  des  fonctions 
de  deux  variables.  Il  en  résulte  que  si  l’on  veut  trouver  les  z 


maxima  ou  minirna  dune  surface  courbe,  dont  on  a l’équation 
z—f(x>y)}  d faudra  .poser  p~  o,  q~o  (le  plan  tangent  pa- 
rallèle aux  ;ry)  , et  éliminer  x,  y et  z entre  ces  trois  équ.  ; mais 
les  coordonnées  ainsi  obtenues  , n’appartiendrOnt  à des  points , 
pourvu  de  la  propriété  dont  il  s’agit,  qu’autant  qu’elles  satisfe- 
ront à la  condition  (2)  (p.  5o5)  , qui  apprendra  à distinguer  le 
maximum  du  minimum . 


760.  Pour  que  le  p!an  tangent  soit  perpend.  au  plan  yz , il 
faut  que  son  équ.  soit  réduite  à la  forme  Z — z^q(Y — y ) 
(n°  61 5)  ; ainsi  p = o.  Plus  généralement,  soit 

S - ï C • ^ T-  ; ‘ - 

. - Pàx  Çdj  -|-  Zïdz  ==  o , 

la  différentielle  de  l’équ.  d’une  surface  (n°  704)  ; P ~ o est  la 
condition  qui  exprime  que  le  plan  tangent  est  perpend.  au  plan 
yz.  Il  faut  donc  que  les  coordonnées  x , y,  z du  point  de  con- 
tact, satisfassent  à l’équ.  P z=  o,  et  à celle  <p  (x,y,z)  = o de 
la  surface.  Ces  équ.  sont  donc  les  équ.  de  la  courbe  qui  jouit  de 
îa  propriété  que  le  plan  tangent  soit  perpend.  au  plan  yz  ; 
cette  courbe  est  la  limite  de  la  surface  dans  le  sens  des  yz . 
Ainsi,  en  éliminant  x ',  ori  a la  projection  de  la  surface  sur  le 
plan  desyz.  De  même,  celle  sur  le  plan  xy  se  trouve  en  élimi- 
nant z entre  0 = 0,  et  /i  rr  o ; les  deux  équ.  P = q , Q ose 
rapportent  au  maximum  de  zt  etc. 

Pour  la  sphère,  par  exemple  (n°  614)  , 

(x  — a'p  + (y  — by  4-  (2-  — c)2  = r% 

la  dérivée  relative  à z seul,  est  s — c—  o ; éliminant  2,  on 
a Çx  — ay  + (y  — by  — r\  pour  l’équ.  du  cercle  de  projec- 
tion sur  le  plan  xy  ; ce  qui  est  d’ailleurs  visible. 
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75 1 . Projetons  sur  le  plan  xy  l’arc  s de  courbe  dans  l’espace , 
puis  développons  (n°  287 , 4°*)  le  cylindre  formé  par  le  sys- 
tème des  perpend.  à ce  plan  : la  base  est  un  arc  A , projection 
de  l’arc  Or,  on  peut  concevoir  cet  arc  s rapporté  aux  coor- 
données rectangles  A et  z,  puisque  A est  étendu  en  ligne  droite , 
l’aire  t du  cylindre  et  la  longueur  de  l’arc  5 , seront  données 
(n°  727)  par  les  relations  t'  = z,  /s=n:i  4-  z'2,  dans  lesquelles 
les  dérivées  se  rapportent  à A.  Si  l’on  veut  quelles  soient  rela- 
tives à x , on  aura  (n°  694) 

a£  = zdA,  ds2  = dAa  -f-  dz2. 

Mais  l’arc  A est  rapporté  aux  variables  du  plan  xy,  en  sorte  que 
dA‘2i±±  dx2  -f-  dy 2 ; donc 

d t z=z  z ^/(dx2  -f-  dy2) , 

d^2  = dxa  -f-  dy2  -f  - d z2. 

Une  courbe  dans  l’espace  est  donnée  par  les  équ.  de  deux  sur- 
faces dont  elle  est  l’ intersection,  telles  que  M = o,  N ==  o ; 
qu’on  en  tire  les  différentielles  dy  et  dz  en  fonction  de  a:,  et 
qu’on  substitue,  l’intégration  de  ces  formules  donnera,  d’une 
part  l’aire  t du  cylindre  droit,  qui  a pour  base  la  projection  de 
l’arc,  et  qui  est  terminée  par  cet  arc;  et  de  l’autre  la  longueur 
de  l’arc  rectifié. 

7^2.  Supposons  que  le  trapèze  curviligne  CB  MP  (fîg.  22) 
tourne  autour  de  l’axe  Ax  ; cherchons  le  volume  v et  l’aire  u 
du  corps  de  révolution  qu’il  engendre,  l’équ.  de  l’arc  BM étant 
donnée,  y^=zfx.  Soient  v~Fx,  u = <px;  il  s’agit  de  déter- 
miner les  fonctions  F et  f Attribuons  à x l’accroissement 
PPf  = h ; y,  v et  u deviendront  y k,  v -{-i  , u -f-  / • d’où 

k—y'h  -f-...,  i ==  vh  -f-. , . , 

Il  s’agit  maintenant,  pour  appliquer  la  méthode  des  limites , de 
trouver  des  grandeurs  qui  comprennent  entre  elles  les  accrois- 
semens  i et  Z,  quelque  petit  que  soit  h. 

i°.  Les  rectangles  MP'Q , LP'  engendrent,  dans  leur  révo- 
lution autour  de  Ax , des  cylindres  dont  les  volumes  sont 
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«t  n{y  -i-kyh  (n°  3o8)  : leur  rapport  ayant  l’unité  pour  limite  , 

et  le  volume  i , engendré  par  Faire  MM*  P' P,  étant  toujours 

intermédiaire  entre  ceux-ci,  l’unité  doit  être  aussi  la  limite  du 

i v *4-  etc. 
rapport  — -r  ou  — — 

*yh  „r 


; donc ....  A = *y2 . 


2°.  La  corde  MM'  et  la  tangente  MH  décrivent  des  troncs 
de  cône,  dont  les  aires  (n°  290,  5°.)  sont  %{py  -f-  k)  MM 1 et 
nT(py  -f -y' h) RM  : le  rapport  de  MM'  à MH  tend  sans  cesse 
vers  l’unité  (110  727)  • la  limite  du  rapport  de  nos  deux  aire* 
est  donc  1 , qui  est  par  conséquent  celle  de 


w( sy  -h  k)  MMr 

T ' 


7T(gy  -f  h) . V(i  -f-  y'%  + Y y"  h . . .) 
u -f-  ^ u h — {—  . . . 


attendu  que  Faire  l décrite  par  l’arc  MM'  est  intermédiaire 
entre  les  premières,  quelque  petit  que  soit  h.  Donc 


u'  = 2:ry  \/ ( 1 -4—  y ) =— : QTrys'-* 

On  mettra  fx  pour  y dans  ces  valeurs  de  v et  u , et  oq  in- 
tégrera; c.-à-d.  qu’on  remontera  aux  fonctions  v et  u dont  elles* 
sont  les  dérivées  (n°  810). 

753.  Traçons  sur  un  plan  AP  B (Fig.  47)  un  trapèze  CD  EF. 
Soient  cdef  sa  projection  sur  un  autre  plan  AQB,  et  « l’angle 
de  ces  deux  plans  ; supposons  que  les  côtés  CD , FF  soient  per- 
pend.  à l’intersection  AB  , on  a (n°  63 1)  cd  — CD  X eos*, 
ef  = EF  X cos  es  ; donc  Faire  du  trapèze 

cdef  —±GHX  ( CD  + EF)  cos*  = CDEF.X  cos*. 

Cette  relation  entre  notre  trapèze  et  sa  projection  a également 
lieu  pour  un  triangle  quelconque  DI  F (Fig.  48),  puisqu’en  menant 
les  perpend.  CD,  EF  s ur  AB,  et  CE  parallèle  à DF,  on  forme  le 
parallélogramme  CDEF,  dont  Faire  est  double  de  celle  du  trian- 
gle DIF.  Or,  d’une  part,  toute  Figure  rectiligne  est  décomposabîe 
en  triangles;  de  l’autre  , on  peut,  par  la  méthode  des  limites  , 
étendre  aussi  la  proposition  à toute  aire  plane  curviligne.  Don« 
la  projection  P sur  un  plan  d'une  aire  plane  quelconque  A,  est 
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le  produit  de  cette  aire  par  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  plans 
P — A COS  ai. 

Soient  donc  où,  a , a , les  angles  que  fait  une  aire  plane 
A avec  les  plans  coordonnés;  P,  P' , P",  ses  trois  projections; 
on  a 

P r=r  A COS  a,  , P'  = A COS  où  , P"  = A COS  où"  \ 
faisant  la  somme  des  carrés,  il  vient 

A*  — P2  -h  P * + P"\ 

à cause  de  co szœ  -f-  cos2A  -f-  cos2</  — 1 (n°  633,  3°.)  Donc, 
le  carré  d’ une  aire  plane  quelconque  eUla  somme  des  carrés  de 
ses  trois  projections  sur  les  plans  rectangulaires  coordonnés. 
Ces  théorèmes  servent  à trouver  l’étendue  des  surfaces  planes 


situées  dans  l’espace,  en  les  rameront  à être  exprimées  à l’aide 
de  deux  variables. 

754.  Soit  z~f{pc,y)  l’équ.  d’une  surface  courbe;  menons 
quatre  plans  parallèles  deux  à deux,  à ceux  des  xz  et  clés  yz  ; 
cherchons  le  volume  V et  l’aire  U du  corps  MNEF  (lig.  49) 
renfermées  entre  ces  limites.  Attribuons  à a:  et  y les  accroisse- 
mens  h et  le  point  M{x,y,z)  sera  comparé  au  point  C ; le 
corps  aura  pris  l’accroissement  renfermé  entre  les  plans  ME , 
SD,  SB,  FM  ; F-  et  U sont  donc  des  fonctions  de  x et  y qu’il 
s’agit  de  déterminer,  x étant  augmenté  de  h , et  y de  k,  /^sera 
accru  (n°  7<o3)  de 


dV,  . àFj  . d2V  h * 

h-\-  -7—  « + — — -f- 


x 


dy 


dx 2 


2 


d2V  . T . d2V  k* 

hk  + ~T~Ï  • — 1 •••  > 


gx 


dy 


2 


or,  si  l’on  n’eût  fait  croître  que  x de  h , ou  bien  que  y de  h,  le 
corps  aurait  reçu  l’augmentation 


dV 

MP  RB  F = -r  - h + 
dx 


d'V  h* 
dx2  2 


dV , d2Fê2 

PEDMQ—  ~ Htt-  -h-.  ; 

dy  dy  2 


x 


d2F 


donc,  en  retranchant,  on  a yolume  A/  CR  Q = "dxdy 
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On  verrait  de  même  que  l’aire  DIC  ~ - — - hk  4-..» 

dxdj' 

Pour  appliquer  ici  la  méthode  des  limites , cherchons  des 
grandeurs  entre  lesquelles  ce  volume  et  cette  aire  soient  tou- 
jours renfermés  , quelque  petit  que  soit/z  *,  représentons  le  corps 
MCRS QP  à part  (fîg.  5o). 

i°.  Le  parallélépipède  rectangle  MP  S s a pour  volume  hkz  ; 
celui  du  parallélépipède,  construit  sur  la  même  base , et  dont 
SC  — z -j-  l est  la  hauteur,  est  hk  (z  -f- 1)* 

Le  rapport  — — de  ces  volumes  ayant  l’unité  pour  limite , 

Z “4—  L . 

\ y 

1 est  aussi  la  limite  de 


On  mettra  donc  pour  z sa  valeur  f(x, y),  puis  on  intégrera 
deux  fois , d’abord  relativement  à x , en  regardant  y comme 
constant'  enfin,  on  intégrera  de  nouveau  le  résultat  par  rap* 
port  à y seul  (uoy.  n°  811). 

20.  Menons  un  plan  tangent  M/  au  point  M(.r,  y>z)  ; l’arre 
Mr's'q qui  est  renfermée  entre  les  plans  MR,  MQ,  Qsr,  s' R, 
est  (n°  753)  le  quotient  de  sa  base  PQRS  divisée  parie  cosinus 
de.  l’angle  quelle  fait  avec  le  plan  xy , savoir  : 


1 

V/O  “h P2  “H 


— — M\/(i  +p2  + <f)- 


Mais  il  est  facile  de  voir  que  l’unité  est  la  limite  du  rapport  de 

d2  f/  , 

hk  4-.  . . , à cette  quantité.  Donc 

dxdy 


d m 

dxdy 


;=  V/(  i -r- P2  -f  </*)♦ 

/ 


Il  faudra  donc  différencier  l’équ.  z~f(x,ÿ)  de  la  surface  , 
puis  de  dz  — pdx-Lqdy,  tirer  les  valeurs  de  p et  q en  fonc- 
tion de  x et  y,  et  les  substituer  ici  ; enfin  , intégrer  comme  oa 
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la  dit  ci-dessus,  IN  ous  donnerons  des  applications  de  ces 
verses  formules  (n°8i5). 

’jd'd.  Imitons  en  trois  dimensions  ce  qui  a été  dit  des  oscula- 
tions des  courbes  planes.  zt=zf(pc,y),  Zz=zF{X,Y)  sont  les 
equ.  de  deux  surfaces  courbes  \ si  elles  ont  un  point  commun 
(jc>y , 2) } pour  en  comparer  1 ecartement  dans  les  parties  voisines 
de  ce  point , on  changera  X et  x en  a:  -J-  h , Y et  y en  y -f-  k , 
et  on  prendra  la  différence  Y des  z.  Continuons  de  supposer 

âz d2z__  d2s  d2s 

dx~p’  ày~q'  àx>~ r’  didÿ~s‘  dp— f; 

que  de  meme  Py  Q.  . . aient  de  semblables  significations  pour 
la  2e  surface.  On  démontrera  précisément,  comme  n°  7^0,  que 
si  1 on  a P —p,  Q = q,  la  différence  «h  étant  du  2®  ordre  en  h 
et  k,  aucune  autre  surface,  qui  ne  remplirait  pas  les  mêmes 
conditions,  ne  pourrait  approcher  de  la  ire  surface  autant  que 
je  fait  la  2e;  et  si  en  outre,  on  a R~r,  S s , Tt=zt,  l’oscu- 
lation sera  du  2e  ordre  , et  les  deux  surfaces  auront  un  plus 
grand  degre  de  rapprochement  dans  la  région  voisine  du  point 
commun  ; et  ainsi  de  suite* 

Soit,  par  ex.,  un  plan  Z-=z  A X-y  BY C;  il  aura  un 
contact  de  itr  ordre  avec  la  surface  z==f(x,y)  , si  l’on  déter- 
mine les  constantes  J,  B,  C par  ces  conditions,  que  le  plan 
passe  par  le  point  donné  (r, y,z) , et  qu’on  ait  A —p}  B~q, 
De  là  résulté  1 équ.  ( A ) du  plan  tangent  (n°  7 47). 

Pour  la  sphère  , on  a l’équation 

( x — ay  -f  (F  - by  4-  (Z  — cy  = n\ 

On  établit  ainsi  un  simple  contact  au  point  x}y,z  (n°  704  ) , 

(x  — ay 2 + (y  ~ by  4-  (a  — c)2  = n 2 

(.r  — a)  +p(z  — c)  ==  o , y — byq(z  — c)  = o ; 

ces  trois  équations  déterminent  les  coordonnées  du  centre  de  la 
sphère,  dans  le  cas  d’un  simple  contact,  et  lorsque  le  rayon  11 

0:t  donné,  En  posant,  pour  abréger,  (i  y p--  ~f f féii- 
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mînation  donne 

a =.  x np$  y b ==: y -f-  nqtp  , c — z — w<p...(i); 

cette  sphère  a même  plan  tangent  aue  la  surface  ; son  centre  est 
sur  la  normale,  équ.  ( B ).  Pour  que  l’osculation  fût  du  2e  ordre, 
il  faudrait  déterminer  l’arbitraire  n de  manière  à rendre  Rz=r, 
S = s , T—t  : il  est  clair  qu’on  ne  peut  remplir  ces  trois  con- 
ditions, et  qu’en  général  une  surface  n’a  pas  une  sphère  oscu- 
latrice  comme  une  courbe  a un  cercle  osculateur. 

766.  Mais  rendons  la  somme  des  termes  du  2e  ordre  de  la 
série  (n°  747)  les  mêmes  pour  la  sphère  et  notre  surface,  ou 

F — f-  2 Sa  - J - ta 2 "zzz.  R *4“  2 Sa  T.  «sa, 

a étant  le  rapport  k\h  ; on  trouve 

(z,--c)/i-fi--f-p2==o,  (z—c)S  + pq—  o,  (z-~c)T+  i+q*=z=o, 
(s  — c)  (r-f-  2as  -f-  ta2)  4- 1 -f- p^-j-spqa  + (i-f  q*)a2zz=  o...(s)  , 

p,  q,  r,  s , t sont  des  fonctions  de  x et  y,  qu’on  tire  de  l’équa- 
tion z z=zf(pcyy)  de  la  surface  proposée  ; a est  la  tangente  de 
l’angle  que  fait,  avec  l’axe  des  .r,  une  droite  qui  touche  au  point 
commun,  et  est  menée  dans  une  direction  arbitraire.  Cette  équ. 
fait  connaître  z — c en  fonction  de  x,  y et  a ; les  équ.  (1) 
donnent  ensuite  a,  b y et  le  rayon  n de  courbure  de  la  Section 
faite  par  un  plan  passant  par  la  normale  et  la  tangente  dont  il 
s’agit.  On  peut  donc  trouver  les  courbures  de  la  surface  dans 
toutes  les  directions  imaginables. 

Ayons  sur-tout  égard  aux  sections  dont  la  courbure  est  la 
plus  grande;  faisons  varier  n par  rapport  à a seul,  et  posons 
n'  — o (n°  717).  Mais,  d’après  l’équ.  (1),  on  a alors  c'rrro;  pre- 
nons donc  la  dérivée  de  l’équ,  (2)  relative  à c et  a , et  faisons 
c nul  : 

+ + -f  — 0 | ^ 

d’où  (z. — c)  sa  -f-  pqa-\-  (z>— ~c)r-|-  1 -\-p2  = - o J 

en  multipliant  par  a et  retranchant  de  (2).  Il  est  aisé  d’éliminer 
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a.  entre  ces  deux  équ.  , et  d arriver  à cette  relation  destinée  à 
donner  z — c , 

— c) 2 + B (z  — c)  + — o. . . (4)  ; 

où  A~tr  sJ-)  B = r (i  ~Fq°)  -|-  t(i  -j-p2)  — zpqs. 

On  en  tire  deux  valeurs  de  z c , et  par  suite  (i)  donne  les 
rayons  n de  la  plus  grande  et  de  la  moindre  courbure  de  la  sur- 
face au  point  donné  (x,y,z)  enfin,  Tune  des  équ.  (3)  fait  con- 
naître a,  , ou  les  directions  de  ces  deux  courbures. 


Concevons  nos  deux  lignes  de  courbure  tracées  à la  surface 
pioposee  : elles  sont  indépendantes  du  système  d’axes  auquel 
celle-ci  est  rapportée , et  restent  constantes  lorsqu’on  change  de 
plans  coordonnés.  Prenons  le  plan  tangent  pour  celui  des  xy\ 
il  est  visible  que  x}y}  z,  p et  q sont  nuis,  et  les  équ.  (3) 
deviennent 

c(y  -f-  tu)  a , cÇsx  -f-  r)  — î ; 
d où  su?  _{~  t/,(r . — t)  — s — o. 


Le  produit  des  deux  racines  de  a.  étant  — î , on  en  conclut  que 
les  deux  courbes  se  coupent  à angle  droit.  Donc,  à l’exception 
des  cas  très  particuliers  où  l’équ.  (4)  serait  satisfaite  d’elle- 
meme,  sur  toute  surface , si  Ion  prend  un  point  quelconque , il 
y a toujours  deux  plans , passant  par  la  normale  en  ce  point , 
qui  sont  perpend.  V un  à V autre , et  donnent  lapins  grande  et 
la  moindre  courbure  de  la  surface.  Les  équ.  précédentes  font 
connaître  ces  deux  directions,  et  par  suite  les  rayons  de  ces 
deux  courbures. 


75y.  Étant  donnée  une  courbe  dans  l’espace  , par  les  équ.  de 
deux  surfaces  dont  elle  est  l’intersection,  en  éliminant  successi- 
vement x et^y  entre  ces  équ.,  on  aura  remplacé  ces  surfaces  par 
deux  cylindres  perpend.  aux  plans  coordonnés  des  xz  etdesyz, 
et  les  équations  résultantes , z —fx , z — Fy , seront  celles  des 
projections  de  la  courbe  sur  ces  plans.  Une  tangente  à la  courbe 
l’est  aux  cylindres , et  par  conséquent  aux  projections  5 ainsi  les 
équations  de  la  tangente  sont 


Z z — p é A"  — x) , z 


z = q(Y-y). 


! 
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Qu'on  mett ef'x  et  F'x  pour  p et  q,  et  ces  équ.  seront  détermi- 
nées. En  éliminant  x , y,  z,  entre  nos  quatre  équ.,  on  a une 
relation  entre  X,  Y,  Z , qui  est  1 équation  de  la  tangente  en  un 
point  quelconque  de  la  courbe,  c.-à-d.  celle  de  la  surface  en- 
gendrée par  une  droite  mobile  sans  cesse  tangente.  Si  cette  sur- 
face est  un  plan,  la  courbe  est  plane,  autrement  elle  a une 
double  courbure  : on  distinguera  cône  aisément  ces  deux  cas 
l’un  de  l’autre. 

Au  point  de  contact  il  y a une  inimité  de  perpend.  à la  tan- 
gente • cette  multitude  de  normales  déterminent  le  plan  normal  p 
dont  il  est  facile  de  trouver  l’équ.  ( n°  628  ) , 


X—x 

P 


* 


758.  On  peut  appliquer  la  théorie  des  contacts  des  surfaces 
aux  courbes  à double  courbure  * nous  ne  pouvons  entier  ici 
dans  ces  détails.  [ Voyez  Fond,  analyt.  (n°  1 4 1 ) j et  1 Anal, 
appl.  de  Monge.  ^ Bornons-nous  à la  recherche  du  plan  oscula - 
teur  Soient  z~jxy  yz=cpx  les  equ.  de  la  courbe;  celle  du 
plan  qui  passe  par  le  point  (xy,z) , est 

Z — z—A(X — — y). 


Déterminons  X et  B en  établissant  un  contact  du  2 ordre.  Si 
l’on  change  x en  a:  4-  h , y et  s recevront,  pour  la  courbe,  les 
accroissemens 


k — F(p" . ..  , l = hf  H-  i . 

Mettons  donc  x -f-  h , y + h , z-\~l  pour  X}  L,  Z , dans  1 eqm 
du  plan  : il  vient  l~  Ah  -f*  B h , ou 

hf  -f- 1 hf  -f ...  = (A  -f  Bqï  )h  4-  i Bhy  +... 

Les  arbitraires  A et  B seront  déterminées  par  ces  deux  condi- 
tions A- f-  Bq>'  ~f'}  B<ptt=:fu\  donc  X équation  du  plan  oscu - 

lateur , est 

f ( z — f)  = ( fY -j  Y ) (x—  x)  4-/'  (Y  - 9) • 
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De  la  méthode  infinitésimale . 

769.  Nous  avons  déjà  remarqué  (tome  I,  note,  page  28a) 
en  appliquant  la  méthode  des  limites  (n°  1 1 3)  à une  équ.  entre 
des  constantes  et  des  variables,  qui  peuvent  être  rendues  aussi 
petites  qu  on  veut,  que  lorsqu  on  n’a  besoin  que  de  la  relation 
qui  lie  les  termes  constans  ; ce  n’est  pas  commettre  une  erreur 
que  de  négliger  dans  le  calcul , quelques-uns  des  termes  qu’on 
sait  devoir  disparaître  par  la  nature  même  du  procédé.  La  cer- 
titude mathématique  ne  sera  donc  pas  altérée  par  ces  omissions 
volontaires , pourvu  qu’on  se  soit  assuré  qu’en  effet  elles  n’af- 
fectent que  les  quantités  qui  n’entrent  pas  dans  le  résultat. 

On  pourra  donc  , dans  toute  question  semblable  , omettre  les 
termes  indéfiniment  petits , que  les  geometres  ont  appelés,  avec 
Leibnitz,  des  infiniment  petits . En  se  dispensant  d’y  avoir  égard, 
on  abrégera  beaucoup  les  calculs,  puisqu’il  est  souvent  difficile 
d’évaluer  ces  termes  ; et  les  résultats  seront  tout  aussi  exacts. 
On  pourra  même  présenter  la  théorie  avec  la  rigueur  géomé- 
trique, en  prouvant  que  les  quantités  omises  sont  au  rang  de 
celles  qui  doivent  en  être  ôtées.  Cette  méthode  est  précieuse  , 
non-seulement  pour  graver  les  résultats  dans  la  mémoire,  mais 
encore  pour  les  spéculations  analytiques  compliquées;  et  il  im- 
porte de  ne  pas  se  priver  d’un  secours  si  puissant,  sur-tout  en 
considérant  qu’on  peut  toujours  rendre  au  procédé  la  rigueur 
qui  lui  manque  en  apparence. 

760.  Les  applications  de  ces  notions  aux  élémens  de  Géomé- 
trie sont  si  faciles , que  nous  nous  dispenserons  de  les  faire  ; 
chacun  pourra  aisément  y suppléer.  Mais  venons-en  à celles  du 
Calcul  différentiel. 

Soient  y,  2,  t...  des  fonctions  quelconques  de  .r;  si  x prend 
1 accroissement  da: , ceux  que  prendront  y,  z...  seront 

dy  — Adx  -f-  Bdx*  -f-...  , dz  — A'dx  -f-  B' dx2  -f-  .. 
or,  quel  que  soit  le  but  de  notre  opération,  dj'  doit  être  com- 
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biné  avec  âz  , d t... , de  manière  à former  une  équ.  M~  o.  Le 
facteur  commun  dx  pourra  être  omis  , en  sorte  que  les  premiers 
coefficiens  en  soient  seuls  exempts.  Mais  x,  y,  z...  étant  main- 
tenant regardés  comme  des  termes  fixes,  leurs  accroissemens 
dx,  djy...  pourront  être  rendus  aussi  petits  qu’on  voudra,  de 
sorte  qu’en  faisant  d x=  o , l’équ.  M=o  devra  perdre  tous  les 
termes  B , B'...\  on  pourra  donc  d’avance  dégager  le  calcul  de 
ces  termes,  et  dire  que  ày  ■=  Aàx , âz  ==  A'àx...  ; les  autres 
termes  sont  négligés  comme  des  infiniment  petits  du  2e  ordre , 
expression  qui  sert  à éviter  une  circonlocution. 

On  conçoit  les  grandeurs  comme  formées  de  parties  quel- 
conques élémentaires  ; on  remplace  ces  élémens  par  des  valeurs 
voisines  qu’on  nomme  Différentielles , et  qu’on  désigne  par  la 
lettre  d.  Ces  différentielles  doivent  remplir  la  condition  que , 
comparées  aux  élémens  véritables,  elles  n’en  diffèrent  que  de 
quantités  négligeables , c.-à-d.  de  valeurs  que  le  calcul  ferait 
disparaître  si  l’on  y avait  égard.  Le  résultat  .n’étant  pas  atteint 
de  cette  sorte  d’erreur , en  prenant  ainsi  des  quantités  défec- 
tueuses au  lieu  de  véritables  , on  se  trouve  conduit  k des  calculs 
et  à des  considérations  simples  qui  abrègent  singulièrement  les 
opérations. 

dx,  d [y,  différentielles  de  x et  y,  ne  sont  pas  précisément  les 
accroissemens  de  ces  variables  , quoiqu’on  les  traite  comme 
telles  j puisqu’au  lieu  de  prendre  dy  = Adx  -f-  Bdx2.,. , on 
prend  seulement  dy  ~ Adx  \ ce  sont  seulement  des  quantités 
qui  ne  diffèrent  de  ces  accroissemens  que  de  parties  cfui  s’entre- 
détruisent  par  le  calcul  et  qu’il  est  inutile  de  considérer. 

A est  la  dérivée  que  nous  avons  désignée  par  y et  que  nous 
savons  trouver  pour  toute  fonction.  Il  est,  au  reste , bien  aisé 
de  l’obtenir  de  nouveau  , en  partant  des  principes  mêmes  que 
nous  venons  d’exposer.  En  voici  quelques  exemples  : 

Soit  y z=zzt  y z et  t étant  des  fonctions  de  x,  on  a 
d [y  — (z  -f-  àz)  ( t -f-  d£)  — zt~  tdz  -J-  zdt , 

*®n  négligeant  dz.dt,  qui  ne  contient  que  dxa,  dx3... 
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Pour  y—im,  on  a dy=  (z-f-  dz)m  — -zm  = mzm~ï  dz , en  né- 
gligeant les  dz2}  dz3.,.  (voyez  n°  668). 

Soit  y z=z  az -,  d’où  dy  — az+dz — az  =r=  az  (adz — 1)  ; mais 
(p.  175  ) on  a ah  = 1 -f»  donc  d \y  m kazdz , en  sup- 

primant les  dx2,  de3.., 

y '=■  Log  z donne 


iO 


dj^  =:■  Log  ( z dz)  — Log  z — Log  ^1  -f- 


dzA 


donc  ady  r=  1 -f-  — ; or,  ady  kdy  ; ainsi  dj>  — ~ . 


761.  La  méthode  infinitésimale  consiste,  comme  on  voit, 
à substituer  dans  le  calcul,  aux  véritables 'grandeurs  qui  en 
font  l’objet,  d’autres  quantités  qui  en  sont  voisines,  mais  dont 
l’erreur  soit  de  nature  à ne  pas  altérer  le  résultat.  Au  lieu  des 
grandeurs  proposées,  qui  seraient  difficiles  à traiter  et  compli- 
queraient les  opérations  , on  prend  à leur  place  d’autres  quan- 
tités plus  simples , et  qui  se  prêtent  mieux  aux  recherches  qu’on 
a en  vue , aux  calculs  qu’on  doit  exécuter.  Mais  pour  être  en 
droit  de  prendre  des  valeurs  défectueuses,  il  faut,  avant  tout , 
setre  assuré  qu’il  n’en  résultera  aucune  erreur,  et  que  si  l’on 
ajoutait  à celles-ci  ce  qui  leur  manque,  ces  parties  ajoutées 
s’entre-détruiraient. 


Ainsi,  pour  que  la  méthode  puissse  être  employée  en  toutê 
.sûreté  , il  faut  remplir  une  condition  indispensable  , celle  de 
Y égalité  des  dernières  raisons  , qui  consiste  à comparer  les 
grandeurs  véritables  à celles  qu’on  leur  substitue,  à les  faire 
varier  ensemble , et  à voir  si  dans  leur  diminution  progressive  , 


leur  rapport  tend  sans  cesse  vers  l’unité  , si  Vühi'té  en  e.  t la  li- 


mite 611  la  dernière  raisoh.  Si  un  arc  de  courbe  BM  (fig.  22) 


a pour  accroissement  l’arc  A/M', -on  pourra  prendre  en  sa  place 


la  corde  MM' ; cette  corde  sera  la  différentielle  de  l’arc,  at- 
tendu qu’en  rapprochant  les  points  M et  l’arc  et  la  corde 
diminuent,  et  leur  rapport  tend  vers  l’unité  qui  en  est  la  limite. 
Mais  on  ne  doit  pas  prendre  MQ  pour  différentielle  de  MM\ 
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sous  prétexte  que  MM'  et  M Q tendent  à l’égalité , et  deviennent 
nuis  ensemble,  car  le  rapport  MM'\MQ  n’a  pas  1 pour  li- 
mite. 1,  V . ‘ ' 

C’est  ainsi  que  ax a et  bx , qui  deviennent  nuis  ensemble  » 

CLX 

ont  pour  rapport  ~y  dont  la  limite  est  zéro,  et  non  pas  i. 

En  comparant  un  arc  de  cercle  à son  sinus  , on  peut  prendre 
l’accroissement  de  l’un  pour  celui  de  l’autre  : y ™sin2,  donne 
ainsi , 


dj' ™ sin  (2, -f- dz)  — * sin s , ou  sînscosd^-f-sindz.  cosz.- — sinz. 

• \ 

En  remplaçant  sinds  par  âz  et  cos  dz  par  1,  parce  que  les 
rapports  de  ces  grandeurs  tendent  vers  l'unité,  on  trouve... 
dy  = dz.sinz.  On  trouverait  de  meme  la  différentielle  de  cos  x, 
arc  (tang~.r).  ...  , , 


Un  principe  qu’on  ne  doit  jamais  perdre  de  vue  , dans  ce  genre 
de  considérations,  est  celui  de  V homogénéité , qui  consiste  en  ce 
que  les  infiniment, petits , ou  les  différentielles  , doivent  être  de 
même  nature  que  la  grandeur  qu'on  considère,  et  de  même  ordre 
entre  elles.  On  ne  peut  donc  prendre  pour  différentielle  d’un  so- 
lide, qu’un  autre  solide; pour  celle  d’une  surface  qu’une  aire,  etc.  ; 
on  ne  doit  pas  regarder  une  ligne  comme  la  somme  d’une  in  Fi- 
nit é de  points , une  aire  comme  la  réunion  d’une  série  de 
lignes  , etc.  ; et , en  outre  , toute  formule  ne  devra  jamais  ren- 
fermer que  des  ** rmes  où  les  différentielles  seront  de  même 
ordre.  • E 


Cet  artifice  , qui  traite  . les  différentielles  comme  exactes, 
donne  lieu,  il  est  vrai , à des  équ.  défectueuses;  maïs  on  ne 
doit  pas  s’en  inquiéter,  parce  qu’on  est  convaincu  que. le  résultat 
•définitif  n’en  sera  pas  atteint,  toutes  les  fois  qu’on  n’aura  en  vue 
que  le  calcul  des  dernières  raisons,  lesquelles  sont  les  mêmes 


pour  les  différentielles  et  pour  les  élémens  véritables.  Ce.' calcul 
se  présente  bien  comme  un  moyen  d’approximation , puisqu’on 
remplace  ceux-ci  par  des  grandeurs  voisines1;  mais  comme  on 
ne  le  destine  qu’à  la  détermination  des  dernières  raisons  t qui 
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sont  les  mêmes  pour  les  uns  et  les  autres,  le  calcul  acquiert  la 
rigueur  même  de  l’Algèbre  ; et  le  langage , aussi  bien  que  la  no- 
tation , en  ont  aussi  l’exactitude,  puisque  dès  qu’on  prononce 
les  mots  d infiniment  petit , de  différentielle , on  entend  ne 
aue  usage  du  calcul  que  dans  les  problèmes  qui  dépendent, 
non  plus  des  grandeurs  qu’on  a envisagées,  mais  des  rapports  de 
leurs  dernières  raisons.  Une  différentielle  est  donc  une  partie 

c e la  différence,  partie  dont  le  rapport  avec  cette  différence  a 
L unité  pour  limite. 

. 'Dans  le  Calcul  intégral,  qui  a pour  but  de  remonter  des  dé- 
rivées aux  fonctions  primitives,  on  regarde  l’intégrale  comme 
la  somme  des  élémens  ou  des  différentielles , ainsi  que  nous 
aurons  occasion  de  le  remarquer,  nos  802,  80S  et  812. 

Les  applications  de  ces  principes  à la  Géométrie  et  à la 

Mécanique  sont  très  fréquentes.  Voici  quelques  exemples  des 
premières. 

762.  Soient  BM=zs  (fig.  22)  u„  arc  de  courbe,  les  coordon- 
nées de  M étant  1 et  y,  enfin  y =fx  l’équ.  de  cette  courbe. 
La  tangente  TM  sera  supposée,  Je  prolongement  de  Télément 
infiniment  petit  MM'  de  la  courbe;  ce  qui  revient  à dire  que 
a corue  de  1 arc  MM'  = ds,  pouvant  approcher  autant  qu’on 

veut  de  MH,  l’angle  M’MQ , dont  la  tangente  = ~ 9 ne 

iffeie  de  HMQ  que  d’une  quantité  indéfiniment  petite.  En 
résolvant  le  triangle  M'MQ,  dont  les  côtés -sont  dx,  dy  et  ds , 
on  a donc,  comme  n°  72 2 et  p.  3i 2 , 


tang  T: 


% 

dx* 


C°S  T—  sin  T=  & 
as 


Puisque  l’arc  MM'  = s et  sa  corde  ont  l’unité  pour  limite 
de  leur  rapport,  on  peut  substituer  l’arc  ds  à sa  corde,  et  l’on  a 
la  longueur  de  l’hypoténuse,  ou  drf  = j/(dxa -f  dy2J.  - 

tuppln  ^ CBMP  ; ' ’e  reCt3ngle  indéflni“ent  petit 
MPP  Q=ydx  pourra  etre  pris  pour  dt-,  donc  dt  = yd.r. 

7o3.  Appliquons  ce  procédé  aux  coordonnées  polaires.  Du 
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pôle  A (fig.  25)  pour  centre,  décrivons  l’arc  MQ  par  le  point 

MO  AM  MQ  r , 

M (r,0),  nous  aurons  — ^ = ——ou ; doncMO  = rd50 

mq  Am  dtf  i v 

Menons  AT  perpendiculaire  sur  AM,  et  la  tangente  TM'  qui 

se  confond  avec  l’arc,  suivant  l’élément  MM'=sds.m,  or,  les 

triangles  semblables  MM'Q , TM  A donnent  ( voy , p,  3io)  '' 

MQ  AT  rd0 AT 

M'q~  AM  ou  dr  ~~  ~ïr’  - ' 


donc 


sous-tang  AT : 


r2dè 

dr 


Dans  le  triangle  rectangle  TM  A,  on  a 

_ AT  __  râê 
: AM  ~~  à?° 


tang  TM  A 


De  plus,  MMf2-z=zMQ*  -j-  M'Q2  devient  dszz=r2dûz-j-dr*. 
Enfin,  l’aire  ABM = r comprise  entre  deux  rayons  vecteurs 
a pour  différentielle  AMM'  qu’on  peut  regarder  comme  égal 
à AM Q -,  or,  AMQ  = \ AM  X MQ  ; d’où  dr  — i r2d0  (p.  3i 3), 

764.  Dans  sa  révolution  autour  de  Ax  (fig.  22),  CB  MP  en- 
gendre un  corps  dont  le  volume  est  u et  l’aire  u\  or,  l’arc 
MM'  décrit  la  différentielle  de  u,  qui  est  un  tronc  de  cône,  et 
~]-MM'  {ck.  PM  -f-  cir.  P'  M') , ou  plutôt  ^MM'xck.  P M; 
donc  du  = 2^rvds.  De  même  l’aire  MPP'M'  engendre  la  diffé- 
rentielle du  volume  v ; on  peut  le  regarder  comme  égal  au  cy- 
lindre décrit  par  MPP'Q~PP ' X cercle  PM\  donc  dv=jry2dx* 
Cela  est  conforme  au  n°  762. 

Soit  la  surface  courbe  BD  (fig.  49)  dontl’équ.  z^=f(x,ÿ)  est 
donnée;  lorsqu’on  fera  croître  x de  dx , le  volume  V~EFMN 

dV 

croîtra  de  MB  FR  — dx.  Si,  dans  ce  résultat,  on  augmente 

y de  dv,  le  volume  MB  croîtra  de  MCSP  ~ .dxdv. 

7 J dady 

A?-  TT 

De  même  Faire  MN  = TJ  augmente  de  MC=z .dardv 

da:dy  ’ J* 

Cela  posé , i°.  le  plan  Mrsq  (fig.  5o) , parallèle  au  plan  xy} 
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forme  îe  parallélépipède  MPSs  dont  le  volume  est  2,dxdy  ; 
donc  da/'==  zdxdy,  formule  qui  revient  à celle  du  n°  764. 

2°.  Le  plan  tangent  Mr's'q'  peut  être  supposé  confondu  avec 
la  surface  dans  l’étendue  de  MC)  et  comme  (n°  753)  la  base 
PS  ou  djdx  est  = MC  X cos  cl  désignant  Y inclinaison  de 
ce  plan  sur  celui  des  xy>  on  a 


Donc 


MC  — dxdyV/(i  + p2+<f)>  (P-  337). 

cos  oc 

daL“ àxày\/{\  -f  p2  + <y2). 


766.  Soit  M — O l’équ.  d’une  surface  en  x,  y,  z et  les  con- 
stantes arbitraires  * et  /3.  Si  « et  p reçoivent  des  valeurs  fixes  , 
fa  surface  aura  tous  ses  points  déterminés  dans  l’espace.  Mais 
qu’on  trace  à volonté  une  courbe  sur  le  plan  xy,  y~çx,  et 
qu’on  établisse  entre  /?  et  la  meme  liaison , ) en  chassant 

p de  M , on  pourra  ensuite  attribuer  à u une  série  de  valeurs 
successives.  o deviendra  l’équ.  d’une  multitude  de  surfaces 

courbes,  qui  ne  différeront  entre  elles  que  par  la  grandeur  des 
constantes  « et  p.  La  suite  infinie  de  ces  surfaces  forme  ce  qu’on 
nomme  une  Enveloppe . 

Pour  considérer  la  surface  variable  à raison  du  changement 
de  et,  dans  deux  états  infiniment  voisins,  il  faut  différencier  M 
par  rapport  à oc.  M’xno,  Mr  =:o,  particularisent  pour  une  a a- 
leur  donnée  de  «, , la  courbe  d’intersection,  ou  plutôt  de  contact, 
des  deux  surfaces  voisines  : c’est  cette  courbe  qu’on  a appelée 
Ccn’actéristique,  Qu’on  élimine  ce  entre  ces  deux  équ.,  et  l’on  aura 
une  équ.  en  æ,  y,  z , sans  «,  ni  /3,  qui  appartiendra  à cette 
coïrrbe,  quelle  que  soit  la  position  de  la  suiface  mobile  . ce  sera 
donc  l’équ.  de  Y Enveloppe. 

De  plus,  pour  une  caractéristique,  déterminée  par  une  valeur 
particulière  de  u,  si  1 on  fait  varier  oc  infiniment  peu,  M et  M 
devenant  M'  et  M\  on  aura  une  seconde  caractéristique  infini- 
ment voisine  de  la  ire.  Pour  les  points  communs  à l’une  et  à 
l’autre,  on  a les  trois  équ.  M~  o,  Mf  ~ o,  M"~  o,  les  dé- 
rivées étant  relatives  à «4  seule.  En  faisant  passer  * par  toutes 


» 
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les  grandeurs  possibles , chaque  état  donnera  des  points  particu- 
liers de  l’enveloppe , lesquels  sont  ceux  du  contact  des  carac- 
téristiques considérées  dans  leurs  situations  consécutives.  La 
courbe  qui  les  joint  est  nommée  arête  de  rebroussement  ; elle 
est  touchée  par  toutes  les  caractéristiques , précisément  de  la 
meme  manière  que  l’enveloppe  touche  toutes  les  enveloppées 
selon  ces  courbes.  Les  deux  équ.  de  cette  arête  s’obtiennent  en 
éliminant  a entre  les  trois  équ.  précédentes. 

Enfin,  éliminante:  entre  les  équ.  M—O,  Mr  ~ o,  M"  ~ o , 
M'° ~ o,  où  les  dérivées  sont  toujours  relatives  à a,  on  verra 
de  même  qu'on  obtient  celui  des  points  de  Y arête  de  rebrousse- 
ment qui  forme  lui-même  un  rebroussement,  ou  une  inflexion. 

766.  Prenons  le  plan  pour  surface  mobile  , les  caractéristiques 
seront  des  droites,  et  l’enveloppe  jouira  de  la  propriété  d’être 
une  surface  développable , de  pouvoir  s’étendre  sur  un  plan, 
sans  rupture,  ni  duplicature,  en  ne  la  supposant  ni  flexible, 
ni  extensible.  En  effet,  si  l’on  fait  tourner  chaque  élément  de 
cette  surface  autour  de  la  droite  de  section  par  l’élément  voisin, 
on  pourra  visiblement  amener  tous  ces  élémens  à se  trouver 
appliqués  sur  un  plan. 

Les  surfaces  développables  peuvent  être  regardées  comme 
formées  d’élémens  planes  d’une  longueur  indéfinie  ; tels  sont  le 
cône  et  le  cylindre.  Cherchons  une  équ.  qui  appartienne  à toutes 
ces  surfaces,  sans  avoir  égard  à la  nature  du  mouvement  que 
prend  le  plan  mobile.  Le  plan  tangent  coïncidant  avec  un  élé- 
ment plane,  il  est  clair  que  x , y et  z peuvent  varier,  sans  que 
pour  cela  ce  plan  varie.  L’équ.  est  (A  , p.  337) 

Z~pX-\~  qY-\-z — px  — qy. 

Différencions  par  rapporta  x,y  et  z,  et  exprimons  que  p , q et 
z — px  — qy  ne  changent  pas.  De  ces  trois  conditions,  le  calcul 
montre  que  l’une  est  comprise  dans  les  deux  autres,  en  sorte 
qu’on  n’a  que  ces  deux  équ.  dp  =:  o , dq—zo,  ou  plutôt  (en 
conservant  la  notation  de  la  p.  3 44)  r~Y*sy'=  o,  s-f-ty'— o. 
Ici,^'  dépend  de  la  direction  selon  laquelle  le  point  de  contact 
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a changé;  en  éliminant  y'  il  vient  enfin,  pour  l’équ.  de  toutes 
les  surfaces  développables,  quelle  qu’en  soit  d’ailleurs  la  géné- 
ration particulière,  rt — ^rrrro. 

s 

V oy.  l’Analyse  de  Monge , où  cet  illustre  géomètre  a présenté 
une  foule  d’applications  curieuses  de  la  doctrine  infinitésimale 
aux  surfaces  courbes. 

III.  INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  D’UNE  SEULE  VARIABLE. 


Réglés  fondamentales . 


*767.  Le  calcul  intégral  a pour  but  de  remonter  des  fonctions 
dérivées  à leurs  primitives;  on  y parvient  à l’aide  d’une  série 
de  principes  et  de  transformations.  Pour  éviter  les  modifica- 
tions qu’il  faudrait  faire  éprouver  aux  formules , en  vertu  des 
divers  changemens  de  variable  indépendante  (n°  nous 

préférerons  l’emploi  de  la  notation  de  Leibnitz.  Lorsqu’on  veut 
marquer  qu’on  doit  prendre  l’intégrale  d’une  fonction,  on  la 
fait  précéder  du  signe  / qu’on  prononce  Somme ; ainsi.... 

étant  la  dérivée  de  x^-j-c}  on  écrira  ày  — 4x3dxt 
d’où  y = f /^Fàx  — ad -fi-  c. 

768.  Examinons  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  fonctions 
primitives  fx  et  Fx  d’une  même  dérivée  y . Le  théorème  de 
Taylor  donne 

f{x-Fh)  — fr-fyA-hsy^2+ ? 

F{x  -f-  /?)  — Fx  +ÿh  -{-  \y"ld  -f- . . . . , 
d’où  f(x  4 -h)  — F(  x -+-h)  — fx  — Fx. 


Il  faut  donc  q uefx- — Fx  n’éprouve  aucun  changement,  lorsqu’on 
y change  x en  x-\-  h • ainsi  fx — Fx  conserve  la  même  valeur  C, 
quel  que  soit  x , fx~Fx-\-  C.  Donc,  toutes  les  fonctions 
primitives  qui  ont  même  dérivée , ne  diffèrent  entre  elles  qu& 
mar  la  valeur  du  terme  constant.  Si  Ion 


ajoute  une  constante 


RÈGLES  FONDAMENTALES.  35 J 

arbitraire  à toute  intégrale , elle  prendra  la  forme  la  plus  géné- 
rale dont  elle  soit  susceptible. 

769.  En  renversant  les  règles  principales  du  calcul  des  déri- 
vations, on  trouvera  autant  de  règles  du  calcul  intégral.  Il  sera 
facile  d?en  conclure  que , 


I.  Lé  intégrale  d'un  polynôme  est  la  somme  des  intégrales  de 
sas  divers  termes ; on  conserve  à chaque  terme  son  signe  et  son 
coefficient  (n°  662)  * 

II.  Pour  intégrer  zndz , il  faut  augmenter  l’exposant  n d’une 
unité , supprimer  le  facteur  dz , et  diviser  par  l’exposant  ainsi 

Azn~^'1 

augmenté  ( n°  668  ) ; ou  fAzndz.  — — - — -f-  C. 
b v J J n -f-  1 


Pareillement  Az  ndz}  ou 


Adz 


a pour  intégrale 


Az~n+ 1 


n 1 


ou  — - — . Ainsi , lorsque  la  variable  est  au  dénomi - 

(n — — 1 ) zn  1 * 7 

nateur , on  prend  In  fraction  en  signe  contraire ; on  y diminue 
V exposant  de  la  variable  d'une  unité,  et  onmulliplie  le  déno - 
minateur  par  cet  exposant  ainsi  diminué. 

Ces  règles  s’appliquent  aussi  aux  fonctions  qu’on  peut  rame- 
ner à zndz.  Pour  axre-1d\r  (b  -f-  cxn)m,  on  remarque  que  la  dif- 
férentielle de  b- \-cx11  est  ncæn~~làx  ; puisque  notre  ier  facteur 
n’en  diffère  que  par  la  constante  ne,  on  le  prépare  pour  ra- 
mener à cette  forme,  et  on  a v 

1 i*1 . 

Ct  , 7 CL  « 

— X ncxn~1dx  (b  cxn)m  — — - zmdz, 

ne  ne 


en  faisant  b + cxn  — z.  On  a donc,  pour  intégrale 


az 


m-4- 1 


,4*  c — — t~ ~ ~ — v (b  -f-  cxnynJrl  4-  c : 

ne  (m  -f-  1 ) ne  (m  -j-  1 ) 

La  transformation  qui  a introduit  z n’était  même  pas  néces- 
saire, et  il  conviendra  à l’avenir  de  l’éviter,  parce  quelle  fait 
languir  les  calculs. 

De  même  /6  4*  3)  #da;  — \ (4a;2  4*  3)v  + C 


CALCUL  INTÉGRAL. 


ÏII,  Îj3  iegle  precedente  est  en  défaut  lorsque  77  * — — y > 
puisqu  on  trouve  fz  dz  =:  oo  ’ mais  cela  vient  de  ce  que  l’inté- 
giaîe  appartient  aune  autre  espèce  de  fonction.  On  sait  (n°  67g) 

/dz>  j 

z+C,  et  plus  généralement  J ~~  — 1 (a+z)  -f-  C. 

Donc,  toute  ft action  dont  le  numérateur  est  la  différentielle  du, 
dénominateur  a pour  intégrale  le  logarithme  du  dénominateur. 
Dans  ce  cas , nous  mettrons  à 1 avenir , pour  la  commodité  des 
calculs , la  constante  arbitraire  sous  la  forme  1 C. 

, 5x^dx 

Pour  intégrer  g——— , je  remarque  qu’au  facteur  constant 

près  5,  cette  fraction  rentre  dans  la  règle  précédente  : je  la 
prépare  donc  ainsi 


1 vx3dx 

Sx^-f-  7 


— ~ 1 [c(3^  + 7)]- 


1\  . Toute  fraction  dont  le  dénominateur  est  un  radical  carré , 
et  dont  le  numérateur  est  la  différentielle  de  la  fonction  que  ce 
1 adical  affecte , a pour  intégrale  le  double  de  ce  radical  (n°  670}, 

°U  ffz=2Vz+C. 

V.  P ne  des  règles  les  plus  importantes  à considérer,  est 
celle  de  1 intégration  par  parties  ; voici  en  quoi  elle  consiste. 
On  a vu  (n°  663)  que  d (ut)  — udtfftdu]  donc,  en  intégrant, 

ut  ==  fudt  -f  / tdu 
et  fudt  — ut  — / tdu  \ 

ainsi,  aptes  avoir  aécomposé  une  différentielle  proposée  en  deux 
fadeur  s y dont  l un  soit  directement  intégrable , on  intégrera  en 
regardant  d autre  facteur  comme  constant;  mais  on  retranchera 
ensuite  l intégrale  de  la  quantité  qu  on  obtient , en  différenciant 

ce  résultat  y par  rapport  à la  seule  fonction  qu’on  a prise  pour 
constante. 

• H f 

Ainsi,  pour  intégrer  1 x..dx,  je  regarde  dx  comme  seule  va- 
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riable,  et  j’ai  rr.ljc*,  je  différencie  ce  résultat  par  rapport  à 
\x  seul,  et  j’obtiens 

d r 

f\  .r .do;  = :r.l  x — fx.  — = x\x- — x-\-C. 

X 

Cette  règle  offre  l’avantage  de  faire  dépendre  l’intégrale 
cherchée  d’une  autre  intégrale*,  et,  l’adresse  de  ce  genre  de 
calcul  consiste  à faire  la  décomposition,  de  sorte  que  cettô 
dernière  soit  moins  compliquée  que  la  proposée. 

VI.  La  règle  du  n°  683  donne , le  rayon  étant  un9 

f — r=  arc  (sin  ==  z)  + C , 

J t/0—; *) 

f - — arc  (cos  — a)  + C , 

J vo— o 

dz; 


fr 


4-  z-2 


= arc(tang=z»)  + 


On  pourrait  aussi  supposer  le  rayon  — r,  et  on  aurait  ces 
mêmes  seconds  membres  pour  valeurs  respectives  des  intégrales 

r rôz  C — rdz  fr'dz 

J v^—z*y  J 


Pour  obtenir 


mdz 

-J-  bz a 
m dz 


ra  -f-  2.1 

, on  divisera  haut  et  bas  par  a , 

dt 


a'  bz% 

1 + — 
a 


m jet 

= aV  **  * 


“H* 


en  faisant  — = t\  Donc  -77^x7  arc  (tang  ==  t)  + C est  l’inté- 


V(ab) 

grale  cherchée  , le  rayon  étant  un  ; d’où 

/*  mdz ttl 

a + bz*  ~~  V(ab) 

On  trouve  de  même 


.arc 


(tang  = zy/^)-f-C. 


f. 7r‘— — ^L..  arc  fsin  = - V'A  + C. 

J y/(;o*— Vb  \ « / 
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Des  fractions  rationnelles: 


'770,  Nous  ayons  donne  (p.  161)  des  procédés  généraux  pour 

décomposer  toute  fraction  rationnelle  ~ en  d'autres , dont  la 
forma  soit  l’une  des  suivantes  : 

_ ^ _ ^ dx  -f~  B Ax-\~  B 

x a (x  a)Ti 1 x2  -f-  px  -f-  q > (x2  -\-px  -f-  q)n* 

^ > P)  c}) n" -)  étant  des  constantes,  et  les  facteurs  dex2-f -px-^-cf 
étant  imaginaires.  Il  s agit  donc  de  donner  des  règles  pour  re- 
monter de  ces  fractions  aux  expressions  dont  elles  sont  les  dé- 
rivées. Remarquons  que  chassant  le  terme  px  des  deux  der~ 
mères>  par  la  transformation  (p.  41),  x = z — puis,  faisant 

& = *7  ’aP'>  quantité  positive  par  supposition,  on  a sim- 

plement 


Az  -f  Bf 

# 


et 


j4z>  —f—  Bf 


a“  + i8*  ’ “ (V+/3*)' 

Ier  CAS.  L’intégrale  de  — est^l  {x-a)-\-\cy  ou  A\cfx~a) 

Par  ex.,  on  a vu  (p.  162)  que 

1 / dx  . d^? 


da? 


cp — x2  2a\a-+~x^~  a — x, 

^onc  “ [ 1 (a  -f-  x)  — 1 (a  — x)  -f- 1 c]  est  l’intégrale  ; d’où 


;)• 


De  même 


C do;  __  1 c {a  4-  x) 

J a1—  x2  2 a 


B (2  — /\.x)dx f*  sdx  f zdx 

J xu—X—  2 2 x-j-  1 

“2  i ( X 2)  — 2 1 (x  4~  1 ) 4“  1 c = 1 


II®  Cas.  La  fraction 


Adx 


(xa  — x — e)î 


O — <0" 


- a pour  intégrale  (règle 


/ 
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A 


Par  exemple  (p.  i63), 

(n  — 1 ) (x  — - ci)n  1 


æ34-o:2-}-2  , 2dx  dx 
dx= {- 


2-dx 

4- 


|dx 


£d 


jc5 — 2x3-f~x 


a; 


(x— -i)2  i (*+0*  *+* 


donne  pour  intégrale 
2l  x — - — • — 1 1 (x—  1)  + 


2 (x  -j~  1) 


1)  -f-c. 


IIIe  CAS.  Pour  la  fraction  dz , on  intègre  séparément 

-^z(k  et  ; la  première  par  la  règle  III , la  deuxième 


Z24-/32  2,2-h/32 

parcelle  YI  (n°  769).  On  trouve 
\Az-\-  B)dz 


B 


.a  I al 


\a\{z ?+n+:j arc  (tane=0- 

xdx 


P 

/-£•  ^ ^ 

Ainsi  on  décompose  / en  (p.  i65) 

/"jr.djc  _ f^Çx—  Qdx  _ 

J x — 1 J a=“  + x + i ’ 

ïe  1er  terme  = § 1 (x  — i).  Pour  le  2e  on  fait  x = z — i , ce 
qui  donne  -fAp+f^p  l’une  de  ces  intégrales  est 

= — ^l(aa+|)=  — j 1 l/C*2  + ^ + l)i 

l’autre  donne  J 1/3.  arc  (tang  = —J.  Donc / 

C^f  = iQc(x-i)-V(x2+x4-i)+V/3-arc(tang=^ti)j. 
Prenons  pour  second  exemple  (p.  160) 


(x£  — x 4-  __  « 


3 

2.  * 


dx 


(I+l)  (l‘+l)  “x+l 


] ( x.  •+■  i)dx 


l’intégrale  est  1 cAiXA-Ù-  — i arc  (tang  = x}. 
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IVe  Cas.  II  s agit  d’intégrer  une  série  de  fractions  de  la 

f ( Az  4-  B)dz 

lorme  — y - , 7t  étant  successivement  rr=  i , 2,  3...  Pour 

cela,  chacune  se  partage  en  deux,  — — et  — — 

D (*a  + /S5)"  (*24-^)* 

La  première  s’intégre  sur-le-champ  (règle  II)  (*),  et  donne 

2(7i_1)(^  + /3a)'i-i ; 81  cePendant  n~l  )Ona^l  (2.2+/3a). 

771.  Quant  à la  2e,  on  en  facilite  l’intégration  en  la  faisant 
dépendre  d’une  autre  plus  simple.  K et  L étant  des  coefficiens 
indéterminés ) on  suppose  (**) 


A 


dz 


Kz 


(z2  -f  /32)*  (s2  + & 


y-'  +f{2? 


Ldz 


-f-/32)H“l‘ 


Pour  trouver  les  valeurs  de  K et  Lf  on  différenciera  cette  équ.*, 
puis  on  réduira  au  même  dénominateur  (z2  -f-  /32)n,  et  on  aura 

1 =/f  (z2-f-/32)  — 2/f  (n— i)za4-L(z24-/S2); 

d’où , comparant  terme  à terme  , on  tire 

K + L = qK(ji—  1),  (#-f-L)/32—  1. 

lirant  les  valeurs  de  A et  L , et  les  substituant,  on  obtient 
enfin 


r dz 

J (za+/32)»“~; 


L. 

\n—  1 • 


271  3 


dz 


2(71-1  )/32(z2+/32)n-'  ' 2(n-l)/sa  J ( y+py -1' 
L usage  de  cette  équ.  est  facile  à concevoir.  On  a une  série 


(*)  Pn  faisant  z3  -4-/2*  = £%  la  fraction  devient  raonome,  on  a , dont 

J2U-1 

l’intégrale  est  . . . . 

( ) La  forme  de  cette  e'qu.  est  légitimée  par  }a  suite  du  calcul  qui  sert  k 

ti ouver  K et  L.  Cette  transformation  est  indiquée  par  l’habitude  de  l’analyse, 
qui  fait  prévoir  que  le  résultat  ne  peptcontenir  que  des  termes  de  deux  espèces, 
les  uns  multipliés  par  z%  les  autres  constans. 
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- ; on  intégrera  d’abord  celle 


de  fractions  de  la  forme  , .. 

J (a2  + P) 

où  n a la  plus  grande  valeur,  et  notre  formule  la  remplacera  par 

r dz 

deux  termes,  l’un  intégré,  et  l’autre  de  la  forme J ^ 

qui  s’ajoutera  avec  la  fraction  suivante.  On  continuera  ainsi  jus- 

qu’à  la  fraction , dont  l’intégrale  est  connue  (règle  YI). 

1 2,2  -j- 

Soit  par  exemple , 

(r^-}-2x3-}-3x2-f-3)dar ( — ax-f-i)  dx  ^ (srH-Qd-r  ^ ^ . 

(x2  + i)3  ~~(i24-  O ’ xH-i* 

les  Iers  termes  de  chacune  donnent 

axdx  — i 


/• — zxâx î r 

(x2  -f-  i)3  a(x2  -f-  i)2  ’ J ( 


(x2+i)2  x2-fi 
Quant  aux  seconds  termes  on  a,  par  notre  formule, 
dx  x „ T dx 


A 


(x*  + i)3  4(xa+i) 


+ 


*/( 


(x*-i- 1 y 


Or,  ce  dernier  terme,  joint  à celui  de  notre  2e  fraction,  donne 

cléï?  A 

; mais  on  a de  même 


(x*-bi) 

\fï 


dx 


7x 


(x2-f-i)2  8(x2-f- 


ô+i/; 


dx 


x2  + i * 


enfin , ajoutant  ce  terme  à intégrer  avec  la  troisième  fraction  , 
on  trouve 

i5  r dx  i5 

Tj^+T=Tarc(,ans=x)- 

Il  ne  s’agit  plus  que  de  réunir  ces  diverses  parties , et  on  a,  pour 
l’intégrale  de  la  fonction  proposée, 

s -f-  x , 7X  — 8 1 5 s , r 

+ ô,- + -çr  arc  (tans  = x)  + c- 


4(x24-i)an8(.Ea+i)~r  8 

En  opérant  de  même , on  trouvera  l’intégrale  de 


f 
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dx 


(1  -h  x)  x2  (xA  + a)  (xa  -f-  lÿ*  Cette  fractJon  étant  décomposer 

(p.  1 66) j les  seuls  termes,  dont  l’intégration  peut  pré-seqter 
quelque  difficulté , sont 


fiwTrrdx+fi 

x -f-  1 


djc 


)2  ""  ‘ J 4a:i  + i 

a 

' 1)  + iiCa?3+  O — èarc(tang  = ar). 

En  voici  encore  deux  exemples  (voy.  p.  1 65  et  168)  : 

b3dx  b3  r*.  /(j?-~c)  (xa— - ax-fa2) 

(a:  -f-  a)  (x1*  -j-  a:c  -p  a2) 


b3dx  b3  /\ 

y ; 


arc( tan g = 


2:r  — uN 


1/3  ^V“‘'6  - VJ/— " ) + 3arC(tanë=Tp3f)  + C]‘ 

f X3—6x1+4x—ï  , ,/(x—  2)(l+l)\  1 

J xt— 3x*—  3x>+7X+6ax— \ ~;'i  vpl  + C- 


Fonctions  irrationnelles . 

772.  Il  suit  de  ce  qu’on  vient  de  voir,  qu’on  sait  intégrer  toutes 
fonctions  algébriques  rationnelles  , et  celles  qu’on  peut  rendre 
telles  par  des  transformations. 

Voyons  d’abord  les  radicaux  monomes. 


Soit 


o 

{/  x -f-  x [/x 

JÎ+  [/x 


dX  y 


il  est  visible  qu’en  faisant  x = z6,  les  irrationnalités  disparaî- 
tront, puisque  6 est  divisible  par  les  dénominateurs  3 et  2 de$ 
exposans  fractionnaires  proposés.  Par  là  on  aura  à intégrer 

6d2.^±^±^=z‘-Mz  + zdZ-^l2-) 

2,3  + 1 ’ 

ce  qui  n’offre  pas  de  difficulté. 

\/x 


Pour 


x 


dx,  on  fera  x = 2,%  et  on  aura 
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/QZadz  „ , , C 2(3 Z 

— 23+1(3  — 0 — l(a+l)  = 2l/x-j-l^C 

770.  Prenons  maintenant  une  fonction  quelconque  affectée 
du  radical  Zfr-f-  Cx2).  Après  avoir  dégagé  x2  de  son 

coefficient  C,  en  multipliant  et  divisant  par  {/ C , il  se  présen- 
tera deux  cas  , suivant  que  x2  est  positif  ou  négatif  (*).• 

Ier  Cas.  Si  l’on  a [/(a  bx x2),  on  fera  (**) 

\/{a  -f-  bx  -\-x2)  = zdz x ; d’où  a-{-bx  t=.  z^dzzzx» 

bz  — (z2  -f-  a) 


z2-  — a 
2Z‘ 


dx  — 


(b  2 zy 


-,2d z , 


i/{a  + bX+x‘)=z±æ=b-ï-J  ^-±°l 


2Z 


ainsi  tout  est  devenu  rationnel  dans  la  fonction  proposée. 
En  prenant,  par  ex. , les  signes  inférieurs  } on  trouve 

dx  r 2Ôz  w . ts  . 

1 ( 2z  -j—  b j — {—  consto 


f V O 


V2)  J 2 


-f  bx  +•  X2 ) J 2Z  Jrb 

— £ 1 c(  x -f-  i b “h  V a -f-  bx  -f-  x2  )], 


Donc  aussi 


f 


dx 


V (x2  dz  a2  ) 


1 [c  (x  + l/x2  ±a2)]  * 


(*)  X désignant  une  fonction  rationnelle  de  x,  on  a à intégrer 

- — — r i ou  Xàx  . y/  (a  -f-  bx  rh  ar3)  : 

y/ (a -\-bx  ±i  x*)  x 

ces  deux  expressions  se  traitent  comme  i)  est  dit  ci-après.  On  pourrait  même 
ramener  la  2e  à la  ire,  en  multipliant  et  divisant  par  le  radical  : 

X(a -h  bx  dl  x3)  dx 

d y /(a -h  bx  dz  x2) 

(**)  On  pourrait  encore  faire  ici  le  radical  = xdo  z : ce  qui  conduirait  aux 

— — Z> 2 - flr 

mêmes  valeurs  de  x et  dx  j le  radical  deviendrait  = — — ^ — ■— , et  touî 


2Z 


serait  rendu  rationnel. 
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Pour  intégrer  d y = dx  v/(a2  -f  x2) , on  fait 

|/ (a2  -f-  a:2  ) :=  z — x , d’où  dy — zda;  — xdx  “ 

ainsi , jy — - x2  -f-  f zdx  ; mettant  pour  dx  sa  valeur  (p.  365), 

puis  intégrant,  on  a fzdx={z*  4-|a2  U ; enfin 

J=cH“£*l/(aa  + <)  + ia2l[x-|-  }/(aa4-x2)]. 

Po"  * =7ïrë?)'  “ W— = ppË-.  « • 
yV  — l = l[^  + V/(^2-l)]+c; 

mais  a:  = cosy,  (x2-—  1)  = — 1 . sin^y  > de  plus  c=:  o , 

puisque  x~  1 , doit  rendre  y nul  : on  retrouve  donc  la  formule 
(n°  591). 


~yV — 1 = 1 (cosjy  ±l  {/ — 1 .siny). 

774'  IIe  Cas.  Si  1 on  a \/{a-\-bx  — x2),  la  méthode  pré- 
cédente ne  peut  être  appliquée  sans  introduire  des  imaginaires  ; 
niais  remarquons  que  le  trinôme  cl  -j-  bx  — x2  doit  avoir  ses 
facteurs  réels,  puisque  sans  cela  il  serait  négatif,  quel  que  fût  x 
(p.  48).  Le  radical  étant  alors  imaginaire,  il  faudrait,  comme 
dans  l’exemple  précédent,  mettre  [/—  1 en  facteur,  puisqu’on 
ne  doit  pas  esperer  de  trouver  l’intégrale  réelle.  On  retomberait 
alors  sur  le  cas  qu’on  vient  de  traiter.  Soient  donc  et  et  fi  les 
deux  racines  réelles  de  x2  — bx  — a — o ; on  fera 

l/(a+  bx  — x1)  — V/ (x  — et)  (/3  — x ) = (x  — et)z. 

Carrant  et  supprimant  le  facteur  commun  x — on  a 

/S — x=(x — *)z*\  x et  dx  sont  donc  rationnels. 


C’est  ainsi  qu’on  trouve 

c“  2-arc  (,ans=  \J 


— , 

t/( 1—0’ 

dont  le  sinus  est  x , on  fera  V(* 


qu’on  sait  d’ailleurs  être  l’arc 
— a:2)  ==  (1  — x)z  ; d’où 


4zdz 

W+if ; 


X 
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= - + 3.arc(tang  = »)  , 

ou  arc(sin  = x)  =—^îr-f-2.arcQang  = y/ 

Pour  ày  — dx  y/ (a2  — x2)  , on  fait  {/  = (a  — x)z  ; d’où 


8a2z,adz  — 8a2dz 


8a2d; 


ày  — (i+a3)3-  (i  +2.“)3+  (1+^r’ 


2 a9  z 


— r—  “4“ 

2 'Xa  * 


a2s 


-f-a2.arc(tang  = £)  -f-  C, 


(1  +2,")“  ' 1 -f-Z.a 

J'  = i a-Va2—  x3  + a*.arc(tang=  t/~ |)  + C- 

On  pourrait  appliquer  ce  procédé  au  1er  eas  , lorsque  les 
racines  de  a:2  -f-  bx  -f-  a z=.  o , sont  réelles. 

775.  L’adresse  qu’on  acquiert  par  l’habitude  , indique  les 
transformations  les  plus  favorables.  Ainsi,  on  pourra  faire  dis- 
paraître le  second  terme  sous  le  radical  (n°  5o4) , ce  qui  le 
mettra  sous  la  forme  y/(z2±:a2),  ou  \Z(a*  ±.  z2)  , en  sorte 
qu’on  aura  pour  termes  à intégrer 


zmâz 


Tm 


dzi 


r OU 


l /(z*zLa*)  y(a?±.z2') 

( voyez  n°  781). 

Dans  ce  dernier  cas,  l’irrationnalité  disparaît  en  faisant.., 
y/ (a2  dn  zs)  ==  a — uz  , parce  que  le  carré  de  cette  équ.  est 

divisible  par  z;  d’où 

>■ 

2 au  , . u*  ±1  1 

, dz  — — saüu. 

.2 . — , > 


%■ 


u zn  1 


C’est  ainsi  que 


dx 


TT,  devient 


(u2  q=  j j4# 
âz 


y/(a bx  — x2)’  ’v’~~  y (ù2 — z,2)5 

sant  x = ù — z ; l’intégrale  est  donc  (règle  YI) 

/ 2,\  / b — x\ 


en  fai- 
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On  aurait  pu  aussi  faire  la  transformation  précédente  , qui  au- 
rait donné 


-l 


2 dri 


— c — 2 . arc  (tang  = u )« 


u2-j~  1 

De  même , en  faisant  x = z — a , on  a 

aâx  adz 

dv  ~ 


y + u:2)  t/o* — a a)  * 

t’équ.  de  la  Chaînette  (yoy.  ma  Mec.,  n°  92)  est  donc  (p.  365) 
j — a l{cQr  + a -f  \/(2ax  + xa)]}. 

Différentielles  binômes . 

776.  Proposons-nous  d’intégrer  Kxmdx (a m)n,p 
étant  quelconques  , entiers  ou  fractionnaires , positifs  ou  néga- 
tifs \ on  supposera  z — a -j-  bxn  \ d ou  x ^ g"  ^ ■> 

élevant  les  deux  membres  à la  puissance  m + 1 , et  différen- 
ciant ^ il  viendra 

m -h  ï 


x 


m 


àx 


{z -a)  n 


m -G  1 
il. b ~ 


Kxmdx  (a  -j-  bxnY  — 


K 


dz„ 


m -f*  1 


m -f-  1 


(z-a)  n 


.zpQZo 


n.b  n 

Çuand  l’exposant  de  z — a estentier,on  saitintégrer  la  fonction. 

77t  " * 1 _ , , . 1 « 772*  | î * » r 

Si  - — 1 — — 1 , on  doit  intégrer  zpdz  ; si -- — 1 est  positir 


n 


n 


(*)  On  pourrait  rendre  aise'ment  m et  n entiers  par  le  proce'dé  (n°  772  ) 

Ainsi  x * àx  ((!■+•  b x-é)  , en  faisant  x — zQ  devient  6z7dz  ( \a-r-hz^)P . Mais 
cette  transformation  n’est  nullement  nécessaire  pour  ce  qui  va  être  dit» 
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, • 

■et  ^rzn,  on  a une  suite  de  monomes  > en  développant  (z- — afzpdz . 

r . m 4-  i , 7 

entm,  si  1 e.*t  ncgaîif,  on  a une  fraction  rationnelle. 


n 


Donc  toutes  les  fois  que  F exposant  de  x h xs  du  binôme , aug- 
menté de  un,  est  divisible  pur  celui  de  x dans  le  binôme , on 
sait  intégrer  la  fonction. 

777.  Ce  cas  n’est  pas  le  sénl  où  l’on  s a ch/e  /intégrer  ; en  di~ 
■Vi  ant  le  binôme  proposé  par  xu  et  multipliant  hors  du  binôme 
par  xnp,  on  a 

Kxm+np{b  -f  ax~ny. 

Or,  en  reproduisant  ici  le  ihéorème  précédent,  il  est  clair  que 
'Cette  expression  sera  intégrable  pourvu  qu’on  ait 

m -f-  np  -f'  i • 77?  -4-  1 

i ou  plutôt  — -f-  P ~ entier.  - ' 

— n n 1 

Ainsi , lorsque  la  condition  indiquée  précédemment  ne  sera  pas 

remplie  , on  ajoutera  p au  résultat  fractionnaire  obtenu  1_L 

n * 

et,  si  la  somme  est  entière } la  fonction  sera  intégrable  par 
cette  voie , -, 


778.  Nous  ferons  remarquer  que  si  p est  fractionnaire  (et  ce 
cas  est  le  plus  important,  puisque  sans  cela  on  n’aurait  à in- 
tégrer qu’une  suite  de  monomes),  en  supposant  que  q soit  le 

dénominateur  de  p , il  sera  plus  facile  de  faire  le  calcul,  en  : 
faisant  a -f-  bxn  z=z  2,?. 

On  demande  , par  ex. , d’intégrer  X~*àx(a  -f  x3)~  3'-  —Ni! 

n 

est  ici  — tj  ; mais  si  1 on  ajoute  — la  somme  est  — 2 ; pour 

intégrer  il  faut  donc  multiplier  et  diviser  par  (x3)"  3 ou  et 

„ 5 

on  a x-^àx{i-\-ax~3)  3. 

_ ^ 

On  fera  1 + ax“3  = z,3  ; d’où  a?  — (^~ ^ ; puis  éle- 

Y^nt  a la  puissance  — • 6 , et  différenciant,  on  trouve  x~~7âx  * 

2’.  24 
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d’où  — - C 1 — z~3)dz,  dont  l’intégrale  est 

3x3  -f- 


c — tAz  + '*z  ')  — 6'  — 


a 


2 a2>r\/(x3  -f-  u)a 

I 

De  même  x3d,r(a2  + x2)3  deviendra  Jdz(^6  — a5s")  , en 
faisant  a2  -f-  x2  = z3  ÿ on  en  conciliera  pour  l’intégrale  de  la  pro- 
posée , — \/(a2  -f-  ^ )4  (4x2  — 3ù2  ) -f-  c ; enfin , 

<zdx  „ „ . - 3 a jp 


f: 


3 

, a 


fax  3dx(i  -f-x  2) 


V/(i  + x'2) 


-f  C. 


(1  -f-  xuy 

779.  Lorsque  /es  conditions  d' intégrabilité  ne  sont  pas  rem- 
plies , on  cherche  à faire  dépendre  l’intégrale  demandée  d’une 
autre  qui  soit  plus  facile  à obtenir;  c’est  ce  qu’on  fait  à l’aide 
de  l’intégration  par  parties  ( voy . p.  358).  En  faisant  toujours 
z = a -f-  bxn,  et  supposant  d’abord  z constant,  nous  aurons 

ocm'3rlzP  n 

fjcmdx . 2?  — — — ./ aP-—: lxm+tàz  ; 


m ~h  1 m 

Xm<+1ZP  7î/>p 


/xm+nda7.2,P~1..  .(î)* 


d’où  fxm  dx.z/  = 

m - pi  m -f-  1 

à cause  de  z = a -j-  /jx*  et  dz  = nbxn~ ‘dx. 

Mais  zP  = z?"-1 . a = z?*1  (a  + bxB); 

donc 

f xmdx.z ,p  = afxmdx ,zP~~l  -f-  bfzP~lxm'Jrndx . . . .(2); 
égalant  les  valeurs  (1)  et  (2),  on  trouve 
è(/n- f- 1 -f-72/7)/2/’”1  • xm‘4"rIdx=xm‘+'T2,P-c(m-f- 1 ) fz?~l . xmdx. . . (3) . 
Changeons  p — 1 en  p,  et  m -f-  n en  m , nous  aurons 
_ , xm— n+izp- ht 7I-f-l)/x7n_*'n2.Pdx  , 

/X'ndx . Z,P= T T"  — ■•VTLf • • • (^) . 

b{in  -{-  1 -f-  Zip)  v 

En  mettant  pour  le  dernier  terme  de  l’équation  (2)  sa  valeur 

que  donne  (3) , on  obtient 

r mJ  . zPxm+ï  -J-  anpfxmdx.zP~~1 

fxmdx.zP  = —LL * . JB)  : 

J m -J-  1 -j-  np  ? 

équations  où  l’on  a z sss  a -f-  £x". 
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^8o.  Voici  l’usâge  de  ces  diverses  formules. 

i°.  L'équation  (A)  fait  dépendre  l’intégrale  fxmdx.zP  de 
f xm~nzpàx  : elle  sert  à diminuer  /’ exposant  de  x fions  du  bi~ 


nome  de  n unités  par  une  ire  opération,  puis  celui-ci  de  n>  par 
une  2e,  etc.;  en  sorte  que  l’intégrale  proposée  dépendra  de 
f xm~ lKzpdx  y i étant  un  nombre  entier  positif. 

2°.  La  formule  ( B ) sert  au  contraire  à diminuer  T exposant  p 
du  binôme  z,  de  i,  2,5 i unités. 

3°.  En  résolvant  les  équ,  ( A ) et  ( B ) , par  rapport  au  terme  à 

intégrer  dans  le  2e  membre,  on  obtient,  en  changeant  m n 

en  m dans  ( A ) , et  p — i en  p dans  ( B ) , 


fxmdx . z?  — 
f xmdx . zP 


x’n+'zr+'~-b(,n  + np  + 77,  -f- 1 )fxm+n.zpdx 

a(m-f-  i) 

— .rm+>z^+t4(77i-f-np  4 7i  4 0 /'xmdx.zp~hl 
an(p-hi ) 


• • •(£•)# 
. ..(£>). 


Ces  formules  servent  au  contraire  à augmenter  les  exposans  de 
x hors  du  binôme  z , et  celui  du  binôme , ce  qui  est  utile  lorsque 
l’un  ou  l’autre  est  négatif. 

4°.  On  pourra  donc  déterminer  d’avance  la  loi  des  exposans 
de  x dans  le  résultat  d’une  intégration  proposée.  Ainsi,  il  sera 
facile  de  prévoir  cette  forme  , 


/ x^dx 

ï/(,_x*)  — ('Axi  + Bx‘  + °)  V(>  — *“)• 

V 

On  évitera  donc,  si  l’on  veut,  l’usage  assez  pénible  de  nos 
\ formules,  en  égalant  les  différentielles  de  ces  quantités,  com- 
parant ensuite  terme  à terme,  comme  dans  la  méthode  des 
i coefficiens  indéterminés  (n°  771)  , ce  qui  fera  connaître  A,  B , C. 

781.  Nous  donnerons  ici  un  procédé  d’intégration  qui  est  re- 
marquable par  sa  simplicité  et  par  les  nombreuses  circonstances 
; où  il  peut  être  appliqué. 

Différencions  la  fonction  — x');  nous  aurons  ‘ 


d [æ*  1 \/ ( 1 — jf)  ] = {n  —11)  xn~ * \/  (1  —a?2)  dx — 


x"dj7 


V/(i 

a4- 


-X2;1 
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multiplions  et  divisons  le  ier  terme  de  cette  différentielle  par 
y(i — x2),  il  viendra 

d[xn~J  [/(1  — x2)  ] = (11  — 1) 


xn  2d.r 


7 ix 


ndjc 


1/(1— x2)  \/(  1 — x^y 

enfin,  intégrant  et  transposant,  on  a 


M 


ndx 


xn  1 V/(i  — x2) 


71—1  r xn  2dx 

+ —J  jTci 


■ X’2)  7i 

En  appliquant  le  même  genre  de  calcul  à x”  1 — 0 

on  trouve 

xredx  xn~]  ]/(xz  rh  1 ) __  71 — 1 p xn-sdr 


f 


A 


\/(x*  ±,1)  11  n J 

Ces  formules  servent  à intégrer  toute  fonction  affectée  du  ra- 
dical \/(A  4“  -f-  Cx2) , puisqu’on  peut  la  ramener  à la 

zndz  zîldz  r . p .. 

forme  ■■■  — ou  — 7— r— - (n°  77b).  Il  est  tacite , en  di~ 

y/(azd=z2)  y (z  dh  ci2)  ' ' J 

visant  haut  et  bas  par  a , de  changer  ensuite  le  radical  en  \/{  1 rbx2) 

ou  \/  (x2  rh  1).  Or,  les  expressions  E et  F serviront  à faire 

dépendre,  en  dernière  analyse,  l’intégrale  cherchée  de 

C xdx  P xdx 

j v£F±T)  ou  J 61  n est  m,Pair 


X ) 


fi 


dx 


ou 


/'  dx 


0*'  ; ‘ ' 

si  n est  pair. 


\/ (x2 zb î ) " J y{i—x2) 

' Les  deux  ires  rentrent  dans  la  règle  IV  (p.  358) *,  la  3e  a été 
donnée  (n°  773);  la  4e  est  l’arc  (sin  = x). 

Par  exemple,  on  a 
xdr 


f 

j 


l/(l 


— y/(i— x2)-f-c, 


^ x2dx 


x 


V/(i  — X2) 

x3dx 


V/Ci-x2) 

/x^dx 
y (i  — x2) 


\/  1 — x2-f~  iarc(sin=x)-f  c 

2 


X2  + 2 


. V7  1 *“  X2  -f-  C, 


3 

sx2  -f-  3 

8 


o 

.x  y7 1— xa  + g arc(âinr=x)4n^1 
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782.  Si  l’exposant  n était  négatif,  on  ne  pourrait  plus  ap- 
pliquer les  formules  E et  F}  mais  en  faisant  x = z»—i , on  re- 
tombe sur  celles-ci  : 

dx  zn“’,1dz 


xnÿ(\  — x2) 
dx 


I/O2 — 0 

zn~'dz 


xny'(x2dzi)  yÇidzz2) 

On  pourrait  aussi  traiter  le  cas  actuel  directement  par  un  calcul 
semblable  au  précédent  (n°  781 );  car,  en  différenciant.... 
x~n+l\/y — x2),  etc.,  on  trouve 

f dx  1/(1— X2)  77—1 <2  r dx 

Jxny(i  — xs)  (n — i)xn— 1 n — îj  xn~zy(i — x2)’*'  ? 

formule  dont  l’usage  est  facile  à concevoir.  On  a d’ailleurs 


j \ 


dx 


= c — 1 


Xy  (l  — X2) 

(n°  774)-  On  trouvera  de  même 


■j  -J-p/(i  — x2)* 


x 


A 


X 


m 


dx 


y(p,ax-xu)  m 


xm  1 /■ — , (2m-i)fl  P xm—,dx  rrT 

[/2ax-x2+±->—-J  / — --...(H). 

m J y (2ax-x  ) K 


Des  Fonctions  exponentielles. 

783.  Il  suit  des  règles  de  la  différentiation  (n°  G76)  que 


/ ax  dx  " 


a 


la * 


On  saura  donc  intégrer  deux  des  cas  particuliers  que  peuvent 
présenter  les  exponentielles. 

i°.  Si  z ~f(ax)  , la  fonction  za^dx,  en  faisant  ax  = us 

. fa.  du 

deviendra  


1 


a 


Far  ex., 


a 


X 


dx 


dzz 


y(i-\-anx)  1 a y(i  -f-  ull)\  r. 

2°.  En  différenciant  zex,  on  a e*d x(z-j-z');  en  sorte  que 


3j4  calcul  intégral. 

toute  fonction  exponentielle , pour  laquelle  le  facteur  de  exâx 
est  formé  de  deux  parties,  dont  l’une  est  la  dérivée  de  l’autre, 
sera  facile  à intégrer.  Par  exemple, 

f exdxÇ5x*  -f- x 3 — 1)  = (jc3  — 1 )«*, 

De  meme,  en  faisant  î-f -x-=.z,  on  trouve 

exxàx  /V/d z âz\ ez ex 

(i  -h  x)2  J e \ z-  2. V ez  i -f-  x 
784.  Mais,  dans  tout  autre  cas , on  devra  recourir  à l’intégra- 
tion par  parties  (Y,  p.  358).  Par  ex. , pour  xndx.axy  on  regar- 
dera d’abord  xn  comme  constant,  et  on  aura 


c. 


f xndx.a?  ~ — - 


Ox  . Xn 


n 


f axxn  'dx; 


a 1 a 

en  traitant  de  même  axxn~l d.r,  et  ainsi  de  suite,  de  proche  en 
proche,  on  aura 

1 .2.3;  . . 72.' 


a 


exnàxz 


/ xn 

'M\u 


nxn~1  n(n — i).rn 

1 ~ 


— 2 


Va 


Va 


_i_  1 .2.0.  . . JiS^  f 

'• — ~ ïï^~J+c- 


Il  est  évident  que  le  même  calcul  s’appliquera  à zaxdx}  z étant 
une  fonction  algébrique  et  entière  de  x. 

zax  raxz'dx 

Donc  ftaxQx~- — - — / — . 

J \a  J \a 

\ • 

786.  Mais  si  l’exposant  n est  négatif,  en  réfléchissant  sur 
l’esprit  de  la  méthode  qui  vient  d’être  employée  , on  verra  qu’il 
faudrait  au  contraire  faire  croître  successivement  l’exposant: 
de  x.  On  intégrera  donc  en  regardant  d’abord  ax  comme  con- 
stant, et  il  viendra 

rax  dr — ax  1 a /r*axdx 

J xn  (n  — 2 )xn—1  n — 1 J x”*1' 

En  faisant  ici  le  même  raisonnement,  on  réduira  la  fonction  à 
la  forme 

rax  djc — ax  / 1 1 a Va 

J xn  n — iyrn—l  (7 1 — $)xn~2  {n— 2)  (71 — 5)  c*-3  * * “' 

1 n-*a  \ . 1 n~la  ra*dx 

‘ 1 .2.3'.  . .(u— 2.3 . . .(/l  — X 


I 


FONCTIONS  LOGARITHMIQUES,  3 J 5 

Mais  ici  on  ne  peut  pousser  plus  loin  le  calcul,  parce  qu’il  fau- 
drait ci-dessus  faire  n~i,  ce  qui  donnerait  l’infini,  langage 
dont  l’Algèbre  se  sert  pour  indiquer  qu’il  y a absurdité.  L’in- 

/cixàsc 

- a long-temps  exercé  les  analystes,  et  Ton  est 

forcé  de  la  regarder1  comme  une  transcendante  d’une  espèce 
particulière,  qui  ne  peut  dépendre  des  arcs  de  cercle  ni  des 
logarithmes.  A défaut  de  méthode  rigoureuse,  on  emploie  les. 
séries  (p.  176): 

Va  . Va 

x9,  -|- ... 


a 1 

— = - -f-lfl-f- 
x x 


*a  Va 

— x+  — 
2 2.3 


Multipliant  par  djc  et  intégrant  chaque  terme,  il  vient 


J*axdx 


rd.r  , , i , a:2l za  x3Va 

— • — i x -j-  x l a -j -f-  = -,  +.  • . -f-  Ce 

x 2.2  0.2.0 


786.  Si  n était  fractionnaire,  l’une  ou  l’autre  des  méthodes 
précédentes  servirait  à réduire  l’exposant  de  x à être  compris 
entre  o et  1 ou  — 1 , et  le  développement  en  série  (nos  706,  800) 
servirait  ensuite  à donner  , par  approximation  , l’intégrale 
cherchée. 


Tout  ce  qu’on  a dit  ici  peut  également  s’appliquer  à zaxdx  > 
lorsque  z est  une  fonction  quelconque  algébrique  de  x . 


Des  Fonctions  logarithmiques . 

787.  Proposons-nous  d’intégrer  zdjc.l".#,  z étant  une  fonc- 
tion quelconque  algébrique  de  x. 

Si  n est  entier  et  positif , on  intégrera  par  parties,  en  re- 
gardant d’abord  1 nz  comme  constant;  il  viendra 

r]  y 

fzàx  Kr  = Vxfzdx  - — n fV~~xx . — fzdx , 

00 

et  comme  fzdx  est  supposée  connue  par  les  principes  anté- 
rieurs, on  voit  que  l’intégration  proposée  est  réduite  à celle 
d’une  fonction  de  même  forme,  où  l’exposant  du  logarithme 


3-6 
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est  moindre.  Le  meme  Calcul  appliqué  à celle-ci,  et  de  proch« 
en  proche  aux  suivantes,  achèvera  l'intégration.. 

Ainsi,  pour  a,nRr.dx,  on  a 

•,'N-t-l 


f xmdx  An  i-  — 
fxm  dvAn~'x 


X 


771 -f-  1 


]næ  — 


n 


x 


7/1  -f-  1 

y 

11 I 


f\n  ‘.r.x'^djc 

. Xmdx  y 


] n — ? 

tu.  -f-  i un  — |—  i 

et  ainsi  de  suite.  En  réunissant  ces  résultats  successifs  , on 
trouvera 


/ ] ^ u 7-î  \n*  1 

fxm\nx  dxmcmî+',( i — 1 

\771-{-l  (/71-f-J 


lttr  n,  lw  1 r . 77(7?—  i)ln“fr 


4- 


• • • • J 


-f-  c. 


y (777 -f  1 >3 

706  Mais  si  n est  entier  et  négatif  on  verra,  cnmme  pré- 
cédemment (n°  786)  , que  pour  faire  croître  au  contraire  l’expo- 
sant du  logarithme,  il  faut  prendre  d’abord  z constant  dans 
f intégration  par  parties  de  fzdx \nx.  Comme 

*d.r 


f 


x 


.lLr=r=- 


]n+'jG 


n -h  1 


on  partagera  zdx  l7*^  en  ces  deux  facteurs  zrX  — .î*x 

n,  / * 

ci  ou 


rzdr 

J inJO 


~T7  4-  — f\~n^x.d{zx)y 

n -f-  1 n ■ — 1 ^ ' 


formt  le  qui  remplit  visiblement  le  but  qu’on  veut  atteindre»! 
pvîais  , pour  mit  ux  voir  la  nature  des  obstacles  qu’on  rencontre > 
appliquons  ceci  à 

__  __""‘rn74"1  , 777-f-i  f rmdr 

\nx~  ‘ 


/ 


(72  — Ijl"  1 X ‘ 77 7 J 1"  ‘x 

opérant  de  meme  sur  ce  dernier  ternie,  etc.,  puis  réunissant 
ces  divers  résultats,  on  aura 

?djü  -v.in-Ti  r— 


, Pxmdxr  ^ x™’*''  p 1 

•5)  l“~3x  "t  ‘ ' ’ J "t"  x. 


777  -f-  î 


2 l 


n — u. 


X 


l (/71-f-t); 

rr  (/î—  i)(7i- 


0 4 i)”-1 


2.0.  . . (71 


rxmdx 

ùj  i* 


.L*  . 
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Nou^  sommes  obligés  de  nous  arrêter  ici;  car  nous  ne  pour-* 
rions  prendre  7i  — t,  dans  notre  formule,  sans  y introduire 
l’infLi. . Mais  faisons 


#m+1  — 3,  d’où  (m-f-i)  rmd.c  ~ dz. 


Il  vient 


-x^d  r dz  endu 

1 x 1 z u * 


en  posant  1 z — ■ u.  On  reproduit  donc  ici  la  fonction  du  (n°  y 85 ) ? 
qu  on  ne  sait  intégrer  qiie  par  les  séries. 

789.  Lorsque  n est  f •actionnaire , soit  positif,  soit  négatif, 
l’une  ou  l’antre  de  ces  formules  ramène  l’intégrale  de  zdjc.Dd# . 
à celle  d une  fonction  de  même  forme,  n étant  compris  entre 

1 e*  1 • Après  quoi  il  faut  recourir  au  développement  en 

séries  (nos  706,  800). 


Des  Fonctions  circulaires . 


790.  S’il  entre  des  a^cs  dans  une  fonction,  poùr  l’intégrer, 
on  remarquera  que  la  différentielle  de  ces  arcs  est  algébrique, 
et  que , par  conséquent,  si  l’on  pratique  l’intégration  par  parties , 
en  regardant  ces  arm  d'abord  comme  constans  (Y,  p.  358) , la 
for  ction  proposée  en  sera  exempte.  Ainsi,  z étant  une  fonction 
de  a , on  a 


fz d r . arc  (sin  ~z  x)  ~ arc  (sln  = x)  f zdx  ■ — • 


dx.fzdx 

~xFy 


De  même  on  trouvera 


/d  x 
— 


dx.fzdx 
-f-x2* 


791.  Mais  lorsque  les  fonctions  renferment  des  lignes  trigo- 
nom  étriqués , i!  y a plusieurs  manières  de  les  intégrer  qui  offrent, 
îarCô  plus,  tantôt  moins  d’avantages.  Nous  allons  exposer  les 
principales. 

Ire  Méthode.  On  peut  toujours  ramener  ces  fonctions  aux 
différentielles  binômes , en  faisant  sin  x ou  coso;=^zt 
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En  effet,  soit 

si nx  = zy  clr  = — — -- 

V/(i  — z2) 

d’où  sînmx . cos"o;  . dx  = zmdz.  \/(i  - — z2)H_1 

i°.  Si  n est  impair,  le  radical  disparaît. 

20.  Si  m est  impair,  la  ire  condition  d’intégrabilité  (n°  776) 
est  remplie,  puisque  i(m-f-i)  est  entier. 

3°.  Si  m et  n sont  pairs,  la  2e  condition  (n°  777)  est  satisfaite, 

puisque  £ (jn  -f-  n ) est  entier. 

\ 

On  trouvera  par  exemple 

/sin^r . cos3x . dx  = fz*dz(  1 — z*)  -=z  l sin5*  — j sin7o7  -f  c. 


c * s j Z'  z dz 
fsin^x.dx  -=.f  - 

J i/Ci— ^ 


3 COS  07^3  COS2x)  — f-  C 


/nnfr.du7 


Ç z^dz 

J V ( 1 — z“) 


sin3r4-|sinr  , i.3r  , 

.COS 07  -f*— 7 — 


4 


2.4 


792.  ÏIe  Méthode.  Il  suit  du  n°  682,  que 

/do; . cos  kx  = j sin  /h:  + c , /du; . sin  kx  = — j cos  &07  -f-  c. 


Or,  on  a appris  (p.  190)  à développer  toute  puissance  de  sin  x 
et  cos 0;  en  sériés,  suivant  les  multiples  de  l'arc  x\  on  aura 
donc  à intégrer  une  suite  de  termes  de  la  forme  ci-dessus. 

Par  exemple, 

/cos5o7 . do;— /(-Aj  cos  5x  -f-  -~r  cos  3o:  -f-  ! cos  o:)do; 

— sin  Sx  -f-  ~ sin  5x  -rf- | sin  07  -f-  c. 

On  emploie  souvent  cette  méthode , parce  qu’il  est  plus  facile 
d obtenir  les  solutions  numériques,  quand  on  préfère  les  sinus 
et  cosinus  des  multiples  des  arcs,  aux  puissances  de  ces  lignes. 

79Ô,  IIIe  Méthode.  Les  formules  (A",  Sgo)  serviront  aussi  à 
traduire  en  exponentielles  les  sinus,  cosinus , ce  qui  ramè- 

nera 1 intégrale  de  ceux-ci  à celle  des  premières  (n°  783). 

73 4 • IVe  Méthode  consiste  dans  l’intégration  par  parties-» 
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Comme  — djcsina?  est  la  différentielle  de  cos  x>  décomposons 
le  produit  sinm.r . eos*j; . djc , en  djr.  sin  x.  cosn.r  X sin™-"1#,  le 


1er  facteur  ayant  pour  intégrale  — 


cosn-H.r 

n-j-i 


, on  obtient 


fdxs\nmxcosnx: 


sinm*“1lr 


cosM‘1.r-î-— — ^/cosn'4“2crsin,ft'“2a;  .dx, 
n+i  n-\~  i 


Mettons  pour  cosn+2x,  sa  valeur  cos  "an  cos  2.r,  oucosw.r(i — sin2.r); 
transposant,  il  vient 

sin1»— Iar.cos',^’,.ar  . m — x 


f djrsinmar.cos,,a:  = — 


4- 


■ fdx.sw.m~*x.cosnx....  (/). 


m -h  7i  7u  -+-n' 

En  opérant,  par  rapport  au  cosinus,  de  la  même  manière  que 
nous  venons  de  le  faire  pour  le  sinus , on  aura 


s i n 1 r en  s n~ 1 x 


.sm"lx.cosft“*;r..,.  ( K ). 


fdx  sinwx.cos*x  = 

7?  l-j-n  711  -f-  71' 

Ces  formules  abaissent  l’exposant  du  sinus  ou  du  cosinus;  leur 
usage  combiné  et  successif  donne  l’intégrale  lorsque  ni  et  n sont 
entiers  et  positifs.  Par  exemple,  on  a 

fdx  sin3x  cos*xz=  — i sin2^  coslr  -f- 1 fdx  sin^rcos2^, 
fdx  sin  x cos2x  = ^ sinAr  cos  x -f-  ^ fdx  sin  x •, 

or,  ce  dernier  terme  = — - J cos  a:  -f-  c ; réunissant  ces  diverses 
parties , on  a 

/da;sin3xcos2a:  — cosa:  ( — ^sin2a:cos2j:-4"-î~sin2a:  — •—)  “f"  c. 

7g5.  Mais  si  monn  est  négatif,  ces  formules  exigent  quelque 
modification.  La  ir®  donne,  en  changeant  n en — 71, 


/ 


dxsinmu: 

co*nx 


sin 


m— 1 


(m- 7i)cos"  lx 


X 771-1  Ç 

m-nj 


d#sinm  3 


cosnx 


•••(£), 


qui  fera  , comme  on  voit,  dépendre  l’intégrale  cherchée  de  celle 

dr  sin  r d.r  . . . 

de  — ou , selon  que  m est  impair  ou  pair.  L’une 

cosnx  cosnx 

de  ces  intégrales  s’obtient  en  faisant  cos x~z,  ce  qui  donne 

— / — “ -i — ; l’autre  va  être  donnée  (n°  790}. 

J Z*  (ti— l)C0SB“V 
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La  seconde  de  nos  formules  , en  faisant  n négatif,  et  résol- 

donlr"  raPP°rt  3U  demier  tenl>e’  PUiS  chanS5eant  n en  n — 2, 

f — smm+'x-  m—n+a /'dx.sm”'x 
J cosnx  (ji- n — i J Cosn— 2ôT  * ’ * 

L intégrale  demandée  se  ramène  donc  à celle  de  dxsinm,r,  ou 
> dx"sinm,r 

141  ~cô~s~’  selon  %ue  11  est  pair  ou  impair.  Celie-ci  va  être 
donnée,  la  ire  l’est  par  la  formule  (/). 

79^’  Si  1 on  fait  n ou  m nul , on  a 


/sinma:da: 

fcosnxàx 
d.r 


— cosx’.sin711-^  m — i 

“t / dxsinm“2or. 


m 


smx  . cosn~\r 


n 


h 


m 


n — i 
n 


fàxcosn~2x 


fi 

f 


smmx 


cosnx 


O 


~~“cos-r , m — a P d.r 

— i ) m — i J » 

sm<r , n — a r dr 

— O cos^'x  n~i  J 


Au  lieu  de  déduire  ainsi  toutes  ces  formules  des  deux  pre- 
mières , on  pourrait  les  trouver  directement.  Il  suffirait  pour 
cela  de  réfléchir  à la  nature  de  l’intégration  par  parties,  et  au 
but  qu’on  s’y  doit  proposer. 

On  pourrait  encore  intégrer  d’une  autre  manière  les  frac- 

tinn-  cos’"J-d-r  sinmx.dx 

’ “cos-^-i  car  !a  Pre“ière,  par  ex.,  si  m 


sm"x 


est  pair  et  = 2h , équivaut  à Ü 4^-  ; développant 


smnar 


(i  sin2^)71,  on  a une  suite  de  termes  de  la  forme  sin\r,dx* 
Si  m est  impair  et  = 2//  -f  1 } 0n  a 

cos2/ix.cosn?.dx  _ (i—fcaydz 


sin"j; 


en  faisant  sinx*  — a. 


FONCTIONS  CIRCULAIRES.  55  ï 

797-  Pour  le  cas  où  les  exposans  du  siuus  et  du  cosinus  sont 
a la  fois  négatifs,  en  multipliant  le  numérateur  par  cos2x-j-sin2.r, 
on  a 


Ç_  f dx r 

J sinmx . cosTr  J sinm“aar.cosr7r  J s 


du; 


sin^x.cos”-2^ 


On  parvient  donc  à des  fractions  dégagées  de  sinx  ou  de  cos  r. 
Si  ni  — n } comme  sinx  cosu;  = f-  sin  2X,  en  faisant  2 xx=z 

*•*  ■*  j) 

la  fraction  proposée  së  change  en 

r Ë = Qn — * fàz 

J cosRx.sinKx  J sinRs* 


798.  Nous  intégrerons  à part  cinq  fonctions  circulaires , soit 
parce  qu’elles  offrent  des  calculs  plus  simples , soit  parce  que 
nos  formules  y ramènent  toutes  les  autres. 

i°.  Soit  y en  faisant  cos x-.~z  on  a , fraction 

smx  * 1 s»2  i 

rationnelle  (p.  0G0)  ; d’où 

’dx 


f. 


sin  x 


lc-Kl 


COS  X 


1 -f-  cos  X 


et,  comme  (n°  55p)  tangua: 


1 — LOS  x 
1 -f-  cos  x 


j on  a 


f. 


djr  ,c\/(l  — cos  x) 

àTæ  = 1 V(i+cosx)  = 1 • ^ 


2°.  Un  calcul  semblable  , en  faisant  sinx  —z}  donna 

/*  dx  1 cl/(i  -4-  sinrr)  , , , 

— 1 777 • — 7 — 1 . tan  g (4d°+  ~ x)  -f-  A, 

cosx  i/(i — sinx)  DV‘  2 J ' 


du; . cos  x 

5°.  Pour  — — — , comme  le  numérateur  est  la  différem 


smx 


tielle  du  dénominateur  (règle  IIÎ,  p.  358),  on  a 

du? 


plccosx 

J Slï 


sm  x 


f, 


tangx 


/dx.cotx  = l(csinx). 


■OS 
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4°.  Oü  a de  même 
sin  x 


r- 


cosx 


fdx.tangx  = f--  — 1— 

J cota:  cosx 


5°.  En  ajoutant  ces  deux  formules  , on  trouve 


f. 


dx 


smxcosx  r cosx 


. csin.r 

1 = l(ctangx)* 


Constantes  arbitraires . Intégration  par  séries . 


799.  Soit  P l’intégrale  d’une  fonction  zdx  de  x,  ou 

d P = zdx,  et  c la  constante  arbitraire  qu’on  doit  ajouter  pour 
qu’elle  soit  la  plus  générale  possible  (n°  768) , on  a 

f zdx  — P 4.  c. 

Tant  qu’il  ne  s’agit  que  d’un  calcul,  c reste  quelconque;  mais 
lorsqu  on  veut  appliquer  cette  intégrale  à une  question  déter- 
minée, la  constante  c cesse  d’être  arbitraire,  et  doit  satisfaire 
à des  conditions  prescrites.  Si,  par  ex.,  on  demande  l’aire 
BCPM—t  (fig.  22),  comprise  entre  les  ordonnées  BC , PM , 
dont  la  position  répond  aux  abscisses  a et  b,  comme  (n°  728) 
dt=zydxt  on  a t zz:  fydx  = P -f-  c.  Or,  faire  P -f-  c , com- 
mençant lorsque  x z=.AC~a)  t doit  être  nul  lorsqu’on  fera 
x=a  dans  jP-J-c,  ou  A -f-  c “ o , A étant  la  valeur  que 
prend  la  fonction  de  x,  désignée  par  P,  lorsque  x — c;  on  tire 
de  là  c = — A j d’où  faire  t P — A.  Il  restera  ensuite  à 
mettre  b pour  x,  et  faire  sera  renfermée  dans  les  limites  pres- 
crites. 

En  général , pour  déterminer  la  constante  arbitraire,  d’après 
les  conditions  de  la  question,  on  cherchera  quelle  valeur  k doit 
prendre,  l’intégrale  tz~P~\-c  lorsque  xz=za , savoir,  kz=AAct 
d’où 


c~k  — A j et  P h — A , 

sans  qu’il  soit,  comme  on  voit,  nécessaire  de  connaître  Yori- 
gine  de  l’intégrale , c.-à-d.  pour  quelle  valeur  a de  x elle  est 
nulle. 
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Toute  intégrale  dont  l’origine  n’est  pas  fixée,  se  nomme  In-~ 
définie;  elle  n’est  Complète  que  quand  elle  renferme  une  con- 
stante arbitraire.  Lorsque  les  limites  a et  b sont  données,  on  a 
P — él  en  vertu  de  la  irei;  mettant  pour  x la  2 e limite  b , 
il  vient  t = B — A , pour  la  valeur  absolue  numérique  et  con- 
stante de  t ^zfiydx  : c’est  ce  qu’on  nomme  une  Intégrale  définie , 
A et  B étant  les  valeurs  que  prend  P lorsque  x^=za  et  b.  En 
remarquant  la  forme  de  cette  expression  , il  est  visible  que  pour 
1 obtenir  il  suffit  défaire  x = a et  x — b dans  l intégrale  in - 
dfinie  P,  et  de  retrancher  le  premier  résultat  du  second.  Tout 
ceci  s’éclaircira  bientôt. 

8oot  Lorsqu’une  fonction  proposée  n’est  pas  susceptible  d’une 
intégration  exacte , on  a recours  aux  approximations.  Ainsi,, 
pour  trouver  fzax , on  développera  z en  série,  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  ou  descendantes  de  x (n°  706)  ; puis  multi- 
pliant chaque  terme  par  âx,  on  l’intégrera.  Nous  n’en  donne- 
rons que  deux  exemples. 

fi  dr 

i°.  Soit  J — p-—  ; cette  intégrale  est  arc  (tang  = x).  En  dé- 
veloppant (1  4-  x2)-1,  on  a (p.  21) 


dx 

= àx  (1  — x2  + X*  — xs  +.. , 

d’où  arc  (tang  = x ) = x — £ x3  -j-  J 

/*  dx 

— — ==  arc  (sin=  x)  , on  développera 

T a?  ) 


(1  — x*) 


a 


xa  1 . 3x* 

1 ™f“  4"  / • • • • ( p • 1 5 ) , do u 

j,  2 . 4j. 


xJ  . 3x5 


arc  (sin  = x)  = x -j ■=  -f- 


3.5.x7 

“r  7~  c:  „ “T— 


2.3  ‘ 2.4.5  2.4, 6. 7 


On  n’a  pas  ajouté  de  constante , parce  qu’on  suppose  que  l’arc 
dont  il  s’agit  ici  est  le  plus  petit  de  ceux  dont  x est  le  sinus 
ou  la  tangente , arc  qui  est  nul  quand  le  sin.  et  la  tang.  le  sont. 
La  ire  de  ces  formules  a servi  (n*  691)  à trouver  le  rapport  % 
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de  la  circonférence  au  diamètre;  on  peut  employer  la  2e  ai^ 
meme  usage  , cai  le  tiers  du  quadrant  ayant  ^ pour  sinus  , en, 
faisant  x = i- , on  a 

" 1^1, 1 , 1.5  1.5.5 

6 2 2. 3. a*"*  2.4  5.25  2.4.. 6.7"a7*** 

Du  reste,  la  loi  de.ces  séries  suit  du  calcul  même. 

» 

801.  Pour  qn  une  série  soit  de  quelqu’usage  dans  les  appli- 
cations numériques,  ii  faut  qu’elle  converge;  il  est  donc  con- 
venable d avoir  divers  procédés  pour  effectuer  ces  sortes  d’in- 
tégrations. La  suivante  est  due  à J an  Bernoulli. 

Faisons  h ~ —x  dans  la  formule  de  Taylor;  comme  f(x — x) 
Gufo,  est  ce  que  devient  y ou  fx  lorsque  xrr=o,jfo  est  unn 
constante  b ; donc 

h =y  — y' X -f  iynx%  — . . . . 

Or,  la  dérivée  y de  y étant  donrée,  l’intégration  consiste  à 
trouver  y ; soit  jzdx  l’intégrale  cherchée,  z — y } zl  ==  y\..  s 
et  on  trouve 

y ~ fzdx  = b -4-  zx  \ z'x 2 -f  j z"x3  — . . . 

Il  suit  de  ce  qu’on  a vu  (n°  7c  1)  , qu’on  peut  obtenir  des  li- 
mites de  la  somme  des  termes  négligés. 


cl  y 

— 1 ( a -f-  x)  , 

CL  -f-  X 


et 


:1a,  Z — =— — , 2,'  -T-  

üfx  (a  -j~  •*)* 


.V 


on  a 


2 


I(a-f-x)  = la  + 


“b 


.T 


(a  -f-  x)3 

,3 


* 1 


7.+ 


x 


« * O 


a x 2(a-f-x):i  ‘ 3 (a  -j-  x):i‘ 
802.  La  formule  de  Taylor  donne  aussi 

/(x  + h)  — fx  — zh  -f-  } z'h^-j-  i z"/;3... , 

d’où  fix  + b — a)—  fx  = z{b  — a)  + iz'(&  — 17)°+..., 

✓ 

en  faisant  h = & — a.  Si  1 on  prend  ensuite  z z^z  a ; ce  qui 
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change  z,  zf,  z"...  en  des  constantes  A,  A'}  A".  . on  obtient 

fb  —fa  z=zA(b~a)-\~i  A' (b  — af  + j A\b  — a)3 ...  ; 

c’est  l’intégrale  fzdx  entre  les  limites  x — a et  x = b (n°7gg). 
Mais  pour  que  cette  série  soit  applicable  ■,  il  faut  que  celle  de 
Taylor  ne  soit  pas  fautive.  On  examinera  donc  la  marche  de 
la  fonction  z depuis  x = a jusqu’à  x — b , afin  de  reconnaître 
si  elle  devient  infinie  5 pour  de  certaines  yaleurs  intermédiaires 
de  cette  variable  x. 

On  pourra  faire  converger  la  série  autant  qu’on  voudra;  car? 
partageant  l’intervalle  b — a en  n parties  égales  i en  sorte 
que  b — a — ni y on  prendra  d’abord  l’intégrale  entre  les  li- 
mites a et  a -f-  i , c.-à-d.  qu’on  mettra  ci-dessus  a-fi  pour  b . 
De  même  on  prendra  l’intégrale  depuis  a -J-i  jusqu’à  a -J-  21; 
ensuite  depuis  cette  quantité  jusqu’à 
On  fera  donc  successivement 

x = a,  ce  qui  changera  z,  z,  z\..y  en  AtAr9Att... 

x — a + i B,  B'tB\.. 

x — a+üi Cy  C'y  C"... 

etc.  ; 

d’où  f(a+  0—  fa  r=Ai+±A'i*,+î,A"P+..., 
f{a  + zi)  —f(a  + — B'ï 

f(a  + oi)  — /(a+2i)  = Ci  + i Ci*  + i 
etc... 

f(a  + ni)—f[a  + (n—  i)i]—Mi  + ) M'ï+  \ M"i 3 -f ... 

8o3.  La  somme  de  ces  équations  est 

f(a  ~h  ni)  — fa  —fb  — fa  = fzdx 

— (Ad-B+C...+M)id-{(A'd-B',..d-M')ï2-h±(A''-h...d-M,')P..,  * 

telle  est  l’intégrale  de  fzdx  entre  les  limites  de  a à b.  Si  l’oa 
prend  i assez  petit  pour  se  borner  au  seul  ier  terme , on  a 

fzdx  — Ai  4-  Bi  -f-  Ci.  . . -f-  Mi , 

série  dont  les  divers  termes  sont  les  valeurs  que  prend  succès- 

2.  ü5 


i 
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sivement  la  fonction  zdxy  lorsqu’on  fait  x égal  à a,  a + 
a -f-  2 i...  C’est  pour  cela  que  dans  la  méthode  infinitésimale  on 
regarde  l’intégrale  comme  la  Somme  d’un  nombre  infini  d’élé- 
mens,  qui  sont  les  valeurs  consécutives  que  prend  la  fonction 
lorsqu’on  fait  passer  la  Aariable  par  toutes  les  valeurs  intermé- 
diaires entre  ses  limites  ; c’est  ce  qui  s'éclaircir#  par  la  suite 
( n°  806,  20.  ). 

804.  Nous  ne  dirons  rien  des  intégrations  du  2e,  38...  ordre 
des  fonctions  d’une  seule  variable,  puisqu’elles  rentrent  dans  ce 
qu’on  a exposé.  Il  y a alors  2,  o...  constantes  arbitraires  ( voy . 
n°  83i). 

r*  r'(c£t  — — x2  ■'idjt'2  , 

Par  exemple , pour  / / -qrqa  , on  intégrera  une  pre- 


(x24 -a2)5 

mière  fois  ; et  comme  la  fraction  proposée  se  décompose  (p.  160) 

0/7M  r*  fl  r* 

en  — qqrq>  et  que  ia  première  dorme  (n°  771,  4°.) 

x f*  d x ' 

- -f-  c , il  reste  à intégrer  de  nouveau 


x2  -f-  a 

a:djc 


X * -f-  d1 


-f-  cdx.  On  a donc 


ff 


(a2  — x2  )dx 
(x2  -{-  a2)2 


1 {/  (x2  -f-  a2)  -f-  cx-\-c\ 


Des  Quadratures  et  Rectifications, 


8o5.  L’aire  t d’une  courbe  plane  (n°  728)  est  rr=  fydx  , et  il 
s’agit  d’intégrer  cette  expression  entre  les  limites  convenables  \ 
c’est  pour  cela  qu’on  a donné  le  nom  de  Méthode  des  quadra~ 
tures  aux  procédés  qui  nous  ont  occupés  jusqu’ici , par  lesquels 
on  obtient  l’intégrale  des  fonctions  d’une  seule  variable.  En 
voici  divers  exemples.  - 

L Pour  la  parabole  AM  (fig.  5i),  y*z=zzpx]  donc 

1 1 

t — f \Z(yp) . x* dx  = f \/ (2p)  • X*  -f-  c = f xy  + c. 

Quand  faire  doit  partir  du  sommet  A3  x=zo  donne  t=zo,  ainsi 
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g est  nul;  donc  Faire  MAM'  d'un  segment  de  parabole  est  les 
deux  tiers  du  rectangle  circonscrit  M 'N' NM. 

Si  faire  est  comprise  entre  BC  et  PM,  en  faisant  AB  — a „ 
BC—b—y{p,pd) , t est  nul  lorsque  x — a,  d’où  c — — ■ | ab , 
]Juis  ab~).  JL  aire  Cf  CMMr  est  les  deux  tiers  de  la 

différence  des  rectangles  N'M  et  DrC. 

Pour  les  paraboles  de  tous  les  degrés ym—axn,  on  a t—^^-, 

nn  772— [—72, 

ioutes  ces  courbes  sont  donc  carrables. 

II.  Pour  l’hyperbole  équilatère  MN  (fig.52)  entre  ses  asymp^ 
Êotes  Ax , Ay,  on  a xy^=mr2  ( n°  rfiS  ) > donc 

/dju 

— ~ 7nülx  -f-  c ; 

Faire  t ne  peut  être  prise  depuis  l’axe  Ay}  parce  que  x~o  don- 
nerait i — o et  c : — 772  1 o — ^ oo . Mais  si  1 aire  doit  commencer 
à l'ordonnée  ÆCqui  passe  par  le  sommet  C,  comme  AB  — m 

( n°4 1 8) , on  a c = — 7n2lm,  d’où  t — On  voit  donc 

772 

que  si  m = i , on  a t = \x  : chaque  aire , prise  à partir  de  BC , 
est  donc  le  logarithme  népérien  de  l’abscisse. 

Lorsque  l’angle  des  asymptotes  est  ■«,  faire  est  ( p.  3i5)  5 
. ^ j . C*si n œdx  r . 

î— Jydx ,sm  et  — — — — 5 en  faisant  tti  = i ; donc  t = Log  x , 

en  prenant  pour  système  de  log.  celui  dont  le  module  est 
M—s\ncs,  (n°  678  ).  Si  l’angle  « est  droit , M—  1 , on  retombe 
sur  le  ier  cas,  et  l’on  obtient  les  log.  népériens  ; mais  on  voit 
qu’en  faisant  varier  l’angle  « des  asymptotes,  on  peut  obtenir 
tous  les  systèmes  possibles.  Ainsi,  lorsque  la  base  est  10,  on  a 
Jf— 0,4342944819  ; l’angle  qui  a ce  nombre  pour  sinus,  le  rayon 
étant  un,  est  «z  — 25°  44"  25", 47  : tel  est  l’angle  que  doivent  for- 
mer les  asymptotes  d’une  hyperbole  dont  la  puissance  est  un, 
pour  que  chaque  aire  soit  le  log.  tabulaire  de  son  abscisse.  On 
voit  par  là  que  c’est  très  improprement  qu’on  avait  donné  la 
dénomination  de  Logarithmes  hyperboliques  à ceux  de  Néper, 

s5.. 


; 
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puisque  tous  les  systèmes  de  log.  trouvent  leurs  représentations 
dans  les  aires  de  diverses  hyperboles. 

III.  Pour  le  cercle  y2  = a2 — x2,  l’origine  étant  au  centre  C 
(fig.  53),  on  a 

r -,  C c? dx  r X2dx 

J VK  J t/(a2-x2)  J ^(a2— x2)’ 

en  multipliant  et  divisant  par  \ /(cf — x2).  Or,  ce  dernier  terme 
est  facile  à intégrer  par  parties , puisque 
rentielîe  de  — ^/(a2 — x2)  i donc 

T’m  V 

. / 7~ — —-oc\/{cf  — X2)  -f  /dx  1/ (a2— x2)  =—xy+  t. 

Y \CL  — — -X  J 

Substituons  et  transposons  t , nous  aurons 

/ 

adx 


xdx 


y (a2— x2) 


- est  la  difie- 


h 


, , . r adx 

t = %xy  + zaj- y. 


mais  la  formule  dsa dx2 -f- dy2  appliquée  à notre  cercle, 

adx  , 

— ■ ; ; donc,  en  prenant  lare  s 

y (a2 — x O 


adx 

donne  ds  = — 

y 


dans  les  mêmes  limites  que  l’intégrale  proposée,  on  a enfin 
t — i xy  -f- 1 as  -{-  c.  Soient  CA  = b,  AB  — k : doublons  et 
intégrons  depuis  x — a jusqu’à  x~b,  pour  obtenir  l’aire  du 
segment  BOB'\  nous  aurons  (n°  799)  - üX  arc  BOB ' — bk  : puis 
ajoutant  le  triangle  CBB' , il  vient 

le  secteur  CB  O B'  — \ COX  arc  BOB'. 


IV.  Pour  l’ellipse  (fig.  53)  y = - l/(ae — x2)  , d’où  , 

CL 

/b  b 

- l/fa2  — x2)dx  = -X2, 
û a 

z désignant  la  partie  de  l’aire  du  cercle  circonscrit  qui  est  com- 
prise entre  les  ordonnées  limites.  Les  aires  t et  z sont  donc  dans 
le  rapport  constant  de  b à a.  Ainsj,  l'aire  du  cercle  est  à celle 
de  L'ellipse , ou  l'aire  d’un  segmènt  de  cercle  est  à celle  du 
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segment  de  l’ellipse  inscrite  qui  est  terminée  par  les  mêmes 
ordonnées , comme  le  grand  axe  est  au  petit;  et,  puisque 
Faire  du  cercle  circonscrit  est  ttu2,  celle  de  l’ellipse  entière 
est  7rab. 

4 

Y.  Pour  la  cycloïde  FM  A (fig.  28) , mettons  l’origine  en  F> 
et  soit  FS—x}  SM— y}  nous  aurons  (n°  723,  VI), 

cTï=  t=fyàx=M*ry-yWyi 

cette  intégrale  est  Faire  de  la  portion  FKN  du  cercle  généra- 
teur; donc  Faire  FyAM  = FKEF  — Comme  d’ailleurs 
AE  — 7rr  , le  rectangle  y F — 27rP  , d’où  AFE  — f 7rr2  : 
Faire  AFA'  de  la  cycloïde  entière  est  triple  de  celle  du  cercle 
générateur . 

806.  Nous  ferons  ici  quelques  remarques. 

i°.  Si  Faire  t est  comprise  entre  les  branches  BM,  DK  d’une 
même  courbe  (fig.  55) , ou  entre  deux  courbes  différentes  don- 
nées , en  nommant  Y — Fx,  y — fx}  les  ordonnées  PM  , PE , 
on  a 

B CPM—fYdx  y DCPE=fydx,  d’où  B DEM— f (F— y)  dx. 

20.  Selon  la  méthode  infinitésimale  (nos  769 , 8o3),  Faire  t 
peut  être  considérée  comme  la  somme  de  rectangles  tels  que 
m (fig.  55) , dont  dx  et  dj/  sont  les  côtés;  dx’dy  est  donc  l’élé- 
ment de  Faire  t,  et  il  s’agit  d’intégrer  entre  les  limites  conve- 
nables. 

Pareillement,  concevons  que  dans  le  cercle  C (fig.  54)  011 
ait  pris  un  élément  m en  un  lieu  quelconque;  sa  distance  au 
centre,  ou  Cm  — r,  et  l’angle  mCx  — ê en  fixent  la  position. 
L’aire  de  l’élément  peut  être  représentée  par  dr.d0 , dont  l’inté- 
grale relative  à 6 est  0dr  : en  la  prenant  depuis  û = o jusqu’à 
Q — 27T r,  on  a Faire  d’une  couronne  circulaire  —v^rdr,  dont 

l’épaisseur  dr  est  infiniment  petite.  L’intégrale  est  Trr2;  prise 
depuis  le  centre  Coù  r — o,  jusqu’à  la  circonférence  B où 
r~R  — le  ravon  du  cercle,  on  a tt/P  pour  Faire  du  cercle. 

3°.  Quand  Faire  sera  renfermée  entre  deux  courbes  DE 
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(fig.  55),  dont  on  a les  équ.  Y —=  Fx , y —fie,  on  intégrera 
l’élément  m = d vdx  depuis  PE  jusqu’à  PM , c.-à-d.  que  ydx 
devenant  (Y — y)dx , sera  une  fonction  connue  de  x , représen- 
tant l’élément  ME  compris  entre  deux  ordonnées  infiniment 
voisines  ; il  restera  à intégrer  relativement  à x entre  les  limites 
AC , AP  ; et  si  l’aire  est  comprise  dans  le  contour  d’une  courbe 
fermée,  on  intégrera  (Y — y)dx  depuis  la  moindre  valeur  de  x 
jusqu’à  la  plus  grande.  Lorsque  faire  est  renfermée  entre  quatre 
branches  de  courbes,  telles  que  BM , Bï , IK  , KM , il  est  fa- 
cile de  la  partager  par  des  droites  parallèles  aux  axes,  en 
parties  qu’on  sache  évaluer  séparément  d’après  les  principes 
précédens. 

Les  paraboles  opposées  AF , AFr  (fig.  5q)  ont  pour  équ. 
y2  — dz  zpx  ; intégrons  l'élément  m — dxdy  relativement  à x , 

y*  y2 

de  M en  Mf , c.-à-d.,  depuis  — d_jUSqu’à-j-  xdy  donne 

y2dy  , . 

- — — pour  l’aire  de  la  tranche  MM'.  Intégrant  de  nouveau  de 

> ’ y2 

A en  Cf  ou  depuisjy  = o , et  faire  F' A FC  sera  g—  ou  | xy. 

4°.  L’ordonnée  y de  la  courbe  ne  doit  pas  devenir  infinie 
entre  les  limites  de  faire  (n°  802). 


5°.  L’élément  ydx  change  de  signe  avec^y  ou  x , d’où  il  suit 
que  faire  devient  négative  lorsque  x ou  y sont  de  signes  con- 
traires : mais  on  ne  doit  pas  avoir  égard  à ce  signe  (n°  53q). 

Lorsque  la  courbe  coupe  l’axe  des  x entre  les  limites  de 
l’aire,  il  faut  chercher  chacune  des  deux  parties  et  ajouter, 
parce  que  l’une  est  positive  et  l’autre  négative,  et  que  la  somme 
demandée  doit  être  obtenue  sans  avoir  égard  à ce  dernier  signe. 

Par  ex.,  la  courbe  KACD  (fig.  56)  a pour  équ. y—x  — x3, 
AK  — AI  — 1 , l’origine  est  en  A.  L’aire  t = ±x2  — \ x4  -j-  c ; 
si  elle  doit  commencer  au  point  B pour  lequel  AB  = {/■$,  on 
trouve  c~  — d’où  t — { x2  — — — : et  si  faire  doit 

être  terminée  en  ED,  AE  — \/ §,  on  trouve  t~o  } ce  qui  in- 
dique seulement  que  les  aires  B CI , IED  sont  égales  et  de  signes 
contraires.  En  elFet,  on  voit  aisément  que  B CI  — — DIE. 
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De  même,  Faire  prise  depuis  K jusqu’en /est  nulle,  parce  que 
ACI-x-z=.  — KOA. 

807.  Pour  donner  une  application  de  la  formule  (n°  729), 
r'  = i (xy' — y)  > qui  sert  à trouver  Faire  r comprise  entre 
deux  rayons  vecteurs,  cherchons  Faire  CM  O (Fig.  55)  dans 

b°'jc 

l’ellipse  ODO'\  on  a ay  + ÿ — — — 9 d’où 

, , (b*x*  , \ b*  __  ahàoc 

comme  Faire  r est  comptée  depuis  un  rayon  fixe,  tel  que  CO , 
jusqu’au  rayon  CM,  le  signe —— provient  de  ce  que  x décroît 
quand  r croît  (n°  702). 

Mais  la  formule  (n°  727)  des  rectifications  appliquée  au  cercle 
dont  le  rayon  est  a , donne  pour  longueur  de  son  arc  s , 

d S— — — à’oùàT={bds,  et  r = i bs , en  prenant 

V/(aa— x“) 

Farc  s entre  les  mêmes  limites  que  r,  x=COe tx — CA. 
Quand  bz=a,  on  a 7 — ^as\  ainsi,  le  secteur  circulaire 

BCO  = i CO  X arc  B O -,  et 

le  secteur  elliptique  MCO  ~ | & X Arc  B O ~ -X  OCB» 

Pour  l’hyperbole  MN  (fi g-  02) , on  a xy  — ni  , d où  r -—y 
et  âr~—ydx,  r = •— /ydx  : donc  le  secteur  quelconque  hy- 
perbolique CAM  — CBPM. 

808.  Lorsque  les  coordonnées  sont  polaires  (fig*  25)  , on  a 
(n°  729) , dr  — ^r2dô.  Ainsi,  dans  la  spirale  d’Archimède 

(n°  479),  où  25rr  = al,  on  trouve  r — - /r3dr  = - . sf  + c. 

Pour  Faire  XO/  formée  par  une  révolution  entière  du  rayon 
vecteur  AM,  il  faut  prendre  l’intégrale  depuis  r~o  jusqu’à 
r~a.  On  obtient  le  tiers  du  cercle  dont  le 

rayon  est  AI. 

Remarquons  que  pour  pouvoir  etendre  1 intégrale  au-delà 
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de  ê _^36o0,  il  faut  avoir  égard  à ce  que  cette  2e  aire  contient 
celle  qu’on  vient  d’obtenir,  comme  (n°  806,  5°.). 

8oq.  Donnons  quelques  exemples  de  la  formule  (nc  727) 
des  rectifications , s=f  l/(dx2 -f  dy2). 

I.  Pour  la  parabole , y 2 — zpx  donne 

ydy=;pdx,  s — f ^V/(y+p‘)- 

J P - 

Cette  intégrale  est  (n°  773,  p.  366.  ) 

^ = c + ; n U W+f')  + ip 1 C y + v/(p2  + f)  ]• 


Si  1 arc  s commence  en  A (fig.  5i),  y — o donne  s — o : on 
en  tire  c~  — ^p\p\  donc 


am  =n^Ç±ri +ip\ (y+V(p:+f)y 

II.  Pour  la  seconde  parabole  cubique  y3  = ax 2 , on  a 

*=fAy  \/(i +9£) = *• a y/< (' +£)3 + c- 

En  général,  y = axn  représente  toutes  les  paraboles  ou  les 
hyperboles , suivant  que  n est  une  fraction  positive  ou  néga- 
tive ; on  obtient  s ==fdx\/(i  ■+■  n2a2x2n~2).  Toutes  les  fois 
(n°  776)  que  2(72 — 1)  sera  exactement  contenu  dans  1,  on 
aura  l’arc  5 sous  forme  finie. 

III.  Pour  le  cercle,  suivant  que  l’origine  est  au  centre  ou  à 
I extrémité  du  diamètre,  on  a y2  — r2- — x2,  ouy2— 2rx — x2. 

— — . En  mettant  pour  y sa 

valeur  en  x , on  voit  que  l’intégration  ne  peut  s’effectuer  que  par 
séries  (n°  800),  ou  par  des  arcs  de  cercle,  ce  qui  ramène  la 
question  au  point  d’où  l’on  est  parti. 

IV.  Pour  l’ellipse,  a2y2  -f-  b2x2  = cfb1  donne 


Dans  ces  deux  cas  il  vient  s 


=/ 


s 


y/(ciz  — e5x2) 
”\/ (a2 -Tx2)' 


> . 


çn  faisant  aez=\/ (a2— è2)  \e  désigne  le  rapport  de  l’excentr*- 


I 
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cité  au  demi-grand  axe.  On  ne  peut  intégrer  cette  expression 
que  par  une  série;  mais  il  faudra  disposer  le  calcul  de  manière 
à la  rendre  convergente.  Ainsi  on  pourra  développer  (n°  485,  II) , 


{/(a*  — e2x2). 

Ou  bien  on  fera  l’arc  O B (fig.  53)  du  cercle  circonscrit  = 0, 


d’où  CA  — x — a cos  ê , et 
puis  s e - 


dx 


\/(a2  — x2) 
afdô  {/  (i  — e2  cos2  ê). 


dê 


On  aura  à intégrer  une  suite  de  termes  de  la  forme  A cos2mô.d$ 
(n°  796);  par  là  l’arc  OM  dépendra,  à l’aide  d’une  série,  de 
Tare  correspondant  OB  du  cercle  circonscrit. 

La  rectification  de  l’hyperbole  offre  un  calcul  semblable. 

Y.  Dans  la  cycloïde  (fig.  20) , f origine  étant  en  F,  on  a 
(n°  722,  VI), 

y'  = \/~ry>  s=f^ày  = 2V(2,y). 

On  n’ajoute  pas  de  constante,  parce  que  l’arc  s commence 
en  F.  Or  [/(o,ry)  = KF,  donc  FM—  2 fois  la  corde  KF. 

810.  Si  les  coordonnées  sont  polaires  (n°  729),  on  a 
d.s “ \/ (r2dÔ2-J-dr\)  Ainsi,  la  spirale  d’Archimède,  où  2 


donne 


En  comparant  cette  expression  à celle  de  l’arc  de  parabole,  on 
voit  que  les  longeurs  des  arcs  de  ces  courbes  sont  égales,  lorsque 

T est  l’ordonnée  de  la  parabole,  et  - le  paramètre. 

7T 


Dans  la  spirale  logarithmique  (n°  474)  > ô = lr;  on  trouve 
5 —fdr\/2  = ri/2  -f-  c,  si  l’arc  commence  au  pôle,  c = o,  A 
et  on  a s~r\/ 2.  Ainsi,  malgré  que  la  courbe  n’atteigne  son 
pôle  qu’après  un  nombre  infini  de  révolutions,  l’arc  ^ est  fini  et 
égal  à la  diagonale  du  carré  construit  sur  le  rayon  vecteur  qui 
le  termine. 

Voyez , pour  les  courbes  à double  courbure  , oe  qu’on  a dit 
n°  75 1, 
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Des  aires  et  des  volumes  des  Corps. 

8 1 1 . Le  volume  v et  l’aire  u d’un  corps  de  révolution  autour 
de  l’axe  des  x s’obtiennent  ( n°  y b 2 ) en  intégrant 

i ; =/ ?ry2d.r  , u=f  2%yàs  ~ f 2?r y [/  (dx2  + dy2). 

Voici  quelques  applications  de  ces  formules. 

I.  Pour  l’ellipse  , en  recourant  à la  valeur  de  ds  (n°  809,  IV), 
on  trouve 


vb2 

v—  /(“ 


a' 


La  ire  donne  v~7rfr(x 
limit 


as  , c 


-h  cÿ  : si  le  sommet  est  une  des 
a.  Soit  donc  z la  hauteur  du  segment  d’ellip- 


xJ 
5 ce 


solde,  ou  x— û — z,  le  volume — -g-— (ou— -2.).  Pour  1 el- 
lipsoïde entier,  z—Q  a,  et  Ton  af^a.Ilen  résulte  que,  i°.  le 
volume  de  la  sphère  ~f  Tra3;  2°.  l’ellipsoïde  de  révolution  est 
à la  sphère  circonscrite  b2  ! a2\  3°.  chacun  de  ces  corps  est 
les  - du  cylindre  qui  lui  est  circonscrit-,  4°-  enfin  segment 
sphérique  ~ %z2  (ci  — -3  z). 

L’intégrale  qui  entre  dans  la  valeur  de  u,  est  visiblement 

l’aire  d’une  portion  de  cercle  concentrique  à l’ellipse  comprise 

entre  les  mêmes  limites  que  l’arc  générateur,  et  dont  le  rayon 

a • Sirbez 

est  Soit  z cette  aire  facile  à ootenir;  on  aurau  = . 

e a 


rdx 


y 


d’ou 


S’il  s’agit  de  la  sphère  , on  a ( n°  809  , III  ) , ds 

u"  fwrdx.  On  trouve  aisément  2 srrz  pour  la  surface  de  la 
calotte  , ou  de  la  zone  dont  z est  la  hauteur  ; et  /{tty2  pour  l’aire 
de  la  sphère  entière. 

II.  Pour  la  parabole  y2  = zax , on  trouve 
v — / 2 izax . d x — irax*  -f-  c > 
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u=f~- yày  Vif  + «’)  = g [ V O*  + g5)3  + C], 

si  l’origine  est  au  sommet  c — o et  C~—ci \ On  a donc  ainsi 
le  volume  et  l’aire  d’un  segment  de  paraboloide  de  révolution. 

III.  Soit ym~  o.xn  on  en  tire 


m m 

v = f 7r  [/ 'a3 . \/  x2ndx  — 


m%x 
m 2 n 


V 


mwxy* 

m -}-  27i’ 


Ce  calcul  se  rapporte  aux  paraboles  et  aux  hyperboles , suivant 
que  n est  positif  ou  négatif. 

8 12.  Le  volume  F et  l’aire  U d’un  corps  sont  donnés  par  les 
formules  ( n°  754  ) 

F —f f zdxdy  , U —ffdxdy  y/  (1  -fi  p2  -f  q2) . 

Voici  comment  on  doit  entendre  ces  doubles  intégrales.  Après 
avoir  mis  pour  z , p et  q leurs  valeurs  en  x et  en  y , tirées  de 
l’équ.  de  la  surface  proposée  (n°7 47),  on  intégrera,  en  regardant 
comme  constant  x ou  y à volonté,  suivant  que  1 une  offrira  des 
calculs  plus  simpl  es  que  l’autre.  On  aura  ensuite  egard  aux  limites 
que  la  question  détermine. 

Par  ex. , si  l’aire  U,  qu’on  demande,  doit  être  comprise 
entre  deux  plans  parallèles  aux  xz , y ~a  , y~b .,  et  qu  on  ait 
intégré  par  rapport  à y,  on  prendra  l’intégrale  entre  les  limites 
a et  b , x étant  regardé  comme  constant.  On  aura  ainsi  Paire 
MB  ( lig.  4q  ) d’une  tangente  dont  l’épaisseur  est  infiniment 
petite  dx,  terminée  aux  deux  plans  CD,  NB , dont  il  s’agit. 
Cette  ire  intégrale  sera  de  la  forme  (px.dx , c.-à-d.  , délivrée 
dey,  et  contenant  x.  On  intégrera  de  nouveau,  relativement 
à y , depuis  la  plus  petite  jusqu’à  la  plus  grande  valeur  de  cette 
variable  ; et  l’on  aura  Paire  demandée  , qu’on  regarde  comme 
la  somme  d’une  série  infinie  de  tranches  semblables. 

Si  le  corps  est  terminé  latéralement  par  des  surfaces  courbes  , 
on  devra  introduire , dans  la  ire  intégrale  , des  fonctions  de  x, 
pour  les  limites  de  y,  en  opérant  d’une  manière  analogue  au: 
n°  8o6?  Des  exemples  éclairciront  tout  ceci. 


3g6  CALCUL  INTÉGRAL. 

Pour  la  sphère  (fig.  57),  x2  -f-y2  -j-  2?—  r2  ; d’où 


a?  y 


l/O  -4-p24-</2)  = ; » 

AJ 


ff  dxdy  \/ r 2 — x2  — y3- 


On  fera  d’abord  y constant , et  r2  — y 2 — A~  \ d’où 


u==ffv ô&Ôd>*  r=ffà*àyv^-z?). 

Une  ire  intégration  donne,  pour  l’une,  r.arc  ^sin  ~ — Or , le 


plan  xy  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle  Cy,  dont  l’équation  est 
“j-y2 =rî}  et  dans  lequel  l’abscisse  AF—zt:\/  (r2 — yf)  — zhA 
est  le  rayon  du  cercle  formé  par  le  plan  coupant  DmC.  Si  donc 
on  prend  cette  intégrale  depuis  x — — A jusqu’à  x=-f -Ay 
on  aura  l’aire  infiniment  étroite  DmC  d’une  bande  parallèle 
aux  xzy  et  tracée  sur  l’hémisphère  supérieur. 


Faisant  donc  x=  — A et  x = -\-A  dans  notre  arc  ci-dessus , 
puis  retranchant  le  ier  résultat  du  2e,  nous  aurons  Trr,  parce  que 
l’arc  dont  le  sinus  = 1 , est  Multiplions  par  la  quantité  dy, 
qu’on  a prise  pour  constante,  nous  aurons  tt ry  pour  2e  intégrale, 
et  les  limites  étant— r et  r,  qui  sont  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  valeur  de  y , 2?rr2  sera  l’aire  de  l’hémisphère  supérieur. 

Disons-en  autant  pour  le  volume  V • 


f \/{Az — ux5)dx  = |-x 


\/ ( A 2 — x2)  -f  1 ^ arc 


Prenons  les  limites  — A et  -f  A , comme  ci-dessus  ; le  ier  terme 
disparaît,  et  l’on  a l^A2.  Il  faut  donc  intégrer  de  nouveau 
(r2— y2)dy,  qui  représente  le  volume  de  la  tranche  DmCE\ 
et  l'on  a \ (r2y — j^y'3)  , qui  revient  kV  — ^nr3  entre  les  li- 
mites — ■ r et  + r.  G’  est  le  volume  de  la  demi-sphère. 

L’élément  du  volume  V est  dxdyds  : on  intègre  d abord  par 
rapport  à z,  depuis  le  z de  la  surface  inférieure,  qui  limite 
le  corps  , jusqu’au  s de  la  surface  supérieure  : ainsi,  Ion  met 
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dans  zdxdy'  ces  deux  valeurs  de  2 en  fonction  de  x et  y , telles 
qu’on  les  tire  des  équ.  de  ces  deux  surfaces  : on  a ainsi  le  parallé- 
lépipède compris  entre  elles,  et  élevé  sur  la  base  dxdy.  On  in- 
tègre ensuite  relativement  à x,  pour  former  la  somme  de  tous 
les  prismes  qui  composent  une  tranche  dont  dy  est  l’épaisseur, 
et  qui  est  comprise  entre  deux  plans  parallèles  aux  xz.  Le  vo- 
lume V étant  supposé  compris  dans  un  cylindre  MNg  (fig.  58  ), 
élevé  sur  une  base  donnée  mng,  les  limites  de  cette  2e  intégrale 
résultent  d’une  section  quelconque  Pmn,  faite  dans  le  corps 
par  un  plan  perpend.  au xy  : ainsi  l’on  prendra  l’intégrale  de- 
puis xrr:  P ni  jusqu’à  x=Pn , valeurs  qu’on  tire  en  fonction  de 
j'del’équ.  de  la  courbe  mfng,  base  de  notre  cylindre.  Soient 
x ~fy  et  Fy  ces  valeurs  ; on  les  mettra  successivement  pour  x 
dans  l’intégrale,  et  l’on  retranchera  les  résultats  l’un  de  l’autre» 
line  restera  plus  qu’à  intégrer  une  fonction  de  y , depuis  la 
moindre  valeur  AB  de  y jusqu’à  la  plus  grande  AC , valeurs 
qu’on  tire  encore  de  l’équ.  de  la  bas efng. 

Cherchons,  par  ex. , le  volume  du'  cône  droit.  Prenons  son  axe 
pour  celui  des  y,  et  le  sommet  pour  origine  : l’équ.  est  (n°  622) 
Py%  = z,a  ) l étant  la  tang.  de  l’angle  formé  par  l’axe  et  les 
génératrices.  Or,  zdxây  devient  2 p/(/2ya  — xs)dxdy,  depuis  le  3 
inférieur  jusqu’au  supérieur,  puisque  z — ^z\/  (lrya  — xa) , 
L’intégrale  relative  à x,  a été  donnée  ( p.  367) , savoir. 


V ( lY  — x‘ a)  ~h  2 l*y* . arc  ^tang 


Comme  en  faisant  z = o,  lequ.  du  cône  donne  x = zh/ypour 
les  limites  du  corps,  il  faut  changer  ici  x en  — 1 y (ce  qui  donne 
zéro),  puis  en-f-ly  [d’où  2pya.arc  (tang.  = 00)  ~ x fy2[  à il 

vient , en  retranchant,  îr.Py2dy,  qu’il  faut  intégrer  depuis  y — o, 
ou  le  sommet , jusqu’à  y — h , qui  répond  à la  base.  Donc  enfin 
le  volume  du  cône  droit  est  AttP/z3  , ce  qui  revient  au  théorème 
connu. 


De  même,  si  les  limites  de  faire  sont  déterminées  par  une 
courbe  FMNG  tracée  sur  la  surface  dont  il  s’agit,  on  cherchera 
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sa  projection  fg  sur  le  plan  xy  (n°  616  ) , qui  déterminera  un 
cylindre  droit,  pour  lequel  on  raisonnera  précisément  de  la 
même  manière.  On  intégrera  donc  dxdy\/  (1  +pfi  + qa)  entre 
les  limites  ci-dessus  désignées. 

En  voici  un  exemple. 

Soient  tracées,  sur  le  planary,  les  deux  paraboles  égales  et 
opposées  FAE , F'AE'  (Fig.  5q  ) ,_  dont  y2z=nx}  y*= — nx 
sont  les  équ.  ; puis  la  parallèle  FF'  à Taxe  des  x,  AC  étant  — b. 
De  plus,  concevons  un  cône  droit  à base  circulaire,  dont  le 
sommet  serait  à l’origine  A , et  qui  aurait  pour  axe  celui  des  z, 
b équ.  étant  z — (n°  622).  On  demande  de  trou- 

ver Faire  du  cône  comprise  dans  le  cylindre  droit  élevé  sur 
AMFF'M' . L’équ.  du  cône  donne 

lix  ky 


\/(x2+y2)’  |/(^+V2) 


l’élément  de  Faire  du  cône  est  {/  (1  -f»  k2)dxdy , sa  projection  est 
en  771.  L’intégrale  relative  à x est  \/(i  -f-  k2)xdy , qu’il  faut 
prendre  depuis  M'  jusqu’en  M , et  l’on  aura  Faire  de  la  bande 
infiniment  étroite  , qui  est  projetée  en  MM' . Or  les  équ.  des  pa- 
raboles donnent,  pour  les  abscisses  des  points  M ' et  M,  limites 
de  l’intégrale, 


x 


y 

j 

n 


, x 


+■--  ; d’où  — 1/  (i+^)dy. 
a n J 


s y 


Opé  rant  maintenant  pourjy  sur  cette  ire  intégrale,  il  vient 

2X.  t/  n-j-ù2),  qu’il  faut  prendre  de  A en  C}  c.-à-d.,  depuis 
dn  v 

y z=z.  o jusqu’à  y = b.  On  obtient,  pour  Faire'  demandée, 

oA3 

L’application  de  ces  principes  à la  recherche  des  centres  de 
gravité  et  des  momens  d’inertie  est  sur-tout  remarquable.  {Foy. 
ma  Mécanique  j nos  64  et  242.) 
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IV.  INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  ENTRE  DEUX  VARIABLES* 


Séparation  des  Variables  ; Équations  homogènes . 

8i3.  Intégrons  les  équ.  du  Ier  ordre  entre  deux  variables. 

Soit  proposée  l’équ,  différentielle  Mdy  -f-  Ndx  ==o  , qui  est 
du  Ier  ordre  entre  les  deux  variables  x et  y.  Il  est  clair  que  si 
elles  ne  sont  pas  mêlées,  en  sorte  que  M ne  contienne  pas  x, 
et  que  iVsoit  sansjy , l’intégrale  de  l’équ.  sera  la  somme  des  in* 
tégrales  qu’on  trouvera  par  les  principes  antérieurs, 

fMày  -f-  fNàx~  const. 

Il  en  sera  de  même  de  toute  équ.  dont  on  pourra  séparer  les 
variables.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  M est  fonction  de  x, 
et  N de  y seulement;  car,  divisant  l’équation  par  MN , on  a 


dy  dsc 

7ïr  + F 


■ O. 


C’est  ainsi  que  dx  \/(i  -f-j'2)  — xd y 
dx  djy 


donne  — 


x 


d’où  (n°  77b) 


Vi1  -f-yr 

lcx  = l[:y+i/(i+^2.)])  et  cx=y+  y/(>  -fy>). 

814.  Si  M=xr,  N=X,Yt,  X et  X,  étant  des  fonctions  de 
x,  Y et  Y t des  fondons  dejy;  on  a XYdy  -f.  XY f dx=o  , qui 
donne,  en  divisant  par  J KY , 

Y 

F 

8 1 5.  La  séparation  des  variables  est  encore  possible  dans  les 
équ.  homogènes  (n°  3âa)  par  rapport  à x et  y.  Soit  m le  degré 
de  chaque  terme  Aykx\  ou  m=zh-Yk;  en  divisant  i’équ.  par 


x 


-,  dy  + d.r 


o. 
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xm,  le  terme  Aykxh  devient  a(^~^  — Azk>  en  faisant^  =x xzi 

On  voit  donc  que  M et  N deviendront  des  fonctions  de  z seul, 
en  sorte  que  si  l’on  divise  par  M l’équ.  Mdy  -f*  Adx  — o,  on 
aura  djy4Zdx.:40*  Maisey ~xz  donne  dy  — xdz-]-zdxt  donc 
xdz i + (a  + Z)dr  = o*,  d’où 


dx  ( dz 

le  + Ï4Z 


r=zo,  et  1x4 


r dz 

■h**-- 


dy  -f-J— l— 4^  dx 


« , dx  (a+_bz)dz  ___ 

°U  bz%  + {a  + g)z-{-f 


I.  Prenous  pour  ier  ex.  (ax  -f- bÿ)dy-\-(fx  -\-gÿ)dx  — o. 
Divisons  par  ax  4 by\  nous  trouverons 

f±31 

a -f-  bz 

4-  ' 

^ y 

«qu.  facile  à intégrer.  Il  faudra  ensuite  substituer  ~~  pour  z. 

* 

C’est  ainsi  que  ydy  -f-  (x  4-  zy)dx  = o , à cause  dea  = o, 

dx  , zdz  . 

b=f=i,  g=a,donne— + ^r^q;7— °;ona,oute 

, . dz,(i  + z) 

dz,  au  numérateur  du  2®  terme,  qui  devient  — — : — — ou 


dz 


0 +z)“ 


i —f*  £ 


. On  a donc  à intégrer 


oz 


dx  dz 

X "*  1 -f"  Zr  (l  4 z'y 


d’où 


lex  4 K1  4*0  4-  — °> 


ou  1 c(x  4 xz) 


lc(x+y)  + 


X 


1+z’  ' J/  ' x 4 y 

II.  Pour  aymdy  4 (xm  4 bym)dx  = o , on  a 
i 4 bz 


— ©. 


Tm 


ày  + 


azmd: 


az‘ 


° * x + azmJri  4 bzm  4 i 


III.  Soit  xdj'  — j'dx  z=z  dx  ]/ (x2  4 4)  > Posant  y — xz,  et 
divisant  par  x,  on  trouve 

, dx  dz 

dy  — z,dx  = dx  J/(i  4 z*)  t ^ ou  ~ = 


x 4 
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'dont  l’intégrale  (n°  773)  est  x — cz  4-  cy(i  4 z2) , ou ^ 

x%  = cy  ~hc  (x2  4 y2  ) , qu’on  réduit  à x2=2cy-\-ca,  en  trans- 
posant cy  et  élevant  au  carré. 

IV.  Quelle  est  îa  courbe  dont  Faire  B CMP  (fig.  5i)  est  égale 
au  cube  de  l’ordonnée  PM,  qui  la  termine  , divisé  par  l’ab- 
scisse , et  cela  pour  chacun  de  ses  points , à partir  d’une  or- 

3 

donnée  fixe  B Cl  De  fydx  =2-  , on  tire,  en  différenciant, 

(xy  4 y3)  du;  = 5jry2dj/;  faisant^  — 2a:,  on  trouve  (p.  358) 
d.r  3 zdz 

y doù  x*(i  — qz2)3  = Cy  puis  enfin 


x 


2z2 


( x 2 — 2 y2  )3  — ex2. 

81  fi.  Toute  équation  qu’on  pourra  rendre  homogène  sera 
donc  intégrable.  Ainsi  pour 

(ax  + by  4 c)  dy  -f-  (jnx  -j-  ny  4 p)  du;  ™ o , 
on  fait  aJÈÊ  by  -f-  c — z , mx  -f-  ny  4 p z=  t , 


d’où 


puis 


dy  = dz,  mda:  -j-  ndy  = dt^ 


od£ 


dxz=z  •» 


bdt  — ndz 


mb 


na 


mb  — na  * 
la  proposée  devient  homogène  , 

zdy  -i-tdx  = Oy  ou  ( mz  — nt)  dz  -f-  (ht  — az)  dt  = o. 

Quand  mb  — na  = 0 , ce  calcul  cesse  d’être  possible,  mais  alors 


771 


na 


/tu-  . 

y et  la  proposée  est 


bedy  4-  bpdx  4 (ax  4 by)  (bdy  4 ndx)  = o , 
dont  on  sépare  les  variables  en  faisant  ax+by  = v ; 0n  sub* 
stitue  cette  valeur,  et  d^  ™ ^ etc<  * 

b ’ é?  0 

817.  Prenons  l’équation  linéaire , ou  du  ier  degré  en  j, 

dy  4 /^ydjr  ==  Qd.r , 

P et  Q étant  des  fonctions  de  x;  on  fera  y = zî , d’où 

zdt  4 £ds  4 Pztdx  zzz  Qdo;  y 


2. 


V 
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et,  comme  on  peut  disposer  à volonté  de  l’une  des  indétermi- 
nées z et  t,  on  égalera  à zéro  le  coefficient  de  z\  donc 


dt  -f*  Ptdx  = o,  tdz  — Qdx. 


Pa  première  donne  Pdx,  d’où  1*  = — fPdx  = — u,  et 

comme  Pdx  ne  contient  pas  y,  l’intégrale  u de  Pdx  est  facile 
à trouver.  On  a donc 


en  faisant  la  constante  ea  = A.  On  substitue  cette  valeur  dans 
tdz  = Qdx , et  on  a ^dz  r=  Qeudx  ; d’où 


rrr  fQeudx  -f*  c , 

O et  u sont  des  fonctions  connues  de  x , et  l’intégrale  fQevdx 

Jy 

étant  obtenue , on  remettra  pour  Az  sa  valeur  -y  ou  yeut  ce 
qui  donnera  enfin 

yeu  = /Qeudx  c , équ.  où  fPdx. 

Il  suit  de  ce  calcul , qu’il  est  inutile  d’ajouter  une  constante  a â 
l’intégrale  /Pdx  = u. 

Soit , par  exemple  , dy  +j’dx  = tfx-dx  ; on  a 


Pm,  Q~ax3,  u — fPdx^zx, 
fQeuàx  = fax3exdx  = rte*  (x3  — 3x2  -f-  6x  — 6 ) ; 
donc  jy  = ce- 1 -p  °(x 3 — ox£  -f-  6x — G). 

Pour  l’équ.  (1  -f-  xa)dy  — jxdr  = rtdx,  on  a 


— x 


i -f~  00 


f>Q  1 


a 


“f"  x 


_,a  y 


u 


f xdx 

J 


— VO  + a?*); 


donc  ê“  sa:  ( 1 -*p  X*)  2 5 

_ , P adx 

f Qendx  — j 


enfin , 


(i-f-x*)*  ' 

y = cr  -f-  c\/(i  -p  x’). 


~PC  ( page  069); 
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818.  Traitons  enfin  léqu.  de  Riccati,  ainsinommée  parce  que 
ce  savant  s eu  est  le  premier  occupé  : \ 


dy  -f-  by*àx  z=z  an:,ncîx  ; 


1°.  Si  77i  = o,  on  a (p.  162) 

_ d x = — ( (iy l 

a — b y1  <2\/ a\\/ a -f-  y y b 


^ V 

Va-yS/b)’ 


donc  0.x  y a -f-  c ~ 1 (|/a  ~hy  ^/l) — I (\/ a — y \Zb)> 

2°*  Quand  m n’est  pas  nul,  on  pose  y = b~~1x~1  + zx~ 3 et 
on  trouve 


n;2dz,  + £z.2da;  cr:  axP+fdx , 

transformée  homogène  si  m=z  — 2,  et  qu’on  intègre,  comme 
ci-dessus,  quand  m = — >4* 


3°.  Dans  tout  autre  cas,  soit  fait  a = t~\  xm+3  — u , puis 

n — ...  771  + 4 7y  __  a , b 

ni +3’  771+3*  * ni +3* 

et  on  a cette  équ. , semblable  à la  proposée, 

d£  + b't2âu  z=z  ci'undu  ; 


on  pourra  donc  la  traiter  comme  ci-dessus,  et  l’intégrer,  lorsque 
n sera  — 2 ou  — 4* 

Et  si  n n est  pas  — 2 ou  — 4>  en  effectuant  une  transfor- 
mation semblable,  et  continuant  de  proche  en  proche,  selon 
les  memes  procédés  , on  sera  ramené  a des  equ.  de  mêmes  formes 
que  la  proposée,  ayant  pour  la  variable,  dans  le  2*  membre 

un  exposant  successivement  = — 11  4 P ~h  4 

7ft  + 3*  n-  {-5*  n.L3# 

c.-à-d.  que  cet  exposant  est  r r 

m ~4~  4 5m  -f  8 5 m.  -f-  1 2 <jm  -f-  1 S 

m-  + 3 * 2m- f-5*  3m +T^  * 

Que  l’une  de  ces  fractions  soit  nulle,  011  — 2,  011—4,  l’intégrale 

sera  facile  à trouver,  savoir,  m = ~~~ , i étant  un  entier  quel- 
conque positif,  ou  zéro, 

âb\. 


4<3 4 ' CALCUL  INTÉGRAL. 

Si  l’on  eût  commencé  par  faire  y-=t—',xmïx~z,  dans  la  pro- 
posée , le  même  calcul  aurait  conduit  à trouver  que  l’intégra- 


tion est  possible,  îorsquem  = — - ^l-  : ainsi  m 

51  -f-  i 

condition  d’intégrabilité  de  l’équ.  de  Riccati. 


__  — 4Z* 


51 


est  la 


Du  Facteur  propre  a rendre  intégrable. 

819.  L’équ.  Mdy’-\-  Ndx  = o ne  résulte  pas  toujours  im- 
médiatement de  la  différenciation  d’une  é u.  f{x,  y)  — o ; car 
on  a pu,  après  ce  calcul,  multiplier  ou  diviser  toute  l’équ.  par 
une  fonction  quelconque  , ou  en  éliminer  une  constante  (n°  687) 
à l’aide  de  f(xt y)  = 0 , ou  enfin  , faire  telle  combinaison  qu’on 
voudra  de  ces  équ.  entre  elles.  L’équ.  proposée  peut  donc  ne 
pas  être  une  différentielle  exacte . 

En  général,  soit  u z=zf(x}y)  , la  différentielle  étant.... 


d 2u 


du  = Mdy  -J-  iVdpC , la  relation  - — - = 

dJl 


dzu 


dx 


dxdy  dydx 
dV  / , 


devient  ici 


Ainsi , toutes  les  fois  que  Mdy  -f-  Ndx  est  une  différentielle 
exacte , la  condition  (1)  doit  être  remplie.  Réciproquement , si 
M et  N satisfont  à la  condition  (1)  , Mdy  -f-  Ndx  est  une  diffé- 
rentielle exacte  qu’il  sera  toujours  possible  d’intégrer. 

Pour  démontrer  cette  réciproque,  intégrons  Mdy  en  regar- 
dant x constant,  et  soit  P l’intégrale,  fonction  connue  de  x et 

dP 

yt  résultant  de  /Mdy,  relative  àjy  seul,  ou  M r=  — . Prenant 

pour  la  constante  arbitraire , une  quantité  X , qui  pourra  conte- 
nir x y nous  aurons  P -}-  X pour  l’intégrale  de  Mdy  relative 
A y • Prouvons  que  P -f*  A est  l’intégrale  de  Mdy  -f-  A'dx  , quand 
i’équ.  (1)  a lieu. 

La  différentielle  complète  de  P -f-  X est 


dP  , , dP  , * „ , 

âx + ^ Ay + àx > 


dP 

— dx  + Mdy  -f-  dX; 


ou 
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d’où  l’on  doit  conclure  que  P-j-ATsera  l’intégrale  de  Mdy-\-Ndx 
(qui  sera  par  conséquent  une  différentielle  exacte)  , si  l’on  peut 
déterminer  X de  sorte  que  ce  trinôme  = Mdy  -f-  Ndx , ou 

d P / dP 

— dx  + dX,  ou  dX=NV- 

dP 

Or,  en  différenciant  Mz=  --  par  rapport  àx,on  trouve , en 
vertu  de  la  condition  supposée  (1), 


Ndx 


>\ 

d Jdx. . .(2). 


OU 


dM _ d2P  _ÔN 
do;  dyd;c  dy 9 

àP\ 


ou 


dAr  d2P 


çiy 


dj/dx 

dP 


3 — d Çn — relative  à y ; N — X-  , est  donc  une 

fonction  de  a?,  ce  qu’il  s’agissait  de  démontrer. 

L’intégrale  cherchée  est  donc  P -\-X , P étant  celle  de  Mdy 
par  rapport  à y seul,  et  X l’intégrale  de  la  fonction  de  æ donnée 
par  l’équ.  (2).  Nous  avons  donc  démontré  notre  réciproque 
en  meme  temps  que  nous  avons  donné  un  procédé  d’intégration 
de  Mdy  -f-  Ndx, 

II  est  inutile  de  dire  qu’on  peut  également  commencer  par 
intégrer  AUr,  y étant  constant,  et  compléter  l’intégrale  par 
une  fonction  Y de  y.  On  préférera  celle  de  ces  deux  voies  qui 
facilitera  davantage  le  calcul. 


I.  Soit  proposé  d’intégrer 


dx 


V7(l  -T-  -T2) 


— J**  cidx  — Qibydy  * on 


M 


aby,  N=  --y  -f 
J VtlJrx  ) 


a : 


on  trouve  P — by?  ; ainsi  &y2-f-  X est  Fintégrale  cherchée 
puisque  la  condition  (1)  est  remplie.  La  différentielle  de  by°-\-X 
relative  à x , comparée  à Ndx , donne 


dX 


-\-adx , d’où  J¥==cza:-f‘lçCxd“  P X1 


I/O  ~f  ^2) 

donc , on  a by*  -f-  ax  + U[.r  + VCl  +a=‘)3- 


calcul  intégral. 


4o6 

n.  De  même  pour 


çÇrdx-f  ydy)  t ydx—xày  , _ , 

l/(*a+y)  + %%> 


i\r: 


.fiy 


X 


l/02-fy)  x2-fy 

ox  y 

V (x*  + y)  oc*  -f-y* 


+ 3 ùy, 


ai 


rc(tanS"-;)H-^ 


Après  avoir  reconnu  que  l’équ.  (1)  est  satisfaite,  on  intégrera 
■Adx  par  rapport  à x;  on  trouvera 

aV  (x2  +y)  + arc^tang  rrr  ï-  ^ 

en  désignant  par  Y une  fonction  de  y.  Différenciant  cette  ex- 
pression par  rapport  à yt  et  comparant  à Mdy , on  aura 
cl  z=x3by  dy,  d où  Y = by3- f- c.  Ainsi,  l’intégrale  est  obtenue 
complètement.  En  faisant  cl  b ~ — o,  on  trouve 

lx  ■ — xdy 

A “t~  yÇJ~ 

Cette  intégrale,  employée  par  M.  Laplace  ( Mécan . cèl.  , 
t.  ï,  p.  G),  est  un  cas  particulier  de  la  précédente  (voyez 

îl°70 4). 

III-  On  trouvera  de  même 
jT  dx[~x-f-  y/ (xa-f-yft)~]-f-vdy 

J [x+  y )i V/'Ô^+P)  — 1 cl>  + V (•*’+  y* )]- 

I 

820.  Quand  Mdy-j-  iVdxne  satisfait  pas  à la  condition  d’in- 
legrabilite , on  peut  se  proposer  de  trouver  si,  en  multipliant 
cette  expression  par  une  fonction  x de  x et  y,  elle  pourrait  de- 
venir une  différentielle  exacte.  Mdy+Mx-0  résulte  de  l’éli- 
mination d une  constante  entre  la  primitive  f (x,y,c)  ~ o , et  sa 
différentielle  immédiate.  Mettons  ces  équations  sous  la  forme 

Y -f-  & — 0 ; c = <p(pc,y)  , -ce  qui  est  permis;  K représente 
une  lonction  quelconque  de  x et  y.  La  dérivée  de  c ’zzz$(x>y') 
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étant  f — P y -f  Q — o , on  a y 4-  ~ — o ; et,  comme  la 

constante  c n’entre  plus  ici,  cette  expression  (n°  687)  est  iden- 
tique avec  y ~\~  K } ou 


y + K^Z+S!^., 


on  a f = P (y/  -f  A)  ; 


comme  ces  deux  membres  sont  identiques , et  que  f est  une 
dérivée  exacte  , P(yf  ~h  K)  doit  également  en  être  une  , ce  qui 
prouve  qu’z/y  a toujours  un  far  leur  P propre  à rendre  intégrable * 
la  fonction  y'  -h  K , ainsi  que  toute  équation  différentielle  du. 
premier  ordre  entre  x et  y. 

Cherchons  ce  facteur  x = z. 

Mzdy  -f-  A zdx  ne  peut  être  différentielle  exacte  qu  autant  que 

f Cj  2S  __  ^ Cl  /Zj  /r>. 

■N.~, /lf  .-r-...(3). 

dj  dx 

Cette  équ.,  aux  différentielles  partielles,  est  rarement  utile  à 
cause  de  la  difficulté  des  calculs  ; maie  on  peut  en  tirer  quel- 
ques propriétés  remarquables. 

i°.  Si  f intégrale  u de  z{Jildy-\~  Ardx)  était  connue,  le  facteur 

du  . du  , 

z serait  facile  à trouver;  car  en  comparant  ^dx-f-^dy 
-f-  iYdx)  , qui  lui  est  identique  , on  en  tirerait  aise- 


d(Mz)  __  d(AY)  ^ /dM dA\ 

du;  dy  } 0U  \ dx  dy  J 


avec  z 
ment  z. 

20.  Multipliant  Péqu.  du  — z(Mdy  4-  JVdx)  par  une  fonction 
quelconque  de  u , telle  que  (pu  , nous  avons 

(pu.âu  ~ ztpfMdy  ~f-  A7dx). 

Or,  la  premier  membre  étant  une  différentielle  exacte , le 
deuxième,  qui  lui  est  identique,  doit  jouir  de  la  même  pro- 
priété ; d’où  il  suit  qu’il  y a une  infinité  de  facteurs  propres  à 
rendre  intégrable  toute  fonction  de  x et  de  y,  et  que  la  con- 
naissance de  l’un  d’entre  eux  suffit  pour  en  obtenir  un  nombre 
infini  d’autres. 

5°.  Si  le  facteur  z ne  contient  que  l’une  des  variables  x ou  f4 


1 
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on  le  trouve  aisément;  car  soit  a fonction  de  x seul,  l’équ.  (3) 
se  réduit  à 

dz  __  dx/dIV  dM\ 

a dy  ~dôc  )'  * * , 


dz  dz 

parce  que  ■ — o,  et  que  — n’est  plus  une  différence  par- 
tielle. L intégration  de  cette  équ.  donnera  z ; car  l’hypothèse 
exige  que  le  2e  membre  soit  indépendant  de  y ; on  reconnaîtra 
meme  à ce  caractère  si  la  supposition  est  légitime. 


De  même,  si  z est  fonction  de  y seul , on  a 

N dz  _ ^ dy  /d M d7Y\ 

z~~N\cix 


et  le  2 membre  doit  etre  indépendant  de  x.  On  remarque  dans 
les  equ.  (4)  et  (5),  que  la  partie  renfermée  dans  les  paren- 
thèses est  nulie,  lorsque  Mdy  -j-  iYdx  est  une  différentielle 
exacte. 


( T'oyez  nos  824,  6°.,  et  828). 

I.  Soit,  par  exemple,  dx  -f  (adx  -f  sbydy)  \/(i  -f-x*)==o; 
la.  condition  d’intégrabiîité  n’est  pas  remplie , puisque 

d N d M 2b  y x 

dy  vXi  + 

mais  cette  quantité,  divisée  par  M ou  îby\/(\  -f-  x2)  , donne 

pour  quotient  cette  fonction  de  x , — - — donc  î’équ.  sera 

1 + x2  ^ 

rendue  intégrable  par  un  facteur  fonction  de  x.  L’équation  (4) 
donne 


A 


’ — xdx 

-f-  x2 


— — “1  (l  -f  x2)==r  — 1 p/(j  -f-X2). 


Donc  z — ÿÇy  -flïÿ  ProPos®e  prend  alors  la  fo/me  qu’on 
a traitée  n°  819,  I. 

1t.  L equ.  linéaire  dy  -f.  Py dxzr  Odx  donne  P 

K dy  dx 
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ainsi  la  condition  (i)  n’a  pas  lieu;  mais  cette  fonction  j P,  di- 

d 

visée  par  M — ï , donne  une  fonction  de  ainsi  — = Pdx  9 

z> 

d’où  \ z~  fPdx~u,  et  z~eu.  Tel  est  le  facteur  qui  rend  la 
proposée  intégrable.  Elle  devient  eudy-\-  eu(Py  — Q)  dx  = o ; 
il  ne  s’agit  plus  que  de  suivre  le  procédé  du  n°  818.  Intégrant 
eudy  par  rapport  à y,  on  a euy  -f"  dont  la  différentielle  re- 
lative à x , comparée  à éu{Py — Q)dx,  donne  dAf~ — e“Odx  j 
donc  l’intégrale  cherchée  est,  comme  on  le  sait  déjà  (n°  817), 


euy  — fQeudx  + c , équ.  où  u = [Pdx. 

III.  De  même,  x3dy  -\-Ç^xy — — ^^dx==:o,  ^onne 

1 z — 1 x ; ainsi , il  faut  multiplier  la  proposée  par  x pour  qu’elle 
soit  intégrable.  On  trouve  enfin,  pour  intégrale, 


-F  t/C1  — x*)  = c- 


IV.  Le  facteur  propre  à rendre  intégrable  les  fonctions  ho- 
mogènes, se  trouve  aisément.  Soit  m le  degré  (n°  622)  d’une 
telle  fonction  .F  des  variables  x , jy...  ; si  on  les  remplace  par 
Ix , /y...  , l étant  un  nombre  quelconque,  F deviendra  L'nF  i 
faisant  / = 1 -j-  h , F devient  donc 


k\..y 

D’un  autre  côté,  x , y...  sont  devenus  a; -f-  hx , y -f-Ay..., 
et  la  fonction  F de  (r  -j-  hx) , ( y -f-  hy) ....  se  développe  sui- 
vant le  théorème  (n°  7o3)  , 


(1  -f*  ù)mF~ F^i  -f-  mh  + m. 


m 


2 


„ d F.  , dF7  , d2F  frx*  , d 2F  , 2 , 

F+d^hx+^hy+  ch?  T +aæyh  xy+  üy 


d>Fhy 


2 


Comparant  les  puissances  semblables  de  hy  dans  ces  deux  dé- 
veloppemens , on  trouve 


mF 


d F , dF 

-x+çr> 


dx 


d2F 

dx* 


x 


d2F 

dxdv 

j 


2 xy  -f- 


d2F 


ày 


V' 
a */ 


m (ni  — ) ) F 
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821.  Pour  appliquer  ce  théorème  à Mdy  -f-  iYdx  , M et  N 
étant  homogènes  du  degre  p,  cherchons  s'il  existe  un  facteur 
homogène  z,  qui  rende  zMdy  -f-  zNdx  une  différentielle  exacte  * 
soit  11  le  degré  de  z.  Comme  Arz  est  homogène  du  degré  p -f-  n % 
Ja  propriété  ci-dessus  donne 

d(AV)  dfiVa). 


du;  u 
d(Æfz)  d {N?) 


dya  1 


or,  on  suppose  , 

™ dju  dy  > 

en  substituant  dans  la  précédente,  pour  ce  dernier  terme,  sa  va- 
leur , il  vient 

(p  + 1»)  Nz  = x ® = ffig  + Mlll  _ Kz 

d ^ du:  a 


ou 


(p+n+,)Nz=.W±Ml: 

QJU 


car 


cette  équation  est  satisfaite  , en  faisant  z =5  — — î • 

My  + Nx  9 

-p.  Md  y *-f-  A dx  . , , 

p — — n — 1.  Donc  — J - -- — est  intégrable  ; 1 intégration 

My  -j-  Nx  0 * 0 

ne  présente  plus  ensuite  de  difficulté  (n°  819). 

On  trouve  que  xdy  — du:  [y  + ÿ(xa  ~hy'2  )]=o,  doit  être 

divisé  par  x ]/{x2  -f- y2 ) ; intégrant  — — —,  par  rapport 

V v “f*  y ) 

à y y on  a 1 [y  -f-  \/( (n®  yyô)  ; ajoutant  X,  différen- 
ciant par  rapport  à x}  et  comparant,  il  vient 


d 


x=-dx(y±y.{£±n + _ 


X 


/2)l) 


\ x[/(x'2-l-y2)  ~ 

_ 2dx(  Y _ ^ 

\xV{x*+y*)ty+V(xU+y*)y  x * 

ainsi , X = 1 c — 1 x 2,  et  l’intégrale  cherchée  est 

cy  -f-  c [/ (x2  -f-  y2)  ~ x2, 
comme  n°  81 5,  lll. 

822.  On  a quelquefois  besoin  de  différencier,  relativement 
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sl  y,  des  fonctions  qui,  telles  que  u—fMdx , sont  affectées  du 
signe  d’intégration  par  rapport  à x\  on  différencie  alors  sous  le 
signe  /.  En  effet , puisqu’on  a 


dzz d 2u  d 2u  dM  ^ 

dx  , dydr  dxdy  ' dy 


. , x du  PdM  _ 

en  intégrant  par  rapport  ai,  oa  trouve  J dm 


Sur  les  Solutions  singulières  ou  particulières . 

825.  Soit  proposée  une  équ.  différentielle  7^=  o,  qui  ait 
pour  intégrale  complète  f(x,y,  c)~o,  c étant  la  constante 
arbitraire.  La  différentielle  immédiate  de  cette  équation  sera 
Pdy-LÇdx=  o ; la  proposée  doit  résulter  de  l’élimination  de  c 
entre  ces  deux  dernières  (n°  687).  Tant  que  celles-ci  demeurent 
les  mêmes  on  doit  retomber  sur  la  proposée  V z=zo , par  l’élimi- 
nation de  c,  quelque  grandeur  qu’on  prenne  pour  c , dans  l’une 
et  l’autre , c étant  même  une  fonction  de  x et  y : cela  est 
évident.  Différenciant  ff  par  rapport  à x , y et  c,  on  a 

Pdy  + Qdj;  -J-  Cdc  = o , 

qui  se  réduit  à Pdy  -f-  Çdm  = o , en  posant  Cdc  = o ; donc^ 
toute  valeur  de  c,  qui  satisfait  à cette  condition,  change  j~o 
en  une  équation  S — o,  telle  que  sa  différentielle  est  encore 
Pdy-\~Qdx—  o : l’élimination  de  centre  les  équ.  Cdc  —0,f  =.  o 
redonnera  la  proposée  V ~ o ; donc  S ~ o est  une  rela- 
tion entre  x et  yt  qui  satisfait  à l’équ.  V — o , et  en  est  une 
intégrale. 

Cdc  — o donne  , i°.  de  = o , c = const. , et  la  fonction  j 
reste  la  meme. 

2°.  C— o peut  donner  une  valeur  constante  et  déterminée 
de  c ; f devient  alors  une  intégrale  particulière , qui  n’offre  rien 
de  remarquable;  c’est  un  cas  renfermé  dans  le  précédent,  où  Von 
a pris  pour  c un  nombre  désigné» 


4*2  CALCUL  INTÉGRAL. 

3°.  C ne  contient  pas  c quand  c n’est  dans/qu’au  i*r  degré  j 
alois  on  ne  doit  pas  poser  Cr=  o,  cette  équ.  ne  pouvant  donner 

e valeur  cie  c;  ou  plutôt  C = o donne  une  intégrale  particu- 
lière, qui  répond  à c infini. 

/o  r — n àf  , 

4.  c_o,ou  — — O,  peut  donner  pour  c une  fonction  va- 
riable, c = <p(x,y)  : substituée  dans  /=o,  on  aura  une  équ. 
S — o,  dont  la  différentielle  sera  encore  Pày  -f-  Odx  = 0,  en 
éliminant  <p. 

En  général,  S n’est  pas  compris  dans  f(x,yt  c),  puisque  c ne 
peut  y recevoir  que  des  valeurs  constantes  , tandis  que  c est 
devenu  variable.  L’équ.  S ~o , qui  ne  renferme  pas  de  con- 
stante arbitraire,  offre  donc  une  relation  entre  r et  y,  qui 
satisfait  à la  proposée  F'  = o,  quoique  n’étaqt  pas  comprise 
dans  son  intégrale  générale.  C’est  ce  qu’on  nomme  une  Solution 
singulière  ou  particulière. 

Par  exempie,  1 élimination  de  la  constante  c entre  l’équation 
2 cy-j-jea  = cz  et  sa  dérivée,  donne  (n°  687) 

(x2  — 2,ya)y'2  — 4xyy'  — x2  ==  o ; 

mais  si  1 on  regarde  c comme  seule  variable  dans  l’équation 
primitive  proposée,  on  aura  cm=:—y)  ce  qui  la  changera  en 
x2  -f  sy*  = o ; on  peut  aisément  s’assurer  par  le  calcul  que 
cette  équ.  satisfait  à notre  équ.  différentielle,  quoiqu’elle  ne 
soit  pas  comprise  dans  son  intégrale. 

Pareillement  x2* — 2cy — b — ca  = o,  a pour  dérivée,  après 
l’élimination  de  c, 

y'2  (x*  — b ) — 2xyy'  = x2. 

La  dérivée  relative  à c seul  donne  y-{-c—-  o;  d’où  c=r  — v, 

puis  x*  y2~b  -,  c’est  la  solution  singulière  de  notre  équation 
dérivée. 

L équ.  y = x + (c — i)2\/x,  donne  C~2(c  — i')[/x=o  ; 
d ou  c™  1 , puis  y — x,  cas  particulier  de  l’intégrale  com- 
plète; ce  n est  donc  pas  une  solution  singulière  Ceci  se  rap® 
porte  à ce  qui  a été  dit  (20.), 
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Enfin  , Péqu.  y*-\-  xz  = o,cx  , donne  2jc  o , qui,  ne 
contenant  pas  c , ne  donne  encore  qu’une  intégrale  particulière 
relative  à c = co.  ( Voyez  îe  cas  3°.).. 

824.  Nous  ferons  ici  quelques  remarques, 

i°.  Les  solutions  singulières  doivent  être  cherchées  avec 
autant  de  soin  que  les  intégrales  complètes , parce  qu’elles 
peuvent  renfermer  la  vraie  solution  du  problème,  qui  conduit 
à l’équation  différentielle  qu’on  a intégrée. 

j r 

20.  L’équ.  -p-  =0  exprime  la  condition  pour  que  f(xy,c)~o 

ait  des  racines  égales  relatives  à c (n°  523).  Si  donc,  à l’aide 
de  l’équ.  singulière , on  chasse  x ou  y>  l’intégrale  complète 
de  l’équ.  résultante  aura  des  facteurs  égaux.  C’est  ainsi  que, 
dans  notre  ier  exemple,  si  l’on  fait  x*  — — 2 y*,  la  proposée 
devient 

y*  -f-  2 cy  -f-  c2  = (y  -f-  c)a  =r  O. 

3°.  Puisque  la  constante  c est  arbitraire,  on  peut  considérer 
l’intégrale  complétera; , y,  c)  o comme  l’équ.  d’une  infinité 
de  courbes,  dont  le  paramètre  c est  différent.  Si  donc  on  at- 
tribue à c toutes  les  valeurs  possibles,  ces  lignes  consécutives 
se  couperont  deux  à deux  en  une  série  de  points  , dont  le  sys- 
tème formera  une  courbe  tangente  à chacune.  L’équation.. . . . 
f(x , y,  c)  = o appartient  à l’une  de  nos  courbes,  ainsi  qu’à 
la  courbe  qui  les  embrasse  toutes  ; seulement  c est  constant 
dans  le  ier  cas,  quels  que  soient  x et y}  tandis  que  dans  le  2*4 
c est  une  fonction  variable  des  coordonnées  du  point  de  con- 
tact. La  tangente , en  ce  point , étant  déterminée  par  y',  est 
la  même  pour  l’une  et  pour  l’autre  ; y doit  donc  conserver  la 
même  valeur,  que  csoit  constant  ou  variable  di2iu.sf{x)y)c)—o^ 

d’où  il  suit  que  si  l’on  élimine  c entre  f = o , et  ~ — 0 

l’équ.  résultante  en  x et  y,  qui  est  la  solution  singulière , op- 
partient  à la  ligne  de  contact  des  courbes  comprises  dans  l'in-* 
tegrale  complété  (voyez  n3  766). 

4°.  Résolvons  par  rapport  à c l’équ.  f(x , y,  c)  = o , et  soit 
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c=* Si  l’on  substituait  pour  c,  dans/x^c^o, 

le  résultat  serait  identiquement  nul , ainsi  que  toutes  les  déri~ 
A'ées  relatives  soit  à x,  soit  à y On  a donc  (n°  672). 


j)  \ de 

d ou  — - — 
dx 


dx  * de  * 


00  ; de  même  =:  00.  Ce  caractère. 


dx  ' de  dx 

d/  de  , A de 

e>r,  j—  = o , donne  — = cc  ; de  meme 
de  dx  dy 

propre  aux  solutions  singulières , offre  encore  un  moyen  de  les 
obtenir. 

De  xa  — scy  — c2  — b = o , on  tire 

c= — y -f~  1/ (x2  -f-  y* — b),  ï 

donc  x2-f-j2:=û,  qui  rend  cette  fraction  infinie,  est  la  solu- 
tion singulière. 

r de  de  . r . . 

Ji.n  posant  ou  -j— ■ înnni , il  conviendra  de  s’assurer  si  la 

relation  entre  x et  y,  qui  en  résulte,  combinée  avec  la  propo- 
sée,  ne  donne  pas  0(x)j)=:const.;  car  alors  on  n’aurait  qu’une 
intégrale  particulière. 

5°.  L’existence  des  solutions  singulières  est  une  conséquence 
d f 

de  ce  que  l’équ.  = C — o,  donne  pour  c une  valeur  va- 
riable c = ç(x,y)  : mais  il  se  peut  que  la  fonction  ç soit  ré- 
ductible à une  constante,  en  vertu  de  l’intégrale  complète... 
f(x,y}c)  ~ o , ou  que /contînt  c sous  la  forme  (c— a)  (c — <p)  , . 
en  sorte  que  c ==  <p  reviendrait  à c = o\  alors  on  n’aurait  plus 
qu’une  Intégrale  particulière,  comme  si  l’on  eût  pris  un  nombre 
déterminé  pour  c.  Donc , pour  que  C = o donne  une  solution 
singulière , il  faut  qu'il  n'en  résulte  pour  c,  ni  une  constante 
n/  même  une  fonction  variable  ç qui , mwe  dans  f , revien- 
drait à y prendre  pour  c une  valeur  constante . 

Par  exemple , 

-f -y*  _ û)  ( y2  — . acy)  4-  (x2  — 6)c2  = O > 


1 
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donne  C = —^(^4  y>_  J)  4 (x*  _ £)c  — 0 ; 

1,  , y(x2-|-  y2 — b) 

dou  c -~r^b > P«is  y*(y*  + x*  — b)=zo. 

Cette  équ.  n'est  qu’une  intégrale  particulière  provenue  de 
c — 0. 

De  même  c2  — (x  -p^y)c  — c -p  :r  -p  y = o , donne 

C=zQc  — x—y—  1 =0,  c—\(x  -Py-f  O; 

la  proposée , qui  revient  à (c  — 1)  (c  — x — y)  ~ o , devient 
(x  -p y — i)2  — o ; ainsi  on  a x -p  y ~ 1 , intégrale  particu- 
culière  provenue  de  c = i , après  avoir  divisé  par  c — 1 . 

L’équ.  y •=  x -p  (c  — - i )2  (c  — x)2,  donne 

C~  (c  — x)  (c  — 1 ) (yc  — x — i)  = o. 

cz=  1 donne  l’intégrale  particulière  y ==  x ; c~x  donne  la 
même  chose,  et  non  pas  une  solution  singulière,  quoique  c soit 
variable. 

Enfin  , crrr^Ç.r  -f-  1)  donne  la  solution  singulière. 

6°.  Soit  z le  multiplicateur  qui  rend  dérivée  exacte  l’équation 
y'+K  = o,  en  sorte  que  z(y  -f  K ) = <p'  = o ait  pour  pri- 
mitive <p(xy)  = c)  la  solution  singulière  S — G ne  doit  pas 
être  comprise  dans  cette  équation.  Par  conséquent,  si  de  S~ o, 
on  tire  y en  fonction  de  x , y — ^x>  la  substitution  dans  la 
fonction  ç>(x,y ) , ne  doit  pas  la  réduire  à une  constante  ; ainsi 
sa  dérivée  <p'  ne  doit  pas  être  nulle. 

On  voit  donc  que  des  deux  expressions  y -p K,  et  <f>'  ou 
z{yf  -p  K )â  l’une  doit  être  nulle  en  vertu  d e jy  = -^x , tandis 
que  l’autre  ne  doit  pas  l’être  ; ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’au- 
tant  que  z est  infini.  Il  en  résulte  que  les  solutions  singulières 
rendent  infinis  tous  les  facteurs  propres  à rendre  intégrable 
l’équ.  différentielle  proposée;  ou  plutôt  que  les  solutions  sin- 
gulières de  cette  équ.  ne  sont  autre  chose  que  les  facteurs  al- 
gébriques, que  1 on  peut  mettre  en  évidence,  et  séparer  entiè- 
rement de  cette  équ.  par  une  transformation  convenable. 

{Voyez  un  Mémoire  de  M.  Poisson,  i5e  Journ.  Polyt.,  où  il 
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est  démontré  qu’on  peut  toujours  délivrer  une  équ.  du  ier  ordre 
de  sa  solution,  particulière , ou  en  introduire  une  à volonté). 

8a5.  Concevons  que  y = X satisfasse  à une  équ.  proposée 
y'  = F{x}y')i  X étant  une  fonction  donnée  de  x , et  qu’on  ait 

X'=zF(x,  X ) (I); 

cherchons  à reconnaître  si  y — X est  une  solution  singulière  t 
ou  une  intégrale  particulière  ; X ne  renfermant  pas  de  constante 
arbitraire.  Soitjf— a)  l’intégrale  complète  d ey'z=.F(x>y)  ; 
a étant  la  constante  arbitraire  : si  y — X est  un  cas  particulier 
de  y~ÿ  (x,  a),  en  sorte  que^O3?,  a)  devienne  X lorsqu’on 
attribue  à a une  valeur  b , il  faut  que  (a:,  a)  — X soit  zéro 
pour  az=zb  : donc  (nù  5oo) 

(x,  a ) — X~  ( a — b)mzy 

tu  étant  la  plus  haute  puissance  de  a — b,  et  z une  fonction 
de  x et  a qui  ne  devient  o,  ni  00  , pour  az=zb.  Représentons 
la  constante  (a — b)m  par  c\  l’intégrale  complète  de^y'=/r(x'>j/) 

sera  donc  y^zX-^-cz. 

Si  l’on  substitue  cette  valeur  de  y dans  yrz=zF(x,y),  cette 
relation  deviendra  identique, 

’t  , - - ■ » ^ « t.  ■«.>«  ...  * 

Xr  -f - cz  ~ F (x,  X -f-  cz)  ; 

or,  d’une  part,  le  développement  de  s suivant  les  puissances 
ascendantes  de  c , a la  forme  (n°  698)  z — Â'-f-  Aca  -f-  B à -f- . . 
les  exposans  a,  b....  étant  croissans  et  positifs,  et  /C,  À , B..,. 
des  fonctions  de  x ; car  z n’est  ni  co,  ni  o,  lorsque  c™û.. 
Donc 

X'  -f-  et'-  — X'  + K'c  -f  A’ 4- . . . . 

De  l’autre  part,  le  développement  de  F(x } X-f-cx)  doit  pa- 
reillement être  F(x , X)  -f-  Ncazn  + ny  m...  étant 

croissans  et  positifs.  Cette  série  est  d’ailleurs  facile  à obtenir 
(n°  706),  et  l’on  doit  regarder  comme  connus  les  nombres  n 
m,,"3  ainsi  que  les  fonctions  de  x désignées  par  N}  M,  „ , , Si 
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donc  Ton  met  ici  pour  z sa  valeur  développée,  on  a^  en  vertu 
de  (i), 

K'c  + A'  Cû+1  + ....=:A'CI!(/(  + id  + ...)fl 

-f  Mcm{K-Y  Aca  + ..  etc. 

Il  s’agit  donc  de  savoir  s’il  est  possible  de  déterminer  z}  ou 
plutôt  les  coelliciens  A , B ....  en  fonction  de  x , et  les  nombres 
a,  b.,.,  y de  manière  à rendre  cette  équ.  identique;  car,  si  cela 
n’est  pas  possible , y — X est  une  solution  singulière;  dans  le 
cas  contraire,  on  a une  intégrale  particulière.  Il  se  présente 
trois  cas. 

i°.  Si  n > i , le  terme  K'c  n’en  rencontre  pas  de  semblable 
qui  puisse  le  détruire  : on  fera  donc  K'  zz  o , d’où  K ~ const. 
Puis  on  posera  a -fi-  î = n , A'  — NKn}  ce  qui  déterminera 
a — n — i,  et  A — fKnNdx  ; et  ainsi  des  autres  termes. 
L’identité  sera  donc  toujours  possible,  et  y—X  sera  une  inté- 
grale particulière. 

2°.  Si  n ~iy  la  même  chose  aura  lieu  ; car,  posant  F' — NK, 
on  aura  1 K — fNdx  : il  sera  facile  ensuite  d’ordonner  les  deux 
membres , et  de  comparer  les  exposans  et  les  coefficiens  respectifs 
des  termes  de  même  rang.  On  déterminera  ainsi  les  exposans 
a } b .... , et  les  coefficiens  K , A y B.... 

3°.  Enfin,  si  n i , le  terme  NcnKn  n’en  trouvera  aucun  autre 
qui  lui  soit  semblable,  puisqu’il  n’ja  pas  d’exposant  de  c qui 
soit  < i dans  le  ier  membre  : et  comme  K ne  peut  être  nul 
il  ne  sera  possible  en  aucune  manière  de  satisfaire  à l’identité  : 
y — X sera  donc  une  solution  singulière. 

826.  Puisque  n < 1 dans  ce  dernier  cas,  en  mettant  A" -fi  cz 
pour^y  dans  F{xty),  si  le  développement  de  Taylor  est  fautif 
entre  le  ier  et  le  2e  terme,  c.-à-d.,  si  la  dérivée  de  F(x , y) 
relative  à y est  infinie  (n°  696,  3°.),  y — X est  une  solution 
singulière.  Réciproquement  une  valeur  y — X qui  satisfait  à 

d F 

y'  — F {oc y y)  , et  rend  — infini,  est  une  solution  singulière, 

puisqu’elle  donne  au  développement  de  F{x}  X + cz)  la  forme 
Xf  -j-  NcnKn.,..  y n étant  <[1. 


4i8 


d F dy' 

La  condition  - — ou  — — 
dy  dy 
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oo  forme  donc  le  véritable  cà~ 


ractère  des  solutions  singulières,  et  l’on  voit  que  pour  qu  elle  soit 
remplie  , si  la  fonction  F est  algébrique  , elle  doit  renfermer  un 
radical  ( n°  699  , 3°.  ) que  l’hypothèse  j = X fait  disparaître. 
Dans  le  2e  de  nos  exemples,  p,  412,  on  a 

<3/ 


•x 


y 


V 


y y dz  V/OtVi"‘K)'2  — é?)  * d y y (oc* -y*  — b )* 

et  cette  dernière  fraction  est  rendue  infinie  par  la  solution  sin- 
gulière y* —b  — x1. 

827.  Il  est  donc  facile  d'obtenir  les  solutions  singulières 
sans  connaître  l'intégrale  complète ; car,  en  tirant  la  valeur 


— , on  fera  F = o , 


de  y on  l’égalera  à l’infini  : soit 
dy’  à ày 

ou  U — 00.  Considérant  tous  les  facteurs  de  ces  équations,  les 

résultats  qui  fatisferont  ày=  F(x , y)  seront  seuls  les  solutions 

singulières. 

Pourjy'  = a (y  — n)k}  on  a ak(y — zr)*-1  = 00  , ce  qui  exige 
que  k soit  <[  1 , et  y — n : et  comme  la  proposée  n’est  satisfaite 
par  y — n que  quand  k est  positif,  on  voit  qu’elle  n’est  sus- 
ceptible de  solution  singulière  que  quand  k est  entre  o et  1. 

( y — 11)  l~~k 

L’intégrale  complète  est  — — = ax-f-c. 

1 — ri 

Il  n’est  pas  nécessaire  de  donner  à l’équation  dérivée  la  forme 
explicite  y'  — F(x,  y)  pour  appliquer  notre  théorème;  car, 
soit  V — la  relation  donnée  entre  x,y  et  y' ; on  peut  con- 
sidérer^' comme  une  fonction  de  x et  y } que  cette  équation 
détermine;  ainsi,  la  différence  partielle  dey  relative  ày,  sera 
donnée  (n°  672)  par 

dV  , dV  dy' 

~r 


dy  dy  ' dy 


= 0; 


or 


dy'  • r • Aàr  àv 

est  muni  quand  - — 7 =0,  ou  — ; — = 00  : 
dy  ^ dy  dy 


en  sorte  qu’on  obtiendra  toutes  les  solutions  singulières  par  cette 
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voie.  S’il  arrive  même  que  la  fonction  V soit  algébrique  , 
rationnelle  et  entière,  cette  dernière  condition  ne  sera  pas 

dV 


possible.  Il  faudra  ensuite  éliminer  ÿ entre  V—o  et  — 7 — -g. 

d y 

On  ne  devra  d’ailleurs  prendre  que  les  facteurs  de  cette  dernière, 

d V d V 

qui  ne  sont  pas  communs  entre  - — - et  — — . 

ày 

Ce  calcul  ne  fera  connaître  que  celles  des  solutions  singulières 
qui  contiennent^,  celles  qui  ne  renferment  que  x échappant  à 
cette  règle  ; pour  obtenir  celles-ci , on  devra  raisonner  de  même 
par  rapport  à x : on  trouvera  ainsi,  outre  les  solutions  déjà 
connues  où  entrent  x et  y}  celles  qui  ne  dépendent  pas  de 
i°.  Ainsi,  (x3--—  — /\x)'ÿ  — x?  = o donne 

(xa — 2y2) y'  — • 2xy  = o , 

en  différenciant  par  rapport  à yr  seul  : éliminant  ÿ entre  ces 
équ.,  on  trouve  x2(x2  + 2y2)  = o ; or,  x=o  ne  satisfait  pas 
à la  proposée,  et  la  solution  singulière  est  x2-f-  2ya:=o„ 

2°.  De  même  xàx  -f-  yây  ~ dy  \Z{x2  -f-  y2  — c2) , 

ou  x2  -|-2xyy'-f-  y'2(c2  — x2)  =:  o 

donne  xy  -hy'(c2  — — °>  puis  x2-j~y2  = c2. 

3°.  Pour ydx-—xdy~ads , où  ds=ay/(dx2‘j-dy2) , on  trouve 

y2  — a1  ~ 2xyyf  ~j-y'*(a*  — - x2) , 

d’où  xy—y'Çx2  — a2);  puis  éliminant  y/,  on  a,  pour  la  solu- 
tion singulière  , x2  -f- y2  — a2. 

i * 

4°.  Celle  dey=xy'-^Y'>  où  Y’  est  une  fonction  quelconque 

x d F' 

de_y',  s’obtient  en  éliminant  ÿ,  à l’aide  de  x -f-  - — f =o. 

828.  Puisque  sans  connaître  l’intégrale  complète  d’une  équ. 
dérivée  F— o,  on  sait  en  trouver  les  solutions  singulières,  et 
que  le  facteur  2,  propre  à rendre  intégrable  la  proposée,  est 
alors  infini  (n°  824,  4°*)>  011  Peui:  souvent,  par  des  artifices 
d’analyse,  trouver  ce  facteur  2.  Un  exemple  tiré  du  Mémoire 

27.. 
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de  Trembley  (Acad.  Turin*  1790—91) /suffira  pour  faire  en- 
tendre ce  procède i 

Dans  d’ex,.  54  nous  avons  trouvé  x2  -fy  — a2  = o pour  solu- 
lion  singulière:  la  proposée  résolue  par  rapport  à y',  donne 


(a2  — xff-pxy  = a [/  ( y2  -f-  x2  — a5) , 

qui  est  visiblement  satisfaite  par  a’3  — a2  = 0 : on  essaiera  si 
le  facteur  z a la  forme  (x2 — au)m  (ya~j-x*  — a2)",  m et  n étant 
des  indéterminées.  Pour  cela,  on  multipliera  l’équ.  ci-dessus  par 
cette  fonction,  et  l’on  posera  la  condition  (1)  (n°  819),  puis 
enverra  qu’elle  est  remplie  en  prenant  m — — -i,  n — — r* 
ainsi , le  facteur  qui  rend  la  proposée  intégrable  est 

(x2  — a2)-”1  (y  -f-  x2  — a3)*"*. 

• t .>  - , k>: / , v ; -,  ? 

Des  Equations  où  les  Différentielles  passent  le  premier 

: - _ degré . 


' } r-  1 " “ ~ r ' r •.  ( n ' 1,  „ • 

829.  Cherchons  l’intégrale  de  F(x,  y,  y',  y.V.  -y/1)  =0. 
Comme  cette  équ.  ne  peut  provenir  que  de  l’élimination  d’une 
constante  c entre  l’équ.  intégraile  et  sa  dérivée  immédiate,  dans 
lesquelles  c entre  à la . puissance-  m > soit_c  :=_$>  (x , y)  la  valeur 
de  cette  constante  tirée  de  l’intégrale  ; <p'(x:,j)=:  o ne  con- 
tiendra y qu’au  ier  degré,  et  l’on  pourra  en  tirer  y'  = X, 
X contenant  x et  y affectés  de  radicaux  : et  puisqu’en  les 
faisant  disparaître  par  des  élévations  de  puissances,  on  doit  re- 
produire la  p top-osée  F=z o,  il  s’ensuit  quey  — X doit  être  le 
fateur  de  F. 

Si  dodic  on  résout  la  proposée  par  rapport  à y,  et  qu’on  in- 
tègre ses  facteurs  y — X—  o , y*  — Y—  o. . . * on  voit  que  ces 
intégrales  seront  celles  de  la  proposée  qui  répondent  aux  di- 
verses valeurs  de  c = <p  (x,  y).  Soient  P — o,  Q — 0,  R— ro..., 
ces  intégrales  ; leurs  produits  PQ~oy  PQR~ o...,  satisferont 
aussi  à la  proposée,  car  la  dérivée  du  produit  P()R étant 

PrQR....-\-PÇf'R....-±-PQR'. etc.,  chaque  terme  est  nul 
en  particulier-  J 


v 


ÉQUATIONS  DES  DEGRÉS  SUPÉRIEURS. 
Par  exemple , y y a -j-  flxy' ==^  donne  ^ . 


42Ï 


y 


_ — xdz\/(y2  + x2)  £ 


, , yy'  -{-* 

ou 


.y 


V7  y 1 + 


JT 


et  comme  le  ier  membre  est  visiblement  (n°  763 , IV)  la  dérivée 
de  y/  (x2  -f- y2) , on  a pour  intégrale 

J é.  " - i 

dz  [/(y2  + •£*)  — ^ + cr-ouy-=  2cx  4*  ca. 

83o.  Au  reste,  il  est  des  cas  où  Ton  peut,  par  des  artifices 
de  calcul,  éviter  la  résolution  des  équ.  par  rapport  à y : ces: 
deux  exemples  sont  dans  ce  cas, 

— — 

I.  Supposons  que  l’équ.  ne  contienne  que  x et  y > et  soit 
facile  à résoudre  par  rapporta  x , en  sorte  qu’on  ait  x = Fyr. 
Comme  dy  —y'dx  donne  (n°  y 6g , \)  y ~xy  — fxàÿ  ; en 
mettant  pour  x sa  valeur  Fy\  on  a 


y —y'  • Fÿ  —fFY- d/- 

Aprèsavoir  intégré  fFy.  dy",  ce  qui  rentre  dans  les  quadra~ 
tures,  on  éliminera  yf  à l’aide  de  la  proposée  x = EyC 
Ainsi , pour  (1  -f- y'*) x = ix  on  a 

„ , ' Y 1 ...  V r d/ 

Fy  ~~  1 -i-y2’  y ~ r+j*  ~ J 1 +.y* ; 

ce  dernier  terme  = arc  (tang  =y)  ~j~  c;  éliminant y\  on  trouve 
enfin,  pour  l’intégrale  demandée,  v 


y=z\Z(x—X2) 


JÎ.  Si  l’équ.  a la  forme  y — y x + Fyf en  différenciant  on  a 

&y  =y'dx +(x+ 37)  d/> ûU  (x +a?) d/= 0 » 


à cause  de  dy/rrrydo?. 

En  égalant  chaque ‘facteur  à o,  il  vient  y=c  et  x -f  —7  — 0* 


d F 


Il  ne  reste  plus  qua  éliminer  y,  entre  la  proposée  et  l’une  ou 
l’autre  de  ces  équ.  Celle-ci  ne  donne  qu’une  solution  singu- 
lière (n°  827,  4°.  ) : la  ire  conduit  à l’intégrale  complète 
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y — ~h  C , en  désignant  par  C ce  que  devient  Fy  lorsqu’on 
y remplace  y'  par  c,  ou  C^=iFc. 

Ainsi,  ^ydx'  — xdy  = a ^/(da:2  -f-  dy)  se  met  sous  la  form© 

y—y'x  + aS/{\  +/2)  : 


d’où 


y = c et  a:  -f- 


qy 


V'O  -f/2) 


la  ire  donne  pour  intégrale  complète  y = ex  -f-  a|/(i  -f-c2);  la 
2 conduit  à la  solution  singulière  y -f- m2  =r  a2,  lorsqu’on  en 
tire  la  valeur  dey  pour  la  substituer  dans  la  proposée. 


Des  Constantes  arbitraires  ; de  V Intégration  des  équa- 
tions différentielles  ci  V aide  des  séries  et  de  leurs 
constructions . 

83 1.  Reprenons  la  série  de  Maclaurin  (n°  7 c6), 

; r ---/V  =/+  .,;/•••  + 1 x-f  + etc. , 

dans  laquelle  f,  f',  f "...  sont  les  valeurs  constantes  que 
prennent  frx  f'x,  f'x . . . .,  lorsqu’on  fait  x = o.  Si  l’équ. 
dérivée  donnée  est  du  ier  ordre,  on  en  tirera  y } y",  y". . . en 
fonction  de  y et  x , par  des  dérivations  successives.  Puisque 
x — o répond  à yz=f  en  substituant  ces  deux  valeurs  dans 
y',y,r....,  on  aura  celles  d et,  par  conséquent, 
tout  sera  connu  dans  notre  série , excepté  f qui  demeurera 
arbitraire. 

De  même,  si  la  dérivée  donnée  est  du  2e  ordre,  on  en  tire 
y",  y"'...  en  fonction  de  x,  y et  y \ or,  x — o répond  à y ~f 
et  y'  —f  \ mettant  ces  valeurs  dans  celles  de  y",  y"...,  puis 
dans  la  série  , tout  y est  connu , excepté  les  constantes  f et 
f qui  sont  quelconques. 

Et  ainsi  des  ordres  supérieurs. 

Ce  mode  d’intégration  ne  peut  être  employé  lorsqu’on  ren- 
contre l’infini  en  faisant  x~o,  dans  fx,  f'x,  f"x... , et  la 
série  de  Maclaurin  ne  subsiste  pins.  Mais  faisons  xz^za  dans 
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celle  de  Taylor,  a étant  un  nombre  quelconque,  qui  ne  rende 
infinie  aucune  de  ces  fonctions  (n°  696)  ; en  désignant  par  A # 
A' j A" ...  les  valeurs  quelles  prennent  alors,  nous  avons 

f{a  -f-  li)  — A -f-  A' h -f-  \ A h a -j-  A h3...  *, 
d’où  '?  y~fx~ : A -f  A\jc  — ci)  A-ïAXx—ay-±-\  Â" ... , 

en  posant  ^arbitraire  h — x — a.  Le  même  raisonnement  que 
ci-dessus,  montre  que  tout  est  ici  connu,  excepte  la  constante 
A , si  l’équ.  proposée  est  du  ier  ordre  ; excepte  A et  A , si  eile 
est  du  2e,  etc.  • du  reste  , quoiqu  on  ait  pris  a a volonté  , cette 
lettre  ne  compte  pas  pour  une  constante  arbitraire  ; c est  la 
Valeur  A que1  ptend  alors  y qui  en  tient  lieu. 

Concluons  de  là  que,  i°.  il  existe  toujours  une  série  qui  est 
l’intégrale  de  toute  équ . différentielle  entre  deux  variables  ; on 
sait  trouver  cette  série , aux  difficultés  près  que  le  calcul  peut 
offrir. 

20.  L'intégrale  renferme  toujours  autant  de  constantes  arbi- 
traires quil  y a d’unités  dans  l'ordre  de  la  dérivée.  Quoique 
fondée  sur  la  théorie  des  suites , cette  conséquence  a pourtant 
toute  la  rigueur  convenable  , puisqu’on  peut  regarder  toute 
série  comme  le  développement  d’une  expression  finie  y ■=.fx 
laquelle  doit  contenir  autant  dé  constantes  arbitraires  que  la 

r m c ■ ■■■ 

gerie. 

3°.  De  quelque  manière  qu'on  soit  parvenu  à un e,  intégrale  , 
qui  renferme  le  nombre  convenable  de  constantes  arbitraires  > 
cette  équ.  sera  la  primitive  de  la  proposée  , et  renfermera  né- 
cessairement toute  autre  intégrale  qui  y satisferait  aussi  avec 
le  même  nombre  de  constantes  arbitraires . 

•r  * r • 

832.  En  faisant  h = — x dans 


on  a 


f (x  -f-  h)  —y  -f-  y h -f-  \ y" h â +. 

/'  (x  -4-  h)  = y -f-  y" h 4-  “f  • 

f"(x~\~  ~y  -f  y"  h "h  hylvh^-\-. 

(0  =y  - ÿx+  4/**  — 

(2)  — yux  + i yw*2 — . 

W:-r=y-?*  + iy1'*- 


/ 


* A ♦ 
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Donc,  i°.  si  l’équ.  dérivée  donnée  est  du  7 er  oindre  , on  aura 
en  fonction  de  x et  y ; en  sorte  qu’en  substituant 
dans  la  formule  (1),  on  aura  l’intégrale , / étant  la  constante 
arbitraire.  ,»•  • ? . • . : = ' - ^ 

2.0.  Si  l’équation  proposée  est  du  2e  ordre  yy" } ÿ",f.  seront 
donnés  en  x,y  et  y ; en  sorte  qu’en  substituant  dans  (î) 
et  (2),  on  aura  deux  équ.  entre  x}  y et  y , chacune  contenant 
une  constante  arbitraire  , ce  qui  formera  deux  équ.  intégrales 
du  ier  ordre. 

•c  v • • * » : - . x 

; - # > 

Et  ainsi  de  suite.  Il  est  d’ailleurs  évident,  par  la  forme  même 

de  ces  intégrales,  quelles  sont  différentes.  Ainsi,  touÇe  équ.  du 
n ordre a n intégrales  de  l ordre  n — 1 . Si  ces  dernières 
étaient  connues  , l’intégrale  finie  le  serait  bientôt,  puisqu’il  suf- 
firait d’éîîminer  entre  elles  y,  y".,.,  y-q  Donc,  ayant  une 
équ.  dérivée  du  2e  ordre,  on  aura  également  sa  primitive  ab- 
solue , soit  en  eliminânty  entrefses  deux  dérivées  du  ier  ordre, 
soit  en  cherchant  une  relation  finie  entre  x et  y , qui  contienne 
deux  constantes  arbitraires , et  qui  satisfasse  à la  proposée.  On 


en  dira;  autant  des  autres  ordres. 

‘ 'rflf*  ■'t  if xiâô 


■1  ;i. 


ti  • , ...  , , ' ’ , LbI 

Il  nous  resterait  a démontrer,  sur  1 intégration  des  equ.  des 

rdres  supérieurs,  plusieurs  théorèmes  relatifs  aux  facteurs 
propres  à rendre  intégrables  et  aux  solutions  singulières;  mais 
comme  ils  s’éloignent  de  notre  but,  nous  renverrons  au  XII* 
JW/2.  Polyt.  y leçons  i3,  14  et  i5~,  par  Lagrangè. 

833.  La  théorie  que  nous  venons  d’exposer  est  démontrée 
complètement;  mais  elle  n’est  pas  toujours  propre  à faire  con- 
naître l’intégrale  approximative,  à moins  qu’on  ne  recoure  à des 
transformations,  qui  amènent  la  fonction  à l’état  nécessaire  ppur 
qu’on  puisse  y appliquer  les  principes  précédons. 

Lorsque  1 intégrale  ne  doit  pas  procéder  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  x,  on  aura 

y = Axa  -f-  Bx\  + Cxc+. . , (1) , 

et  il  s’agira  de  déterminer  les  exposans  a , b\  c .. , et  les  coefïi- 
çiens  A>  B}  C...  Pour  cela,  on  en  tirera  les  valeurs  dey, y"y. 
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et  on  les  substituera  dans  la  dérivée  proposée,  que  nous  sup- 
posons du  1er  ordre,  et  qui  devra  être  rendue  identique  ; puis 
ordonnant  par  rapport  à x , on  comparera  terme  à terme  les 
puissances  de  même  ordre  , ainsi  que  leurs  coefficiens , comme 
pages  180  et  194  ce  qui  déterminera  A , ci,  B,  b ... 

Ainsi,  pour  (1  ~ k>  on  awra 

(1  4 Aaxa~l  4 Bbxh-X  -h  • •)  4 Bxl  4- . .)  = 1 ; 

d’où  A*ax*a~v  4 ABaxa+b~1  4-  ACaxa+e-x  4- ..  ï 

4-  ABbxa+b~~x  4 B^bx0*"1  4—  I __ 

_ . 4-  ACcxaJrC~x  ( “T 


s 

^ — ’i  4 Axa  4 Bxb  4*“ 

Donc 

Sa  . 1 zss.  O , û 4 & 1 7—  a ® 4 Ÿ 

à—'ïy  4=1,  ~ 

puis 

A2  a — 1 , AB(a  4 &)  4 ^ .3=-  °*  'o 

t . 7 . - ^ ••  vVî  ■ 1 ? ' 1 

"V,  — 

A = 1/2 , B~—  . Ç ==  7g 

.-1  -a  2 

et 

yr-X2  [/z  — §'^4rî*a 

- - . V ' * 

Si  l’on  eût  pu  présumer  la  loi  des  exposans , ~ f , , on 

les  aurait  employés  sur-le-champ  dans  la  série  (1),  ce  qui  au- 
rait simplifié  les  calculs  ou  plutôt , faisant  là  transformation 
J*  = x , on  aurait  pu  ensuite  appliquer  la  série  de  Maclaurin. 

On  verra  de  même  que  l’équ.  dj/4jdx  = ax'nàx,}  donne 
y __  x1”** xm+3  ■ 

a ~~  m 4-  1 . (7n+  O (m4  2)  Qn- fr  O-O  4,3) 

• ' ■ «I"  ..  , - V 

834.  L’intégrale  ainsi  obtenue,  manque  de  généralité , parce 
quelle  est  privée  de  constante  arbitraire  ; mais  si  l’on  change 
dans  l’équ.  différentielle  proposée,  x en  z 4 a > et  y en  1 4-  b y 
on  développera  t en  Z)  en  sorte  que  la  série  t soit  nulle  lorsque 
z==o;  puis  substituant  pour  z et  t leurs  valeurs  x—ci  et  y — 
on  aura  l’intégrale  cherchée , où  a et  b tiendront  lieu  de  la 
constante  arbitraire  c,  puisque  dans  l’intégrale  f(x,y>c)  = o , c 
peut  être  déterminé  en  fonction  de  a et  b.  Il  sera  aisé  d’étendre 
ces  principes  aux  ordres  supérieurs. 

835.  Qn  peut  a,ussi  approcher  des  intégrales  à l’aide  des  frac- 


k » 
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fions  coritîÀtieS'.  Soit  y = Ax*\  Æn/CxC..,  en  suivant  la  notation 

p.  127;  cette  valeur  de  y sera  représentée  par  y = ; z dé- 

1 -f-  z 

signant  le  reste  de  la  fraction  continue,  ou  — • Bxl>  Cxc...  Sub- 
stituant dans  l’équ.  différentielle  proposée  pour  y cétte  valeur, 
en  négligeant  z,  ou  faisant  y ±=>Axa,  on  ne  conservera  que  les' 
3ers  termes,  parce  qu’on  regardera  x comme  très  petit  (note, 
page  227).  On  trouvera  A et  a par  la  comparaison  des  coefïi- 
ciens  et  des  exposai*;  puis  on  fera,  dans  l’équ.  différentielle 
/ A xa  ' 

proposée  ty  — raisonnant  de  même  pour  la  transformée 

en  s,  on  fera  z = Bxl  \ puis  après  avoir  trouvé  B et  b , on 
B xb  , 

posera  fc==  dans  l’équ.  en  z-,  et  ainsi  de  suite. 

Par  ex. , my  -f-  (1  = o,  en  faisant  y z==  Axa , devient 

(m  + g)  Axa  -f  aAxa~~l  ±=a>,:  qui  se  réduit  à aAxa~l  = o , à 
cause  de  x très  petit;  donc  a = o,  et  A reste  indéterminé.  On 


fait  ensuite  y 


A 


I — {—  Z 


, et  1 on  a m (1  -f-  z)  ~ (1  -f-  x)  z ! ; d’où 


posant  z — Bxb,  'on  tire  m 4-' Bxl'{m  — b)  = b B x*-1  ; ou  plu- 
tôt m = bBx1-1',  donc  5 — 1 , et  i?  — m.  On  fera  ensuite 
m.r  - ... 

...  : enfin  on  obtiendra  cette  fraction  continue  ppur 


mx 
1 4~  t 


intégrale 


y =u*yn&,  — i(m  — i-)x,  + 


Comme  i,equ.  proposée  a pour  intégralejy  — A{  1 -f-  x)— ,n, 

on  a ainsi  le  développement  de  cette  fonction  en  fraction  con- 
tinué.'’/ i 

On  pourrait  en  déduire  l’intégrale  sous  la  forme  d’une  série. 
{Voyez  la  note , p.  i3c).  ’• 

De  même,  l’équ.  djc=r  (1  -f-  ar/dj',  donne  ce  développement 
de  l’arc  en  fonction  de  la  tangente 

-icc*  {sx  Y ( ox y (4m)2 


y = arc  (tang  = x)  x , ~ , , iïfi 

^ & ' 3 3.5  5.7 


7 7-5 
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Consultez  sur  ce  sujet  le  Calcul  intégral  de  Lacroix , tome  II , 
n°  668  : ouvrage  dont  on  ne  saurait  trop  recommander  la  lec- 
ture, et  dans  lequel  on  trouve  réuni  tout  ce  qui  est  connu  sur 
la  doctrine  de  l’Intégration. 

836.  Lorsqu’une  équ.  différentielle  proposée  appartient  à une 
courbe,  il  peut  être  utile  de  la  construire  sans  intégrer;  or, 
c’est  ce  qui  est  toujours  possible  , et  voici  comment  : 

Supposons  d’abord  que  l’équation  soit  du  premier  ordre, 
F(x,y,y')  — o ; concevons  que  la  constante  soit  determinee 
par  la  condition  que  xr=.  a donne  y = b . On  prendra  (fîg.  60) 
AB  ~ a , BC  = b , et  le  point  C sera  sur  la  courbe  cherchée. 
En  substituant  a et  b pour  a:  et  y-  dans  Fz=  o,  on  en  tirera 
pour  y'  une  valeur  qui  fixera  la  direction  de  la  tangente  KC 
au  point  C.  Prenons  un  point  D assez  voisin  de  C , pour  qu  on 
puisse  , sans  erreur  notable , regarder  la  droite  CD  comme  con- 
fondue avec  l’arc  de  courbe  y AF  •=  a,  FD  ~ b'  seront  les 
coordonnées  d’un  autre  point  D de  notre  courbe  ; en  sorte  qu  on 
pourra  faire  x = a , et  y = b'  dans  F = o , et  en  tirer  la  va- 
leur de  y'  correspondante  ? et  par  conséquent  la  situation  de  la 
tangente  JE , qui  s’écartera  très  peu  de  la  ire.  On  continuera 
d’opérer  de  même,  et  on  voit  que  la  courbe  sera  remplacée  par 
un  polygone  CDEZ. 

On  pourrait  encore  raisonner  de  la  manière  suivante.  On 
tirerait  de  l’équ.  F~  o , et  de  sa  dérivée,  les  valeurs  de  y' 
et  /,  en  fonction  de  x et  y,  et  on  les  substituerait  dans  celle 
du. rayon  de  courbure  R (n°  733)  *,  puis,  traçant  la  tangente  KC, 
et  menant  une  perpend.  CA  égale  à ce  rayon , x et  y étant  rem- 
placés par  a et  b , on  décrirait  du  centre  A7  un  arcde  cercle  CD  ; on 
regarderait  ensuite  le  point  D comme  étant  sur  la  courbe,  ses 
coordonnées  étant  a'  et  b'.  On  mènerait  de  nouveau  la  tangente 
JD  et  le  rayon  de  courbure  ÎJO  , etc.  La  courbe  sërait  alors 
remplacée  par  un  système  d’arcs  de  cercle  contigus.  Il  est  même 
évident  que  l’erreur  serait  moindre  qu’en  se  servant  des  tan- 
gentes seules,  et  qu’on  pourrait,  en  conséquence,  prendre  les- 


/ 
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.points  C , D,  E plus  écartés  les  uns  des  autres  • ce  qui  rendrait' les 
constructions  moins  pénibles. 

Si  1 équation  différentielle  proposée  est  du  2e  ordre 
E(t  » y , y , y ) = o;  après  avoir  choisi  de  meme  un  point 
arbitraire  C , pour  un  de  ceux  de  la  courbe,  il  faut  en  outre 
prendre  à volonté  une  droite  quelconque  KC  pour  tang.  en  € \ 
cette  double  condition  détermine  les  deux  constantes.  On  tirera 
la  valeur  dey',  et  par  suite  celle  du  rayon  de  Courbure  R,  en 
fonction  de  x,y  et  y • et  comme  ces  quantités  sont  connues 
pour  le  point  C , on  décrira  l’arc  de  cercle  CD,  comme  pré- 
cédemment. Le  point  D de  cet  arc  étant  supposé  sur  la  courbe, 
on  décrira  sa  normale  DK,  et  on  calculera  la  valeur  de  R pour 
le  point  D , dont  on  connaît  les  coordonnées  et  la  direction  de 
la  tangente  ; et  ainsi  de  suite. 

Un  raisonnement  semblable  donne  le  moyen  de  remplacer 
la  courbe  par  une  série  d’arcs  de  paraboles  osculatriees. 

On  pourrait  aussi  appliquer  ces  principes  aux  équ.  différen- 
tielles du  3 e ordre  ; mais  alors  non-seulement  il  faudrait  prendre 
arbitrairement  un  point  Ce  t sa  tangente  KC , mais  encore  le 
rayon  CN  du  cercle  osculateur  en  ce  ier  point,  ce  qui  déter- 
minerait les  trois  constantes-  arbitraires.  On  ne  pourrait  ensuite 
remplacer  la  courbé  que  par  une  suite  de  paraboles  dont  le 
contact  serait  du  3e  ordre.  On  en  dira  autant  des  ordres  su- 
périeurs. 

Concluons  de  la  que  toute  équ.  différentielle , entre  deux 
variables , peut  être  construite  par  une  courbe,  qui  a autant  de 
paramètres  arbitraires  -que  d’unités  dans  l'ordre  d&  l' équation. 
Ceci  s’accorde  avec  le  n°  83 1 , où  l’on  a prouvé  que  cette  équ. 
a toujours  une, intégrale. 

Des  Équations  des  ordres  supérieurs,  et  en  particulier 

du  second  ordre . 

838.  Dans  les  equ,  du  1er  ordre  , on  a pu  prendre  pour  prin- 
cipale, telle  variable  qu’on  a voulu,  sans  que  pour  cela  les 
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procédés  d’intégration  exigeassent  des  modifications  ; c’est  un 
des  avantages  qu’offre  la  notation  de  Leibnitz  (n°  £>94)*  Mai» 
il  est  maintenant  indispensable  d’indiquer,  dans  chaque  équ.  , 
quelle  est  la  différentielle  qu’on  a prise  pour  constante , et  d’y 
avoir  égard  à chaque  transformation  que  peut  nécessiter  le 
calcul. 

Si  donc  on  veut  que  dx  soit  constant , au  lieu  de  toute  autre 

différentielle,  qu’on  a regardée  comme  telle,  dans  une  équation 

donnée,  il  faut  modifier  cette  équ.  à l’aide  de  la  théorie  connue 

(n°  691).. Ainsi,  pour  ds . dy  = nd2x , ou  ax"  — ÿ , on  a pris 

pour  constante  dr  = l/(dx2-{~dy2)  \ donc  a(s'  x" — x' s")~ÿ V2  ; 

puis  posant  x'=i , on  a 1 -{-y'2 , s(s"=^y'y" , 

3 

y V 2 r=  as" , ou  (dx2  -J-  dy2  ) 2 ==  — adxcPj' , 

L "v  " -A'  ' ' - W 

où  dx  est  contant.  Cette  équation , mise  sous  la  forme. . „ 

r jrf  i . • X 14 

L% 

ay"  + (i  -f-y'2)'2  = o,  va  bientôt  être  intégrée  (n°  840).  ' 
Pareillement,  pour  que  dx  soit  constant  au  lieu  de  ds,  dans 


(dx2  -f-  dy/2)  = -,  cos  - , on  remarquera  que  cette  équation 

équivaut  à 

d2y  dx*  1 x 
— - — - cos  - ; 


x 


dra 


dr+  u 


** iw  ' . x ' OC  ...  - 

qu’on  écrit  y"  = x'*.~  cos  - , s étant  toujours  variable  princb 
, sy" s"y'  x ^ ix 

pale:  d’où  — 7 - 7- — -7- • - cos  - , aucune  dérivée  n’étant 
r s4  s+  a c 

constante.  Enfin , x'  ~ 1 , donne  s'2  = 1 -hy'2 , s' s" 

puis  , 

//  t x j f dx 

y z=z-  COS-,  OU  dy  =: 


X 

cos- 


a 


a 


r - ' • ' . > ■ O 1 •’  y s,'  '0  • . I C)  Ci  ' , '>]  \ V • ^ 

dx  est  constant,  et  A et  b sont  les  constantes  arbitraires  , 


x 


x 


y'  z=z  - sin — \-bj  d’où  y = k-\-bx cos‘-e 


a 


a 


Ce  n’est  pas  , au  reste,  qu’on  ne  puisse  quelquefois  préférer 
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à x toute  autre  variable  principale , et  intégrer  ; mais  par  la 
suite,  à moins  que  nous  n’avertissions  du  contraire,  nous  pren- 
drons toujours  dx  constant. 

85g.  L’équation  la  plus  générale  du  2e  ordre  a la  forme 
F(ÿ' , ÿ , y,x)  =zo\  il  convient  d’examiner  d’abord  les  cas  par- 
ticuliers où  elle  ne  renfermerait  pas  les  quatre  quantités^",  y , 
y et  x . S’il  n’en  entre  que  deux , i’équ.  peut  avoir  l’une  de  ces 
trois  formes  , 

F{y",x)  — o , F (y1  y ) — o , F {y"  y)  ==  o. 

Quand  y"  n’est  accompagné  que  de  y'  et  x , ou  dey'  et  y,  l’équ. 
est  de  l’une  des  deux  formes  : 

F(y\yf)x)  = o,  F(y"yry)  = o. 

Intégrons  d’abord  ces  cinq  cas  particuliers. 

I.  Si  l’on  a. y"  =fx , comme  ÿ'dxz=dÿ , la  proposée  revient 
à dy  —fx . dx.  Soit  y'z=X-j~C}  l’intégrale  de  cette  équ.j 
comme y'dx  = dy , on  a 

dy  — Xdx  -f-  Cdx  : d’où  y “ A + Cx  -f-  fX dx. 

Soit  par  ex.  dzy  — adxû,  ou  dy  — cidx  *,  il  vient  d’abord 
ÿ — c-\-cix , ou  dy  — cdx-\-axdx’3  enfin  yz=.A-\-cx  -j-^ax2. 
De  même,  soit  d2y~axnàx*,  ou  y"~axn>  ou  enfin... 

dXK~^~’i 

dy'  = axn dx  *,  on  trouve  y = A -f-  cx  -f  — — - — — — - — - . Si 
J J (n  -j-  î ) (n  -f-  2) 

nr=z  » — - 1 , on  trouve  y — A -f-  cx  -f-  ax  1 x ; et  si  n = — 2 , on 

a y = A + cx  — a \x. 

Observez  que  le  calcul  ci-dessus  s’applique  également  à 

yW—fx,  ou  d.y"""1)  —fx.dx,  d’où  yn~l  — c-}-X. 

Il  ne  s’agit  plus  que  d’opérer  de  nouveau  comme  sur  la  pro- 
posée. L’intégrale  a la  forme 

y = A -f-  Bx  -f-  Cx2. . . -f-  Kxn~l  + f fx . dx", 

le  signe  f désignant  n intégrations  successives. 

II.  84o.  Si  la  proposée  a la  forme  F(y0)y')  — o,  en  met- 
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dy' 

tant  &jc  P°Ur/>  e^e  ^ev*ent  du  lCr  ordre  entre  y et  x ; et  on 

en  tire  dx  —fy'  .dy'.  De  plus,  comme  dyr-ry'da;,  on  a 
dy  = ÿfÿ •dy' . Ces  deux  équ.  pétant  intégrées,  désignons-en 
les  intégrales  par 

x =M+A,  yz=N'+B; 

A et  JS  étant  les  constantes  arbitraires M et  N des  fonc- 
tions connues  dey/.  On  voit  donc  qu’il  ne  s’agit  plus  que  d’éli- 
miner y'  entre  ces  équ.  (n°  832),  et  on  aura  l’intégrale  cher- 
chée avec  ses  deux  constantes. 

Soit  ciÿ  -f-  (î  -f-y'2)a  = o ; on  trouve 

— ady'=  (î  -j-y'2)*  dx; 

-aày’ 

o+yy 

puis  (n°  x ~ A ° ^ 

et  enfin 


da:  = — - - , dy  = , 


(l  +/*)* 

y=B  + 


a 


vc  +yar 

( A — xy  -f-  ( B — y)2  = a a. 


t/O  5 


Cette  intégration  donne  la  solution  de  ce  problème  : quelle  est 
la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est  constant,  ou  r 

Le  cercle  jouit  seul  de  cette  propriété. 

Ce  procédé  s’applique  à tous  les  ordres,  pourvu  que  l’équ. 
soit  de  la  forme  1 F[y(n), y(B""0]  ~ o.  Ainsi  pour  f(y"', y")  = o , 

on  fera  dy/;  ~ywdu:,  d’où  x-=fFy".dÿ', 

et  y z=z  fy'dx  ~ f(Fy"  y1  à \y"  ). 

Mettant  ensuite  pour  y'  cette  intégrale  dans  dy  ~y'dx,  on  par- 
vient à des  valeurs  de  x et  dey  exprimées  en  y”,  et  renfermant 
trois  constantes  arbitraires  : on  élimine  ensuite  y"  entre  elles 
(n°  832). 

III.  841.  Passons  aux  équ.  de  la  forme  y"  = Fy  • en  multi- 
pliant dy  zz=y"dx  par  y'd:r  = dy  , on  trouve 

ydy'  — fdy. . . ( A ); 
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mettant  ici  pour y/  sa  valeur  Fyy  onay'dy  = Fy.dy  ; d’ou 

s y*  = k c +fFy  ■ dy,  y = V \c  + 2 fFy . dy)  ; 

dy 


puis 


*-/?-/] 


y/  J [/ (c 2fFy . dy)‘ 


Par  exemple,  G^d2^  + ydx2  = o , ou  ay"  — — jy,  devient 

a‘ÿ' dy  = *-yAy>  d’°ù  a'y3  = c‘— y ; puis  da;  = -pr^£— 
donc,  intégrant,  on  a 


x = <z . arc^sin  -f-  & , 


V 


ou 


y . /x  — b 

— ; ci  ni  


Sin\" 


y-). 


JT  je 

qui  équivaut  ày=  c sin  - -f-  c'  cos  - . 


De  même  d2_y . \/{ay)  — dx2  donne  J ay'a  — C -f-  \Z(ay)  ; 

à. 

d’où  2dx  = 'Y*1-/  r : on  fait  c -f-  l/y  = s2  ; on  intègre  et 

Vip+Vy) 

on  trouve  enfin 


x 


a 

3 


Va.iy/y  — 2c)  1/(0+  v/y)  + é. 

Ce  procédé  s’applique  à toutes  les  équations  de  la  forme 
j>Cn)  — /^yC*— 2)  • car  soit,  par  exemple,  jyIV  =rr  Fy"  ; comme. . . 
y vdxa  = dy"  = i*y'.dxa,  l’on  intégrera  deux  fois  , et  on  aura 
x = <py",  avec  deux  constantes.  D’ailleurs  y = fy"dx  s’intégre 
après  avoir  mis  pour  dx  sa  valeur  en  y"  : substituant  ensuite 
cette  valeur  de  dx  et  celle  de  y'  dans  y = fy  dx , on  obtient 
aussi  y en  y\  Il  ne  reste  plus  qu’à  éliminer  y"  à l’aide  de 
x==  Vy"'>  et  résultat,  qui  contient  quatre  constantes  arbi- 
traires , est  l’intégrale  complète  cherchée. 

IV.  842.  Si  l’équ.  a la  forme  F(x,y' yy")  — o , elle  ne  con- 
tient pas  y;  on  la  ramène  au  ier  ordre,  en  mettant  ~ pour 

dx  r 

y\  puisqu’elle  ne  renferme  plus  que  y et  x;  elle  rentre  alors 
dans  les  cas  déjà  traités,  et  on  sait  l’intégrer  toutes  les  fois 
quelle  est  separable,  ou  homogène,  ou,  etc.  (voy.  p.  399). 
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Supposons  donc  cette  intégration  effectuée,  et  soit, 

Mx>yryc)  ~ o cette  intégrale  ; il  se  présentera  trois  cas  : 

t0*  Lorsqu  on  sait  résoudre  1 intégrale  par.  rapport  à y } et 
qu’on  a y =fx,  on  en  tire  y = fydx  = ffx.dx. 

2°.  Si,  au  contraire  , on  peut  tirer  la 'valeur  de  3ô  en  y\ 
telle  que  x :==Jy  , on  a yz=zfyrdx_,  et  à l’aide  de  l’intégration 
par  parties , y — xy'  — fxdy  ==  xy'  —^  ffy  . dy' . On  élimine  en- 
suite  yf  à l’aide  de  x ■=.  f y' . 

3°.  Si  l’on  ne  peut  employer  l’une  ou  l’autre  de  ces  voies  ■ 
on  elle  reliera  à exprimer  x et  y,  à l’aide  de  quelque  transfor- 
mation , par  des  fonctions  I et  F d’une  3e  variable  z ; car 
x~X  et  y = Y,  donne  y = fydxx^fXQX. 

Quelle  est  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  R est  réci- 

- ' ao.  " ' ' V b 

proque  à l’abscisse?  Soit  R — ; d’où  (n°  733) 


2X 


3 

k 0. 


. ( V 


, £ n 
ay  > 


2x(i  ~p.ya) 

ou  2x(i  -f -y'^)*dx  :=  a2dy  , équ.  qui  est  séparable  : 


3 » 


VC>  -Fÿ‘ï 


(1  + v 2)2 

*•'  . v jf“j  "-'i  j 

En  tirant  la  valeur  de  y,  yte/ydx  donne 

T (x2  + c)dr  ' 

“V  ~J  VL^— W +W1  ’ 

1 . . • . - ' , ; ^ . I - ■ ' ' . y ' 

la  ligne  demandée  est  formée  par  une  lame  élastique  qu’on 
courbe  (voyez  n°  898.)  , •. 

Si  Ion  eût  voulu  qqer  R fût  une  fonction  donnée  X de 

3 

l’abscisse  x,  on  auraif'gosé  (1  +/)“  = Xy" . Le  même  calcul 
aurait  donné 


y 


Pi=r-  " y~fd 


rdx 


V/(l-i-ya)  J A ' J J ^/(i — 

Telle  est  la  solution  du  problème  inverse  des  rayons  de  cour 
bure. 


2. 
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Soit  ( 1 4 -y2)  + xÿy"=i  ay"  \/(  1 -h ÿa)  : on  met  cette 
équ.  sous  la  forme 

dz(i  4- y2)  4-  xy'àÿ  =ûdy' . v/(i  4 -y'2)> 

qui  est  linéaire  (n°  817)  et  devient  intégrable  en  la  divisant 
par  l/(i  4- y»)  ( voy . p.  4°9)-  On  trouve 

üv'  4-  b 

OC  = : ,2"T* 

V/(i  4- J 2) 

Mais  y—ÿx  — /xdy,  devient 

y =yoc  — a{/  (1  +y»)  — 61  [y  4~  V/( 1 4-y  ) ] 4“^ 

- */-g  .yy-f 
~V(»+ya)  v * /• 

il  ne  reste  plus  qu’à  chasser  de  là  y' , à l’aide  de  la  valeur  de  x. 
On  trouve,  tout  calcul  fait,  et  en  faisant,  pour  abréger, 

% = t/O*  4-  £2  — *s) , 

, 1 X 4“  cl 

y=Z—D  1 —7 ri 

J c(b  — z ) 

Enfin  2 (ay'2  4-  x*)y"~  xy  donne  î’équ.  homogène  (n6  81 5 ) 
&{a2ÿ2-\~x'2)ày' — xy'dx , qu’on  sépare  en  posant  a?  ==y'z  d’où 

dy' zdz 

y'  2 a2  4" 2,2  * 

On  intègre  par  log.  , et  il  vient 

y = c 1/(2 a2  4 2,4 , et  a:  — cz  v/ 2 4“  £a)  ; 

or  , yz=zfy'dx,  lorsqu’on  met  pour  y'  et  dx  leurs  valeurs  en  z , 
devient  y = |c2z (3a2 4- zû)  + ù.  11  faudra  enfin  éliminer  z- 
entre  ces  valeurs  de  x et  je 

843.  V.  Supposons  que  l’équation  du  2e  ordre  ait  la  forme 
F(y",  y'  y y)  = o , c.-à-d.  que#  n'y  entre  pas.  La  substitution 
de  la  valeur  ( A f p.  43 1 ) de  y réduira  la  proposée  au  iek 
ordre  entre  y et  y . 

Par  ex.,  si  y"  =^f(y\  y),  on  trouve  yày  = dy ./  (y,  y),  dont 
la  forme  est  assez  simple. 

i°.  Si  l’intégrale  qu’on  obtiendra  est  résoluble  par  rapport  à 
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y',  en  sorte  que  y —fy3  on  aura  cLc  = ^ et  l’on  en  con- 

> y fy 

cluera  aisément  x en  jy. 

s°.  Si  Ton  peut  tirer  y en  fonction  dey,  ou  y=Jy'}  dy~y'âx 
donnera 


*=Pf- 


'd  ■//_//, 

- T -p. 


y 


y 


.d/; 


on  chassera  ensuite  y de  l’intégrale  à l’aide  dey=:Fy\ 

3°.  Enfin  , si  ces  deux  cas  n’ont  pas  lieu  , on  cherchera  à expri- 
mer y et  y en  fonction  d’une  3e  variable  z , et  y'dr  — d y de- 
viendra Zdrtr  Tdz , etc. 

L equ.  y" (yyf - 1“  cl)  “jy'(i  -f-y2)  se  change  en 


<¥  O/  4-  a)  = dy  ( i +/»)  ■ 


d’où  (p.  4c2)  j = fiy  -f  c v/(i  -h- y'2) , 

x—fy  =“K6/)  + clC/4-V(i  +/“)]• 

Il  faut  ensuite  éliminer  y'  entre  ces  équ.  On  trouve , par  ex. 
lorsque  c~ o, 

x 

x~a\  (by)  ; d’où  yz=zCê‘*. 

L’équ.  aby"z=z  {/(yz-j~  a*/*)  devient 

û3y'dy  — dy  v/(y  + a^'a). 


Pour  intégrer,  on  fera  y , à cause  de  l’homogénéité,  etl’on 

aura  cizdy  — «ùj'dz  = z2dy  V'  OM-a2)  ; l’équation  est  sé- 
parable, et  faisant  ensuite  )/(zQ  -fa2)  — fs,  on  en  tire  z,dz  , et 

djy — btât 


l’on  substitue  ; on  trouve 


; il  sera  aisé  d’ob- 


y bt*  — aù — b 

tenir  y en  fonction  de  t , ainsi  quey  : par  conséquent  aussi 
dy 

t 

y 


X 


f On  éliminera  ensuite  t. 

J y 


Sq„ 


436  CALCUL  INTÉGRAL. 

Soit  y"  -hAfy'  4*  By  — o , A et  B étant  constans  : on  a Féqu 
homogène y'dy  4~  -^y^y  4" Byày  =r  o j on  fait  y'  t=syu\ 

y dy  — udu  — uâu 

cl  ou  = -7—, — : 77  — —7 7-  , 

y if-\-Au~r-b  (u — a)  (u — b ) 

en  désignant  par  a et  b les  racines  de  u%  -f-  -{-  B — o\ 

— du 


puis 


Donc 


da,_  dy  

y'  zzy  (u  — à)  (u—  b)’ 


dy 

y 


adx  = 


— d 


zz 


u 


£ 5 


dy  7 1 — du 

— — bcix  = 

J 


iz 


a 


enfin,  retranchant,  on  obtient,  pour  intégrale  complète, 
y ( fa  — ci)—  — meax  -J-  nebx , qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 
y — dpax -f-  Delx  , C et  D étant  des  constantes  arbitraires. 

Si  a et  h sont  imaginaires,  ou  a — h — hy'—iib—k-\-h  \/ — i, 
on  trouve,  en  substituant  ci-dessus  , 

y — ehx  -f  Dehx^~l). 

Mettant  pour  e~hxv'~~l  Sa  valeur  (L,  p.  i85),  on  a 


y~ekx(C'cos  hx-\-  D' sin  hx)  — C"ekx  cos  (/zzc  -}  /')• 


Enfin  , si  a — b , en  reprenant  le  calcul,  on  a 

dy  — udu  ,,  , . 

-•-F  — - — , d ou  y ( u — a)  = cew  ~a  : 

y (iz— -c)a  v ’ 

dy  dy  — du 

- dx  = “ = — = 7 — ; d ou  u — a — 

y yu  1 u — a> 


x -f-*  k 


éliminant  u~  a,  on  trouve  enfin 

y — (.r  -f-  k ) = Ceax  (pc-\-k). 

844.  L’équ.y"  + Pÿ  + Çjy  = o , Pet  Ç étant  des  fonc- 
tions quelconques  de  x,  s’intégre  par  une  transformation  tr&> 


/ 


/ 


a7 
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simple.  On  fait 

y = eJ  “dx' , y = uefmlX  , y » = e fudjc(u'  + u»)  ; 

d’où  W + (u‘  + Pu+Q)=o, 

parce  que  le  facteur  commun  e J'““"r  disparaît.  Le  calcul  est 
onc  réduit  à l’intégration  de  l’équation  du  premier  ordre 
dzz-fO2  ~\-Pu  4.  Q)  do:  = o. 

Par  exemple,  si  P et  Q sont  constant,  et  a , b les  racines  de 
u + Pu  -f-  Q — G , Ü est  évident  que  uz=a  et  u = b satisfont  à 
cette  transformée  : donc  on  a/wàr  ~ax  + m , ou  ~bx  +n>  et 

y — — Ceax , ou  y — = £><4* 

La  somme  de  cesvaleurs  de_y  satisfaitdouc  à la  proposée  ; ainsi 
son  intégrale  complète  est,  à cause  des  deux  constantes  arbi- 
traires  C et  D,  y ==  Ceax  4-  Debx. 

Quand  les  racines  de  u2  4-  Pu  -j-  Q = o sont  imaginaires,  ou 
u ~ k ~ IJ  V U on  a vu  ( p.  400)  comment  ce  résultat  prend 
la  forme y=  Ce** cos  {hx+f)  : et  si  les  racines  sont  égales, 
il  faut  intégrer  l’équation  du  + (u—  a.yàx=o,  qui  donné 
1 


u — a 


d’où 


x 4-  k 7 

fudxz^z  1 (x  -f-  k } -j-ax  -y  D,  y = e ^aàx  ==  Ce*x(x  4-  /Q. 

On  retrouve  donc  ainsi  les  résultats  obtenus  dans  le  dernier 
exemple. 

845.  Intégrons  l’équ.  linéaire  ou  du  ier  degré  en  v 

o J i 

y'-f  py  4-  Qy=R} 

P > Q et  R étant  des  fonctions  quelconques  de  x seul.  Il  est 
aisé  de  ramener  l’intégrale  de  cette  équ.  à celle  du  paragraphe 
precedent , en  faisant  disparaître  le  terme  R,  Pour  cela,  faisons 
comme  n°  817,  y — tz  • d’où 

y — te'  + zt' , y”  — tz"  4-  2 z't'  4-  zt". 

En  substituant  et  partageant  l’équ.  résultante  en  deux  autres  ■ 

<5 


I 
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à cause  des  variables  f etz,  on  a 

z"  + Pz  +Qz  = o.  . . (1) 

R 


et 


ou 


d t'  ~f-  t'Çp  -J-  — ^djc  — 


/?dx 


(2). 


Supposons  que  la  ire  soit  intégrée  (n°  844),  clu  on  en  ^’re 
la  valeur  de  z en  x;  la  2e  sera  linéaire  du  ier  ordre  entre  t'  et  x} 
et  sera  facile  à intégrer  d’après  ce  qu’on  a vu  (n°8i7). 

Soit , pour  abréger, 

fPdx 


02  (\z 

' T" 


— e 
2 1; 


comme  e — s 


. . . (3); 

=.  / 

z2  (n°  149  , 120.),  on  a 


<pz2t'  fRtpzdx  y 


p ms 


y 


tz~  Z 


\x 


L(ps 


f P<pz,dji:^.  . . (4). 


La  double  intégration  que  renferme  ce  résultat  introduit  deux 
constantes  arbitraires  , et  par  conséquent  l’intégrale  complète  de 
la  proposée  permet  d’employer  pour  les  valeurs  de  z et  p des 
fonctions  quelconques  de  a;  qui  satisfassent  aux  équ.  (1)  et  (3). 

Appliquons  ces  préceptes  à y"  -f-~-  — ^ ~ > 


x‘ 


equ.  ou 


x 


ç 


R=z 


a 


x " 


i°.  î’équ.  (1)  devient 

= d’où  + 
xx2  \ x x2/ 


do?  ~ o , 


L ud,r 


à cause  de  z = eJ  (n°844)  : cette  équ.  est  rendue  homo- 
gène en  faisant  u-=zv~l,  et  l’on  sépare  ensuite,  en  posant 
sc  = ( n°  8 1 5 ) . On  trouve 
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on  s’ajoute  pas  de  constante.  Restituant  pour  v et  5 leurs  va- 
leurs u~~l  et  ux , on  obtient 


xa-f- 1 


u 


x(x'J 


0 


, fudx  — 1 


XJ 


X 


y Z' 


,fudx 


X 


X 


2°.  D’un  autre  côté , î’équ.  (3)  donne  <p— x;  d’où  l’on  tir® 
fRçzdx  — fadx  = ax  -{-ù,  et  l’équ.  (4)  devient 

x 2 — \ax  h) xdx  ^ 

x J (xa— i)a 

cette  dernière  intégrale  revient  ( n°  577  ) aü  quart  de 


ax~\~b 


s : j -ai 

x 2 — i 


r ( "-ni  _ g..-t  l + -Uw  = 

J \(x+,y  x-t-i(x—i}*  x — i/ 

, ax-\-b  xr“ — i , /x — -i 

donc  v = ; id  c ( — — — 

J 2X  Ax  L \v  -f~  1 


(•K> 


* M & 1 777  •%  iî  . * \ 

De  meme  j' ~ y = — — - donne  pour  1 equ.  (i)» 

UçX  y/  X 


(a2 — i)z. 

4x 2 


— o • on  y satisfait  en  prenant 


r,rt-+*  I 

w4/  <V 


D’ailleurs  <p  — i , et  fRçzâx = fmdx~  mx  -f-  b \ donc 
*(772  r -}-  ù)d.r  î / . h 


-P 


X 


S/x' 


— (cxa 
a 1 \ 


a 


mx  \ 

a — î/* 


845..  Lorsqu’en  comptant  y,  x>  dy,  dx,  et  d 2y,  chacun  pour 
un  facteur,  l’équ.  est  homogène , on  l’intègre  en  posant 

f 

y — z/x,  dy— y'dx,  ywx— &...(  1), 

u,  ÿ et  z étant  de  nouvelles  variables.  En  effet  la  transformée  y 
dans  notre  hypothèse  d’homogénéité,  aura  partout  x en  facteur 
à la  même  puissance,  attendu  que  y'  et  y"  sont  censés  être  des 
degrés,  o et  — 1 (n°  8 1 5).  Ainsi,  la  division  dégageant  l’équ. 
de  la  variable  x,  elle  sera  réduite  à la  forme  z—f(y'y  u ). 

Or , on  a dy  =y'dx  = zzdx  -D  xdu , xdy'  — zdx , 

dx  du  dy'  du 


I 
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mettant /pour  z dans  (3)  , cette  équ.  est  du  ier  ordre  en  y'  et  u, 
et  on  l’intégrera  : qu’on  tire  de  là  ÿ —(pu,  et  qu’on  substitue 
dans  (2),  cette  équ.  séparée  aura  pour  intégrale  Ix  — -^’» 
il  restera  à éliminer  u , à l’aide  de  y — ux,  et  l’on  aura  l’in- 
tégrale complète,  puisque  les  équ.  (3)  et  (2)  ont  introduit  cha- 
cune une  constante  arbitraire. 


Far  ex.  xd/r/ydx,  ou  jy"~y' , donne  Z—y,  et  (3)  devient 
^ycy  — u)~y'du}  d’où  iy'2  = f(udy'  +y'du)—yu  -f-  Je. 

\ y . 4 I 

Or,  — — - donne  x — aÿ\  ainsi,  éliminant  / entre  ces 

æ y 

deux  intégrales,  il  vient  x2 — saxu  — C)  puis,  éliminant  u, 
x2  — o,ay  — C est  l’intégrale  cherchée. 

847*  Soit  l’équ.  Ay -f-  Byr  4 . . . . = dont  les  coef- 

ficiens  sont  constans  3 faisons  y = cehx,  d’où 

A -f  Bh  4 Ch*  4 Khn  = o . . . (M). 


Donc,  si  l’on  prend  pour  h les  n racines  h,  k,  /....  de  cette 
équ. , et  les  11  constantes  c,  d , c” ...  , la  proposée  sera  satisfaite 
par  toutes  les  valeurs  y — cehx,  ainsi  que  par  la  somme  de  ces 
quantités  : l’intégrale  complète  est  donc 


y = cehx  4 cekx  4 d’elx  4 (N). 

* 1 / V i 

S il  y a des  racines  imaginaires,  elles  seront  par  couples, 

, et  deux  de  nos  termes  réunis  formeront 
«ax(  qu’on  réduit  (L,  p.  1 85  ) à... 

eax(jn  cos  bx  4 n sin  bx ) ==  heax  sin  (bx  4 l) . 

848.  Lorsque  l’équ.  (M)  a des  racines  égales,  (N)  n’est  plus 
qu'une  intégrale  particulière.  Que  h = k par  ex.,,  les  deux  icrs 
termes  de  (A7)  se  réduisent  à (d  ~\-<”)ehxy  où  c 4 c'  ne  compte 
que  pour  une  seule  constante,  et  il  n’y  a plus  que  n — 1 
arbitraires. 

1 °.  Si  toutes  les  racines  de  (M)  sont  égales , la  proposée  est 

hy—nh—y  4 i n(n  — i)A»-y . . . ± /»)—  0>  (P) 

\ 

puisque  (M } îevient  alors  à ( h — h^)n^zzo.  Or,  soit  y ~ 
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d’où  y'=ut'  -f-  tu  y y"  — ut" 9>t'u  -\~un  y y"'  =.  uf  4“  3 , etc... 
faisons  t~ehXmy  comme1  t'  =.  hehx~  ht , C~/z2£....,  £(0~/zJ£, 
on  trouve 

= z/£  j jd  “ £ (/ni  4 z/)  , y"  “ £(/z2zz  4 2/21/  -f-  zz,;)  . . • 

-jyCO  = t{h.*u  + 4 ± i(i  — 1 )/é-V  - • . ■ 4-  a®) • 

Substituons  dans  (P),  et  nous  aurons  une  équ.  dont  tous  les 
termes  s’entre-détruiront,  excepté  le  dernier  zz^Oj  donc  z/")— o, 
savoir  u ” a -f-  bx  -f-  ex2, . . . -\-fxn~~l\  et  il  vient  pour  l’inté- 
grale complète,  dans  le  cas  supposé, 

y =z  ut  = (a  4 bx  -f-  fxn~l)ehx . 

20.  Quand  l’équ.  (il/)  a 772  racines  elle  a (/z  — #)m  pour 
facteur,  sous  la  forme  hm-\-  Ahm~~l  -f- Bhm~ 2 4 . . . .4#5"1*  Corn- 
posons  i equ. 

hmy  4_  Jhm-y'  4 Bhm~~*y“ . . . =hy»  = o. 

On  a vu  que  l’intégrale  complète  est  (a  -f-  bx . . . -f-  fx-m  1)eAX * 
D’un  autre  côté,  la  proposée  est  satisfaite  par y~céhxy  celx.., , 
valeurs  correspondantes  aux  n — m racines  inégales  de  h dans 
l’équ.  (il/).  Comme  par  la  propriété  des  équ.  linéaires  la  somme 
de  ces  solutions  doit  aussi  satisfaire  à la  proposée,  l’intégrale 
complète  est 

y~(a-\-bx...-\-  /xm“1)fi**4-  cekx  + 4 • • • 

a y b. . .f,  c , c . . . sont  les  72  constantes  arbitraires,  «e,  h,  L . ► 
les  racines  de  1 equ.  (Æ/). 

Ainsi  pour  _y  — 2y'  4 2 y"  — 2,ÿu -\-yxy  = o , on  trouve 
! — . Al  -J-  ^/z2  — 2/z3  -f-  /z4  rr;  O = (l  — /z)2  (l  4 X)  , 
d’où  y — {a-\-bx')ex-{-cpxV~l~\‘clex^~Xy 

y ~ex(a~\~  bx)  A cos  x-\-  B sin  x . 

849,  L’équation  Linéaire  de  tous  les  ordres  est 

Ay  4 py  4 Cy"  4 ...  4 — X. 

Supposons  que  X désigne  une  fonction  donnée  de  x , et  que 


» 
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A,  B....  soient  constans.  On  sait  toujours  réduire  l’intégration 
à la  résolution  des  équ.  par  le  procédé  suivant,  que  nous  appli- 
querons seulement  au  2e  ordre  : 

Ay+.Bÿ  + Cy'  = X. 

Soit  e~hxdjc  le  facteur  qui  rend  cette  équ.  intégrable  : comme 
Xe  Axd.r  e^t  la  différentielle  d’une  fonction  de  .r,  telle  que  P , 
le  ier  membre  , ë"hxdx(Ay  -f-  By  -f-  Cy") , est  aussi  celle  d’une 
fonction  de  la  forme  e~hx(ay  -f-  hy').  Dilférencions  donc  ce 
résultat,  et  comparons  terme  à terme,  nous  aurons 

ha  — A , — h b — f-  ci  zzz  B y b z~z  C, 

■d’où  A -f-  Bh  -f-  Ch2  = o , a z=z  — ~ y b — C. 


La  constante  inconnue  h est  l’une  des  racines  de  la  ire  de  ces 
équ. , les  deux  autres  donnent  a et  b , et  l’intégrale  du  ier  ordre, 

i 

ay  -f-  byr  = ehx (P  -f-  c) . 

Il  faudra  de  nouveau  opérer  sur  cette  équ.,  ou  plutôt  mettre 
pour  h les  deux  racines  //  et  h",  puis  éliminer  y entre  les  deux 
résultats,  ce  qui  donnera  l’intégrale  complète  (n°  832). 

Pour  1 équation  du  degré  n,  le  même  raisonnement  prouve 
que  h est  racine  de  l’équ. 

A -{-  Bh  Ch 2 . . . -f>  K h * = o , 


et  autant  on  connaîtra  de  ces  racines,  autant  on  aura  d’intégrales 
de  l’ordre  n — i,  de  la  forme 


ay  -f-  by  -j-  cy"  -f- . . . ky(n  = ehx{P  -j-  c ) , 

entre  lesquelles  on  éliminera  un  nombre  égal  de  quantités 
/"'O,  ce  qui  réduira  le  problème  à un  ordre  d’au- 

tant moindre,  ou  même  fera  connaître  l’intégrale  complète , si 
l’on  a toutes  les  racines  h.  Voyez  le  Calcul  intégr.  d’Euler > 

T.  II,  p.  4°2i  011  a 


A 

h' 


bz 


a 


B 


k — L 


a :~ 


h » 


• » • * 


l 


h ' 
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Elimination  entre  les  Équations  différentielles . 

» 

85o.  Si  l’on  a deux  équ.  entre  x,  y et  t}  l’élimination  de  t 
conduira  à une  relation  entre  x etjy;  mais  si  ces  équ.  sont  dif- 
férentielles 3 ce  calcul  exige  des  procédés  nouveaux. 

( M x -f-  Ny)dt  -f-  P dr  -f-  Q dy  ~ t dt  > 

{J\î/X  — j—  N y)dt  -f- P/dx  -f-  Ç/dy  — — T/dt  3 

étant  les  équ.  les  plus  générales  à trois  inconnues,  éliminons  djq 
divisons  par  le  coefficient  de  dr,  et  faisons-en  autant  pour  dx  $ 
nos  équ.  seront  mises  sous  la  forme  plus  simple 

(ci  x -f-  h y)d£  -f-  dx*=  Tdt> 

(a! x -f-  b'y)dt  -f-  dy  = 5d£. 

Nous  supposerons  ici  que  les  coefficiens  sont  constans , et 
S des  fonctions  de  t.  Multiplions  la  2e  par  une  indéter- 
minée k , et  ajoutons  à la  ire,  nous  aurons 

(a  + a'k)  (x  + y)  df  + (dÆ  -f  h dy)  = (T  + Sk)  df. 

fêla  posé,  il  est  visible  que  le  2e  terme  dr-f-  kdy  serait  la  dif- 
férentielle du  ier,  abstraction  faite  de  (a  -f-  a'k)d ty  si  l’on  avait 

k — - ""rr  ou  ci'Jd  -f-  (a  F)  k = b. 

a-j-a  k 

Prenant  pour  h l’une  des  racines  de  cette  équ. , l’on  aura 

(1 a -f-  ah)  (x  *f  ky)  dt  -f-  dr  -f-  kdy  = ( T’  -f-  Sk)  dt , 

ou  (a  — ^ci'lÿudt— f-  du  = ( R -f-éi’A)d£ , 

en  faisant  x-+-ky—  u.  11  sera  aisé  d’intégrer  cette  équation 
linéaire  (n°  817)  , et  d’en  tirer  en  fonction  de  t la  valeur  de  u , 
ou  x -j-  ky—ft)  on  mettra  tour  à tour  pour  k les  deux  racines 
de  notre  équ.,  et  il  ne  restera  plus  qu’à  éliminer  t entre  les 

résultats. 

les  racines  de  k sont  imaginaires  3 on  remplacera  les  expo- 
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nenti  elles  par  des  sin  et  cos,  comme  (ncs  843  et  844).  Et,  si 
elles  sont  égales,  on  n’obtient,  il  est  vrai,  qu’une  seule  inté- 
grale entre  x , y et  t : mais  en  en  tirant  la  valeur  de  l’une  de 
ces  variables,  et  substituant  dans  l’une  des  proposées,  on  doit 
intégrer  de  nouveau  l’équ.  résultante  à deux  variables. 

85i.  Si  l’on  a trois  équ.,  et  quatre  variables  x,  y , z et  tf 
pour  éliminer  z et  t } et  obtenir  une  relation  entre  x et  y , on 
posera 

( ax  -f~  by  -f-  cz  ) dt  4“  dx  = Tdt , 
i (û  x — [-  b y -f-  c z)  dt  -j-  dy  cm  Sat , 

(a"x  -4- b" y -f-  c'z)  dt  -f-  dz  ~ Rdt. 

Nous  supposons  que  T\  S et  R sont  fonctions  de  t seul,  et 
que  les  autres  coefîiciens  sont  constans.  Pour  opérer  de  même, 
multiplions  la  2e  par  k et  la  3e  par  /,  k et  / étant  deux  indéter- 
minées; puis  ajoutant  le  tout,  mettons  le  résultat  sous  la  forme 


{_a  — g.  k 


b -f-  brk  4 b" l 

G.  — CL  k + (i  l 


-f-  dx  -f-  kdy  -J-  Idz  — 


c 4” ch  4-  c" l 
y a 4-  ar  k 4-  a'I 

( T 4-37*  4~  Rl)dt. 


Or,  il  est  clair  que  la  partie  renfermée  entre  les  crochets  aura 
pour  différentielle  dx  4“  &dy  4~  Alz; , si  l’on  détermine  l et  k 
par  les  conditions 


b 4-  b'k  4-  bul  _ c~\-ck  4-  cl  _ 7 
U 4”  U k 4“  Cl"  l } CL  4“  cl  k 4-  Cl  l ’ 

donc,  si  l’on  fait  x -j-  ky  -f-  lz~u7  on  aura 

(a  4-  dk  4-  al)  udt  + du  = ( T 4-  Sk  4-  RI)  d t. 

Intégrant  cette  équ.  linéaire,  il  viendra  u en  fonction  de  f, 
ou  x+ky  + lz~jt'7  et  comme  k et  l sont  donnés  par  des  équ, 
du  3e  degré,  en  en  substituant  les  racines  dans  cette  intégrale, 
elle  donnera  trois  équ.  entre  x,y,  t et  2,  qui  serviront  à éli- 
miner t et  z. 

852.  Si  l’on  a les  équ.  du  2e  ordre 

d2y  4-  {ady  + 6da)d£  + (cy  + gx)dt*  = Tdt\ 
d 'x 4-  («'dy-J-Z/dx)d£4“  (y  y 4 -g  x)dtz 3di% 
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on  fera  dyz^pdt,  dx  = qdt, 

et  l’on  aura  dp  + (ap  -f-  bq  + cy  + gx)dt  = !Tdf , 

d^r  -]-  (c'p  -{-  b' q -J-  c‘ 'y  -f-  g'a?)d$  ==  Vdt; 

on  aura  donc  quatre  équ.  entre  les,  cinq  variables  p,  q , .-r,  y et  t , 
et  on  les  traitera  par  le  procédé  expliqué  ci-dessus.  On  voit 
que  ce  genre  de  calcul  s’applique  en  général  aux  équ.  du 
1er  degré  et  de  tous  les  ordres,  quel  que  soit  leur  nombre. 

Quelques  Problèmes  de  Géométrie . 

855.  Lorsque  dans  l’équ.  F (oc,  y,  c)  = o d’une  courbe,  la 
constante  c est  arbitraire  , et  qu  on  lui  attribue  successivement 
toutes  les  valeurs  possibles,  on  a un  système  infini  de  lignes. 
On  nomme  Trajectoires  les  courbes  qui  coupent  celles-ci  sous  le 
même  angle;  en  sorte  que  si,  par  ex. , la  trajectoire  est  Ortho- 
gonale, en  menant  des  tangentes  à cette  courbe  et  à la  courbe 
variable,  à leur  point  d’intersection,  ces  tangentes  soient  à 
angles  droits. 

Voici  le  moyen  général  d’obtenir  l’équ.  f(xtÿ)=zo  des  tra- 
jectoires. Soit  F(Y,  X , c)=o  l’équ.  de  la  courbe  mobile,  à 
raison  du  paramètre  variable  c.  Pour  une  valeur  de  c,  cette 
courbe  prend  une  situation  déterminée  AM  (fig.  6i)  : menons 
des  tangentes  à cette  ligne  et  à la  trajectoire  DM  en  leur 
point  commun  M ; J ' et  y'  en  fixeront  les  inclinaisons  sur 
laxe  des  x , et  l’angle  T MT  quelles  forment  entre  elles  a 

y'  — Y' 

pour  tangente  a ~ — — — ~~r  , d’où 

i — j—  i y 

(i  + ry  )a  + rr  —y = o . . . . (o. 

Il  faut  ici  remplacer  Y et  X par  y et  x , parce  qu’il  s’agit  d’un 
point  commun  aux  deux  courbes  : a est  une  constante  ou  une 
fonction  donnée.  Le  raisonnement  du  n°  462  démontre  que  si 
Von  élimine  c entre  cette  équ.  et  celle  F(y}  xt  c)^o  de  la 
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courbe  coupée,  et  qu’on  intègre,  on  aura  celle  de  la  trajectoire. 
Si  elle  est  orthogonale,  on  trouve  simplement 

1 + Y'y'  = o (a). 

Par  ex.,  si  l’on  demande  la  courbe  qui  coupe  à angle  droit 
une  droite  qui  tourne  autour  de  l’origine,  Y ~ cX  donnera 
Y'  ~c,  et  l’équation  (a)  deviendra  i-f-cy'  = o : éliminant  c à 
l’aide  d ey  — cx,  on  trouve  xàx  -f- ydy  = o , d’où  xz~\- -yzz=zAz. 
Donc  la  trajectoire  est  un  cercle  de  rayon  arbitraire. 

Mais  si  la  droite  doit  être  coupée  sous  un  angle  donné , dont 
a est  la  tangente,  le  même  calcul  appliqué  à î’équ.  (1)  donne, 
pour  la  trajectoire,  cette  équ.  difFér.  homogène  (n°  8i5). 

__  t 

y -f-  ax  = y (x — oy)-\ 
d’où  ' a 1 (c  \/  x2  -j-y*)  = arc  ^tang  — 

équ.  qui  appartient  à la  spirale  logarithmique  (n°  474)  > ainsi 
qu’on  peut  s’en  convaincre  en  traduisant  cette  relation  en  coor- 
données polaires  (n°  385). 

Pourl’équ.  Xm  Yn  = c , qui  appartient  aux  hyperboles  et  pa- 
raboles de  tous  les  ordres,  le  calcul  donne  l’équ.  homogène 
(nx  -f-  amy)y  — anx  — my.  Quand  la  trajectoire  doit  être 
orthogonale,  myy'  = nx  ayant  pour  intégrale  my 2 — nxz  — A , 
cette  courbe  est  une  hyperbole  du  2e  degré,  ou  une  ellipse, 
suivant  que  l’exposant  n est  positif  ou  négatif. 

La  trajectoire  orthogonale  du  cercle  qui  a pour  équation 
y2=:2 ex — x % est  un  autre  cercle,  dont  l’équ.  esty2-f- xz~  Ay. 
On  le  construit  en  prenant  pour  centre  un  point  quelconque  de 
l’axe  des  y,  et  pour  rayon  la  distance  de  ce  point  à l’origine. 

854-  Lorsqu’on  se  propose  de  trouver  une  courbe  dont  la 
soutangente  ou  la  tangente....  soit  une  fonction  donnée  <p  de 
x et  de  y , il  suit  des  formules  (n°  722)  qu’il  faut  intégrer  les 
équ  .yz=zy'(pt  y\/  (1  -f-y/2)  — y'<p....  C’est  pour  cela  qu’on  a 
donné  le  nom  de  Méthode  inverse  des  tangentes  à la  branche 
de  calcul  qui  est  relative  à l’intégration  des  équ.  du  Ier  ordre 
entre  x etjv. 


/ 
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En  voici  quelques  exemples. 

Quelle  est  la  courbe  dont  en  chaque  point  la  longueur  n de 
la  normale  et  l’abscisse  t du  pied  de  cette  droite,  ont  entre  elles 
une  relation  donnée  n = Ft?  Puisque  (n°  722)  on  a t~x-\-yyf 
et  n-=^y\/(i  -f -y'2-) , il  est  clair  que  le  problème  proposé  se 
réduit  à intégrer  l’équ.  y\/ (i  ~ F(x  -Fyy')> 

Si  l’on  veut  que  n et  t soient  les  coordonnées  d’une  parabole , 
dont  2p  est  le  paramètre,  il  faut  que  n2  — Q.pt , d’où 


Pour  intégrer  cette  équ. , résolvons-la  par  rapport  à yy,  puis 
divisons  tout  par  le  radical,  nous  aurons 


p— y y 


|/  (pa  -p  ^px  — y") 


-f-  x 


or,  le  1er  terme  est  visiblement  la  dérivée  de  \Z(p3-f-2px — y*)  » 
donc  \/ (pa  + 2px — y’1)  -f-  a:  ~ u.  Si  l’on  carre,  on  obtient, 
en  mettant  c au  lieu  de  la  constante  arbitraire  a-\-p , 


y2  -f-  3?  — 2c:r  -f*  c2  — 2 pc  = o. 


La  courbe  cherchée  est  donc  un  cercle  dont  le  centre  est  en  un 
lieu  quelconque  de  l’axe  des  x}  et  dont  le  rayon  est  moyen 
proportionnel  entre  2 p et  la  distance  de  ce  point  à l’origine. 
C’est,  au  reste,  ce  qui  est  d’ailleurs  visible. 

Mais,  outre  cette  multitude  infinie  de  cercles  qui  satisfont  aü 
problème,  il  y a encore  pour  solution  une  parabole;  car,  en 
remontant  aux  procédés  des  nos  8s3  et  827,  on  trouvera  î’équ, 
singulière  y3  — spx  -f- p2.  Il  est  facile  de  vérifier  (comme  on 
l’a  vu  n°  824,  3°.)  que  cette  parabole  résulte  de  l’intersection 
continuelle  de  tous  les  cercles  successifs  compris  dans  la  solu- 
tion générale. 


855.  Trouver  une  courbe  telle,  que  les  perpend.  abaissées 
de  deux  points  fixes  sur  toutes  ses  tangentes f forment  un  rec- 
tangle constant  =^k.  Prenons  pour  axe  des  x la  ligne  qui  joint 
les  deux  points;  l’un  étant  à l’origine,  et  l’autre  distant  de  2 a : 
le  n°  374  fait  connaître  les  expressions  des  distances  de  ce« 
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deux  points  à la  tangente,  qui  a pour  équ.  Y — y^=y\X — x), 
et  on  trouve 

\ 

(2 ay  + y—ÿx)  (y  — y'x)  = k(i  -f  y'2) (1). 

Cette  équ.  s’intégre  en  Ja  différenciant  d’abord;  y"  est  facteur 
commun , et  l’on  trouve  y'  = o,  et 

— x {?>aÿ  -f-  y — y'x)  -f-  (y  — y' x ) (2 a — x)  = 2 ky (2)  ; 

la  ire  donne  y'  = cy  qui  change  la  proposée  en  • 

(2 ac  -f -y  — ex)  ( y — ex)  = A(i  -f”  c2)  ; 

/ • ■ 1 V * 

ce  sont  les  équ.  de  deux  droites  ; et  il  est  aisé  de  s’assurer 
qu’elles  répondent  en  effet  au  problème.  Le  nombre  des  droites 
comprises  par  couple  dans  cette  relation , est  d’ailleurs  infini. 
Quant  à l’équ.  (2),  si  l’on  en  tire  la  valeur  dey',  et  qu’on  la 

substitue  dans  (i),  en  changeant  x en  x -j- a , on  a 

» ■-  - , , • 

y2(a2  -f-  k)  -f-  hx0,  — & (a2  - f*  k). 

On  trouve  donc  une  ellipse  qui  a pour  foyers  les  points  fixes 
donnés,  et  pour  demi-axes  \/{k  -f-  cf)  et  yk.  Cette  courbe  est 
une  solution  singulière  du  problème , et  résulte  de  l’intersection 
successive  des  droites  comprises  dans  l’intégrale  complète. 

On  pourra  s’exercer  encore  aux  questions  suivantes  : 

Trouver  une  courbe  telle  que  toutes  les  perpend.  abaissées 
d’un  point  donné  sur  ses  tangentes  soient  égaies. 

Quelle  est  la  courbe  telle,  que  les  lignes  menées  à deux  points 
fixes  d’un  point  quelconque  de  son  cours,  soient  également  in- 
clinées sur  la  tangente  ? 

> 

V.  INTÉGRATION  DFS  ÉQUATIONS  QUI  RENFERMENT  TROIS 

YARIABLES, 

r 

Equations  différentielles  totales, 

856.  Puisque  l’équ.  ds  — pdx  -f-  qd y résulte  de  la  somme 
des  dérivées  (n°  704)  de  s —f(x}  y),  prises  relativement  à x 


(>)• 
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et  y considérées  comme  variables  indépendantes , on  en  conclut 

que  les  fonctions  de  x et  y représentées  par  p et  g doivent 
etre  telles  qu’on  ait  (n°  yo3) 

dp de/ 

dy  dx  ’ * ' ‘ 

Si  une  équ.  proposée  satisfait  à cette  condition,  on  intégrera  la 
différentielle  exacte  pdx  + qày , par  le  procédé  du  n°  819  ; le 
résultat  sera  la  valeur  de  a ou  f(x,  y).  C’est  ainsi  que,  d’après 
1 ex.  I,  p.  4c5,  l’on  voit  que  l’intégrale  de 

dx 

**f~  adx  -f-  o,by  dy , 


dz 


VO  + *2) 

est  z = ^y2  + aar  + lc(rc-j-V/r+^r). 

807.  Si  1 equ.  différentielle  proposée  est 

■Pdar  4-  Çdy  4-  Rdz  =o  , 

P,  Q et  n étant  des  fonctions  de  r;yet  t,  on  pourra  la 
mettre  sous  la  forme  dz,  = pdx  + ody , en  faisant 

p Q 

p " ji  , q-=z~-  — . Pour  reconnaître  si  la  condition  (i)  est 

remplie,  comme  p contient  z qui  est  fonction  de  x et  y pour 
obtenir  le  i - membre  de  l’équ.  (i)  , il  ne  faut  pas  se  borner  a 
regarder  x comme  constant  dansp  , et  y comme  variable  ; il  faut 
en  outre  faire  varier  s par  rapport  à y ; d’où  ( n°  70Ù  ) 
dP  , „ dp  dz  ^ 

dy+q'  dz'  a Cause  de  q = fy-  °n  en  dl^  autant  de  q rela- 
tivement a x „ on  a donc  , au  lieu  de  la  condition 

ày^q  dz~  d^  P Tz 

Remettant  pour  p et  q leurs  valeurs  , on  a 

6R 

dy 


d P . _dÇ>  ^ dR  , ^dP  dÇ) 


* dÿ  + ^ dx 


0 — 4-0 
v do:  v- 


dz 


dz 


CO» 


équ.  qui  exprime  que  z est  une  fonction  de  deux  variables  in- 
dépendantes, auxquelles  elle  est  liée  par  une  seule  équ. 
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" 858.  Soit  F le  facteur  qui  rend  l’équ.  Pàx  -f*  Qdy  -J-  /?dzr=  o> 

la  différentielle  exacte  def(x,y,  z)  ~ o.  Il  suit  des  principes 
développés  ( p.  284),  que  si  l'on  fait  x constant,  ou  dx==o, 
l’équ.  F Qdy  -f~  FRdz^z  o doit  être  une  différentielle  exacte 
entre  y et  a : on  doit  en  dire  autant  pour  dy  ~ o et  dx  = o ; 
d’où  l’on  tire 


:l  . ; 


d.FR_d.FQ  à.  F P 
dy  dx  * dx 


d.FR  d,FQ_d.FP 


ou 


dx 


dx 


f[  £ 

i = <?ï. 

\ dy 

dz  J 

d R } 

dx  J 

t dx 

_ *£.\-P*£. 

dy  J 

1 dJK 

dy 


P) 


Or,  si  Ton  multiplie  respectivement  ces  équ.  par  P , Q et  R , 
et  qu’on  les  ajoute,  les  2e5  membres  se  détruiront,  en  sorte 
que  le  facteur  commun  F disparaissant , on  retombera  sur  la 
relation  (2);  donc  on  ne  peut  espérer  de  rendre  la  proposée 
intégrable  à l’aide  d’un  facteur  F,  qu’autant  que  la  condition  (2) 
est  satisfaite.  Toute  équ.  entre  deux  variables  est  intégrable, 
au  moins  par  approximation,  tandis  qu’il  n'en  est  pas  de  même 
des  équ.  à trois  variables  ou  plus. 

85q.  Si  les  différentielles  passent  le  ier  degré  , voici  ce  qui  a 
lieu.  Quelle  que  soit  l’intégrale  cherchée,  en  la  différenciant,  il 
est  clair  qu’on  peut  la  mettre  sous  la  forme  Pox-j-  Qcy-|-/idx:r=o., 
à laquelle  la  proposée  doit  être  réductible  ; donc  , si  l’on  ré- 
sout la  proposée  par  rapport  à dx,  les  dx  et  dy  ne  doivent  pas 
demeurer  engagées  3011s  le  radical  : elle  n’est  donc  intégrable 
qu’autant  qu  elle  est  décomposabîe  en  facteurs  rationnels.  Pour 


Adx*  -j-  Bdy^-F  Cdx2  -f-  Ddxdy  Fdxdx  -f~  Fdydx  — o, 
le  radical  compris  dans  la  valeur  de  dx  est 

t/COE9— 4^Qdx2  + 2(/fF— sDQdxcly  + (F*  — 4Z?Qdy]; 
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en  le  soumettant  à la  condition  connue  ( n°  ï 38  on  trouve 

(EF—2DC)*—(E*—4Ae)  (F2  — 4BQ=:o....  (4). 

Si  cette  équ.  est  satisfaite  , on  aura  à intégrer  deux  équ.  de  la 

foi  me  Fdu:  -f-  Çdjy  -f-  Adz.  = o , dont  la  proposé  est  le  pro- 
duit. 

. 86o‘  Poi,r  “tégrer  Pdx  -f-  Qdy  4-  Fds  — o , lorsque  la  con- 
dition (a)  est  remplie  , on  regardera  comme  constante  l’une  des 
variables  , telle  que  z;  puis  on  intégrera  Pdx  -f  Çdy  = 0.  Soit 
z}  Z\  = o l’intégrale,  Z étant  la  constante  arbitraire  , 
qui  peut  contenir  z : on  différenciera  cette  équ,  complètement* 
et  1 on  comparera  à la  proposée  ; il  devra  en  résulter  pour  dZ 
une  expression  indépendante  de  a:  et  y,  fonction  de  z et  Zseuls; 
l’intégration  fera  connaître  Z.  Ce  procédé  résulte  des  principes 
mêmes  de  la  différentiation  des  équ.  ;'n°  704). 

I.  Soit  dar  (y  ~j~z)  -j-  dy  (x  4.  z)  -j-  ds  (x+y)  = 0:  enfai„ 
sant  da—o,  onadxQy-j-z)  -j- dy  (x  + z)  = o,  dont  l’inté- 
grale (n°8i3)  est  (x  + z)  (y  + z)=±Z.  Différencions  ce 
résultat,  et  comparons  a la  proposée,  nous  aurons  dZ  ziùr  2zdz 
d’ou  Z =s2  -f-  c.  Donc  l’intégrale  demandée  estxz  -\-yz  -f-  xy = c. 

II.  Avant  de  traiter  l’équ.  zdx  -4-  xdy-f-ydz  ==  o,  on  la  sou- 
metti a a la  condition  (2)  ’ et  comme  x — f- y ~j~  z n’est  pas  nul 
on  voit  que  1 equ.  n est  pas  intégrable.  Si  1 on  exécutait  le  calcul 
indiqué  pour  l’intégration,  on  trouverait  que  Z ne  peut  être 
dégagé  de  x et  y. 

III;  Pour  [>  O -7  a)  4 -y  (y—b)2  dz  = (z  — c)  (xdx  +ydy)> 

la  meme  chose  a lieu,  à moins  que  a et  b ne  soient  nuis.  Dans 
ce  cas  , on  a (x*  -f  y^dz  = (z  — c)  (xxLr-f-  yd y);  on  intègre  > 
en  faisant  dz  = o;  d’où  -ffy2  = Z2.  Différenciant  et  com- 
parant à la  proposée,  on  trouve  Zdz=z  (>  — c)dZ  ; d’où 
Z — A (z — c).  Ainsi  l’intégrale  est  x*  -}- j/2  — A2  ( z c)2. 

IV.  Soit  encore  proposée  l’équ. 

(y+y2  + **)d*  + y + *Z  + Za)dy  + (xa  -j -xy  -f-  y*) di  — O, 

En  faisant  dz  nul , on  a à intégrer 
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àx 


+ 


dy 


x2  -f~  xz  + z.2  J*  -j-yz-j-z* 


o ‘ d’où 


z j/3 

ou  ( ’* ) 


arc(ta„g=^h|f)+arc(tanS=  ^ 


z -f  2 y\  I _ 


)]=/a> 


arc 


(W = = , * k3  ,/a. 

\ ° z,2  — zx  — zy  — ix  y J 


Puisque  cet  arc  est  une  fonction  de  z , sa  tangente  1 est  aussi , et 
l’on  peut  poser  , en  faisant  le  dénominateur  = q>  t 


(X±y^±Az = Sf±Z±.^  — Z.  , (a). 

z,2  — zx  — z y — 2,xy  $ 

Différencions  cette  équ.  Chassons  le  dénominateur^2,  et  com- 
parons à la  proposée  multipliée  par  2z;  comme  les  termes  en  dx 
et  dy  sont  les  mêmes  des  deux  parts  , on  égale  entre  eux  les 
autres  termes  , savoir  : 

2(  xz-{-  xy  4-  y û)  zdz = -2  (z*x-\-zy-\-2  xyz+x2y -}-y*x)dz-(pz . dZ, 
2 (x2z  + 3 JC  yz  +y=z +■ z2x  + zay  +x*y+y*x)àz + <p2 . dZ  = o. 

Mettons  pour  <f>  sa  valeur  tirée  de  (a) , et  supprimons  le  facteur 
commun  x -f-jy  -f-  z , 

2 (.ry  -f-  yz  -f”  X£)Z2dz.  -f-  ( x -j-y  -f-  z)za . d Z rr=  o. 

C’est  cette  équ.  qui  est  destinée  à donner  Z en  z , et  qui  doit 
ne  pas  contenir  x et  y.  On  tire  de  (a) 


xz~\-yz 


z1  Z — z2  — t ixyZ 


(^)  On  trouve  souvent  des  formules  dans  lesquelles  on  doit  ajouter  des  arcs 
donnés  par  leurs  tang.  Soit  arc  ( tang  = ci)  H-  arc  (tang  — fi)  y m et  n désignant 
ees  deux  arcs,  ou  a = tang  m , fi  = tang  n,  il  s’agit  de  trouver  l'expression 
de  l’arc  ni  -J- n.  On  a (K,  n°  oSq) 

. fi  i . ' . f . «-UjS'N 

tang  (m  4-  ri)  = p_— ^ ; d ou  m+n=  arc  ^tang  =r  — Y 

C’est  ainsi  qu’on  a réduit  l’équ.  ci-dessus. 


ÉQUAT.  DIFFÉR.  A TROIS  VARIABLES.  4^5 

Substituant,  on  trouve  que  2 Z ( ’z a — xy)  est  facteur  commun  * 
et  l’on  a Z (Z  — i)d^  -f-  s.dZ  = 0 ; donc 

àz dZ  dZ  cZ  z 

2.  Z Z—  i’  Z Z — 1 ’ “a  — c 

..  ' V 

Avec  cette  valeur  de  Z,  l’équ.  (a)  est  l’intégrale  demandée, 
qu’on  peut  écrire  xy  -|-  xz -f-  yz  = e(a7  -f-J'  4”  *0  * 

861.  Si  la  condition  (2)  n’est  pas  satisfaite  , en  suivant  le  pro- 
cédé qu’on  vient  d’indiquer,  dZ  ne  peut  plus  être  exprimé  en  & 
et  Z seuls.  F étant  le  facteur  qui  rend  intégrable  Pàx  -f-  Çcly  > 
et  u-f-  Z l’intégale  de  FPàx  -f-  FQây\  comparons  la  différen- 
tielle de  u -f-  Z = o avec  FPàx  -f-  F Qdy  4-  FRàz  = o ; nous 
trouvons 

u + Z — o,  + A —FR...  (5). 

QZ  QZ 

x,  y et  z entrent  ici , en  sorte  qu’on  ne  peut  en  tirer  Z,  ni  l’inté- 
grale  demandée  u -f-Z—  o , comme  cela  arrive  quand  la  con- 
dition d’intégrabilité  est  remplie.  Il  n’en  résulte  pas  moins  que 
u + Z — o satisferait  à la  proposée  et  en  serait  l’intégrale  , si 
l’on  déterminait  Z en  fonction  de  z,  Z = ^,  de  manière  à 
avoir  en  même  temps  la  relation  (5).  Or,  on  a vu  ( n°7o4) 
que,  dans  la  différentiation  des  équ.,  on  suppose  tacitement 
que  les  variables  x et  y sont  dépendantes  , en  vertu  d’une  rela- 
tion arbitraire  qui  les  lie  Tune  à l’autre.  Dans  le  cas  actuel,  on 
ne  peut  intégrer  sans  établir  cette  dépendance  : on  voit  que  , si 
l’on  pose  Z ~çz , le  système  de  nos  deux  équ, 

M-}-(pZ=:0,  ~ <p'z~FR (6) 

satisfait  à la  proposée  , quelle  que  soit  d’ailleurs  la  forme  de  la 
fonction  <p. 

Les  équ.  qui  ne  satisfont  point  à la  condition  d’intégrabilité, 
étaient  autrefois  appelées  Absurdes  : on  établissait  en  prin- 
cipe qu’elles  ne  signifiaient  rien,  et  qu’un  problème  susceptible 
de  solution  ne  pouvait  jamais  conduire  à ces  sortes  de  relations. 


1 
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çii  on  pietenoait  équivaloir  aux  imaginaires.  Monge  prouva  que 
cette  opinion  est  fausse  , en  donnant  la  théorie  précédente. 

Si  î on  cherche  une  surface  courbe  cfui  remplisse  certaines 
conditions,  lesquelles,  traduites  en  analyse  , conduisent  à une 
equ.  différentielle  entre  les  coordonnées  x,  y et  2;,  les  points 
de  1 espace  qui  satisfont  au  problème  sont  donc,  dans  le  cas 
présent,  non  pas  ceux  d une  surface  , mais  ceux  d’une  courbe  à 
double  courbure,  parce  que  1 équ.  ne  peut  exister  qu’en  se  parta- 
geant d eîle-meme  en  deux,  ainsi  que  cela  s’est  souvent  rencon- 
tré d ailleurs  ( nos  112,  535,  57!)).  Bien  plus,  comme  <p  est 
arbitraire  , ce  n est  pas  une  seule  courbe  qui  répond  au  pro- 
blème, mais  une  infinité  de  courbes  soumises  à une  loi  com- 
m une. 

Ainsi,  pour  zdx xdy -by  dztr^©  , on  trouvera 
F = x-1  , R , y -f-  Z Ix  ~ u ; 
d où  y --{-six  -f-  (pz  =r  o , \x (p'z^zyx^1 , 

pour  les  équ.  (6)  dont  le  système  satisfait  à la  proposée,  quelle  ‘ 
que  soit  la  fonction  ç. 

Dans  i’ex.  III  du  n°  860  , on  a 

R ~ — or  (x —a  ) — y (y  — b)  , F 3=  (2  — c)“[  ; donc 
xs~h  y2  -f-  Q(pz=zo,  (: Z — c)  çrz-\~x(x  — d)  -f-y  (y  — Z>)  = oa 

Équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre . 

8S2.  Soit  l’équ.  dz  = pdx  -f-  qdy , p et  q sont  les  différen- 
tielles partielles  de  z , par  rapport  à x et  y respectivement. 
Nous  avons  donné  les  moyens  de  remonter  de  cette  équ.  à son 
intégrale  z —f(xy  y)  ; proposons-nous  maintenant  de  trouver 
l’équ-  z~f  (Xj  y)  par  la  seule  connaissance  de  l’un  des  coefïï- 
ciens  p et  q , ou  d’une  relation  entre  eux. 

Prenons  d’abord  le  cas  où  q n’entre  pas  dans  la  relation,  savoir, 
F(p,  a:,  y,  z)  = °*  É)n  sait  que  les  variables  x et  y sont  in- 
dépendantes dans  l’intégrale  /(x,y),  l’une  pouvant  varier 
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sans  1 autre  (n°  704)  comme  q n’est  pas  dans  la  proposée,  cette 
équ.  se  rapporte  au  cas  où  x et  z ont  seuls  varié,  puisque  si 
y variait,  la  relation  donnée  F— - o demeurerait  la  même.  Il  s’agit 


donc  de  faire  p — • dans  la  proposée,  et  d’intégrer  une  équ, 


entre  les  variables  x et  z,  y étant  supposé  constant.  Alors  la 
constante  additive  à l’intégrale  devra  être  une  fonction  arbi- 
traire de  y,  que  nous  représenterons  par  çy. 

Donc,  pour  intégrer  l'équation  F(p,  x,  y,  z)  . = o,  il  faut  en 
éliminer  p à F aide  de  dz  = pdx,  intégrer  en  prenant  y con- 
stant, et  ajouter  çy. 

On  raisonnera  de  même  à I egard  de  q pour  intégrer  l’équ» 

F(q>x,y,z')  = 0. 


Par  ex. , p r=  3a;2  a pour  intégrale  2 ~x3  -f-  çy. 

Celle  de  x~p\/(x*  f- y*) , est  z-=z  l/(a;2-j-  y'2)  -f-  çy. 
Pour  p {/(a?  — j2  — x*  ) = a,  on  trouve 


— a . a.rc(  sin 


~yf)  + «y- 


x 

V\°F—y*). 

- 1 

Soit  qxy  -j~az  r=r  o,  on  intègre  xyàz  -f-  cizèy  ~ — o , x étant 
constant,  et  on  a l(£-rjyfl)  = ] c ; d’où  zx  .y a ==  çx. 

Enfin,  soit  p(y2  -fi-  x2)  ==y2  -f-  £2',  d’où  résulte  l’équ.  homo* 
gène  (j/2  -f-  x*  )dz  = ( y 2 -fi-  z*)dx , puis 

arc^tang  = -y  — arc^tang  ==  — c , 

y y 

ou  (notep.  45Q) 

y{z  — x)\  z — x 

(T  X 1 


arc  ta nz 

\ b y%  -fi-  oez 


j = C, 


<py- 


y 2 -f-  x z 

863.  Prenons  l’équ.  générale  linéaire  du  ier  ordre 

Pp+Qq=F, 

P,  Q , V étant  des  fonctions  données  de  x , y,  z.  Éliminons 
p de  âz  = pàx  -fi  qcly  , nous  aurons 

Pdz  — Vàx  “ q(Pày  — Çda;) ...  (1)  , 


I 
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equ'  à IaTTelIe  i!  failt  satisfaire  de  la  manière  ia  plus  géné- 
rale, q étant  quelconque,  puisque  d’après  i’équ.  proposée,  q 
reste  indéterminé.  Quand  les  variables  * , ^ * sont  séparées- 
ans#  cc^e  eclu*  > chaque  membre  peut  être  rendu  intégrable  en 
paiticulier.  Soient  ^—«5,  p~/3,  les  intégrales  des  équations 
respectives 

f 1 

Pàz—  ràx—o,  Pày  — Qdr  ~o...'ct)- 

réquation  revient  à ^ p et  / étant  les  facteurs  qui 

vendent  les  équ.  (a)  intégrables  ; et  pour  que  cette  équ.  le  soit 

elie-meme,  il  faut  que  — q soit  une  fonction  de  » savoir. ... 

pi  r 

* — <??>  (P  désignant  une  fonction  tout-à-  fait  arbitraire. 

Lorsque  les  x,y,  z sont  mêlées  dans  les  équ.  (2)  , si  * = #> 
et  p ~ y3  sont  des  fonctions  qui  y satisfont , la  proposée  a en- 
core pour  intégrale  7r^=(pp  • et  c’est  ce  qui  nous  reste  à dé- 
montrer. 

Ln  effet , pour  reconnaître  si  la  proposée  est  satisfaite  par 
une  équ.  quelconque  <r  = <pp,  il  faut  qu’en  la  différenciant  sous 
la  forme  dz  — pdæ + qdy,  les  valeurs  qu’on  trouvera  pour  p 
etq,  étant  substituées,  donnent  Pp  -f  Qq  ==  JT.  Les  différen- 
tielles de  TT  a , p rr:  fi  étant 

~ Aâjc  ■+“  Bây  Càz  = o , dp  = ndx  -f-  6dy  -f  cdz  = o3 

on  trouve  pour  la  différentielle  de  tt — — 0,  relative 

à z.  et  :c. . . (C  c.<p  p)p'~j~  A — a.çf p z=.  o, 

à 2 et  — c.ç'p)q-\-B  — b.y'p  = 0. 

Tirant  de  là  p et  q , pour  substituer  dans  Pp  -f-  ÇQ  — 0H 
trouve  que  1 équ.  7 r~<pp  satisfait  à la  proposée,  si  l’on  a 

JP  + BQ  + CJ7  = ç>'p  X («P  -f-  + CP)  ; 

mais  si  l’on  admet  que  les  fonctions  *r  et  p ont  été  choisies  de 
manière  à satisfaire  aux  équ.  (2)  , on  peut  tirer  de  celles-ci  dz 
et  dx  pour  substituer  dans  dsr  ~ o et  dp  = 0 ; et  on  trouve 


I 
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que  les  équ.  qui  expriment  îa  condition  déterminante  de  sr  et 
pi  sont 


JtP  BQ  CF—  o i aP  -|“  bQ  -f-  c F rrr  o ; 
ainsi  n - ~ <pf>  satisfait  à la  proposée  , la  fonction  <p  demeurant 


arbitraire,  et  tt~ zçp  est  l’intégrale  demandée. 

Si  Ton  élimine  dar  entre  les  équ.  (2),  il  vient  Çdz. — Fd y — o ; 
deux  des  équ.  suivantes  contiennent  donc  la  5e,  et  peuvent  être 
employées  indifféremment  : 

Pdz — Fdx  = o , Pdy  — Çklr  = o , Çds — Fcly  — o . . . (3) . 

Concluons  de  là,  que  F intégration  de  F équ.  aux  différen- 
tielles partielles  du  ier  ordre  Pp  -f-  Qq  = F,  se  réduit  à satis- 
faire à deux  des  équ . (3)  , par  des  fonctions  sr  — p fi  , 
et  à poser  vr  — ^p,  ç désignant  une  fonction  arbitraire , « et  ^ 
des  constantes  , qui  n’entrent  pas  dans  l’intégrale  , attendu  que 
la  fonction  <p  contient  autant  de  constantes  qu’on  veut. 

Si  l’on  fait  Çp  = const. , on  a'zr  — const. , qui  satisfait  aussi 
à la  proposée;  en  sorte  que  ît  =«  et  p=/ 3 en  sont  des  inté- 
grales particulières. 

864.  Examinons  d’abord  divers  cas  particuliers. 

i°.  Si  F est  nul,  l’une  de  nos  équ.  (3)  est  ck=ro , z~a~7r^ 
il  ne  restera  donc,  dans  la  2e,  que  les  deux  variables  x et  y ; 
l’intégrale  p~/3  s’obtiendra  ensuite  (chap.  IV),  etz=^p  sera 
d’intégrale  de  Pp  -f-  Qq  — o. 

Par  ex. , pyz=qx,  donne  P —y,  Q — — xt  y/dj'-J-axfrrrro  ; 
d’où  p — x 2 puis  z=  <p(x!i -j-y2)  , équ.  finie  des  surfaces 

de  révolution  autour  de  l’axe  des  2 (n°  622). 

Pour  px-Pqy— o,  on  trouve  xdy— ydx~o , \y~]œ r,  y=ct,xy 
¥ — p;  enfin  z~q>  c est  ^ ’équ.  des  conoïdes  (n°  748). 


De  même,  soit  qz=zpP3  P ne  contenant  pas  2,  l’intégrale 


est 


Fêtant  le  facteur  qui  rend  intégrable  dx  -f-  Pây* 


f 
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2 . Quand  il  arrive  que  deux  des  équ.  (3)  ne  contiennent 

que  deux  variables  et  leurs  différentielles , l'intégration  donne 
aisément  x et  p. 

Soit  proposée  1 équation  px-\~qy  ~ nz  ; d’où  xdz~7?zdx', 
ircly  -=.ydx  , puis  z — <u“,  y = fix\  on  en  tire  a et  fi , valeurs 

de  7F  et  p,  et  par  suite  l’intégrale  cherchée  z = xn<p(j\  On 

^ oit  que  <p  est  homogène  et  quelconque;  et  comme  la  proposée 
est  1 énoncé  au  théorème  des  fonctions  homogènes  (p.^op), 

on  en  retrouve  ainsi  la  démonstration  pour  le  cas  de  deux 
variables. 


Pour 
d’où  z 1 


par 


■x' 


■r  ~ 


est 


VJ2  — 2,5  j on  a x°dz  ~ z?dx , x2dy  — y2dx; 
K } y~}—x~l  — p ; donc  l’intégrale  demandée 


i ___  i ___  / 1 

z x ’ ^ * 


ï> 


ou 


X 


xz  ' \ x y 

X et  V étant  des  fonctions  de  x seul,  l’équ.  qz=spX-$-  F} 
' donne  Xdz  Vdx  = o , Xdy  -f  dx 

'rdx 


■O  y et 


fVdx  f rdx\ 

-J  -jr+\y+J  y) 


ô°.  Quand  1 une  des  équ.  (o)  est  seule  entre  d'eux  variables  , 
après  l’avoir  intégrée,  on  élimine  à l’aide  de  ce  résultat  *■=*, 
l’une  des  variables  de  la  2e  ou  3e  de  nos  équ.  , puis  on  intègre  , 
et  l’on  a p = fi  ; on  remet  x pour  c*  dans  p , et  on  a x = <pp  , ou 
P = (px. 

Soit  qxy-  px2~y2)  d où  x2dz,-f-^2dx=o  f x^y-f-^'dxrrro ; 
celle-ci  donne  xy  = fi  ; mettant  dans  l’autre  fix~~l  pour  y,  il 
vient  — f- p x dx  rrr  o ; d où  z = - /32x“J~}_  et;  remettant  ici 

xy  pour  fi , on  a x j y°'æ~l  ~ a = tt  • partant,  l’intégrale  de-~ 
mandée  est  5zx  — y2  -f-  3x<p(xjy). 

Pour  px  4-  qy  = n \/{xa~  -f-  y)  , on  a 

xdz  ~ /idx  ]/(x2 -}- J'2  ) , xdyrrrj/dxj 

la  2e  donne  y = /3x;  chassant  j de  la  irc;  elle  devient 
dz  — V 7 ( 1 -f  /32)dx  ; d’où  z — nx\/(^\  -f-  fi2)  = « , 
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puis  jt  s — 7 1 /(x 2 y'2)  ) p =yx~l  ; et  enfin. 

s = n\/(x*  -J-  j/2)  + <pÇx)- 

865.  Mais  quand  xy  y et  z sont  mêlées  dans  les  équ.  (o) , 
il  n’est  plus,  possible  d’intégrer  chacune  en  particulier,  car  y 
ne  peut  être  supposé  constant  dans  la  ire,  ni  z dans  la  2e.  . . . 
On  est  alors  obligé  de  recourir  à des  artifices  particuliers 
d analyse.  C’est  ainsi  qu’on  parvient  souvent  à intégrer  , en 
substituant  pourp  ou  q,  dans  les  équ.  suivantes,  la  valeur  tirée 
de  la  proposée;  ces  équ.  résultent  de  ds  = pd.r -f-  qdy,  traité 
par  l’intégration  par  parties. 


z = px  -f  Rqày  — xdp) (4)  > 

z = qy+Kpàx—  ydq).  .....  (5), 


z — px  -hqy  — f(xàp-\-yàq\.  . . (6). 

Par  ex. , si  p est  une  fonction  donnée  de  q , telle  que  p z=z  Qs 
la  relation  (6)  devient 

z ■=  Qx  + qy—f(xQr  + y)dq  ; 
d où  il  suit  que  le  facteur  de  dq  doit  ne  contenir  ni  x , ni  y, 

XQ'  + y = ç'q,  2 = Qx  + qy  — <pq  i 

la  fonction  <p  est  arbitraire.  L’intégrale  résulte  ensuite  de  l’éli- 
mination de  q entre  ces  deux  équ. , lorsque  cette  fonction  <p  a 
été  déterminée  (n°  879). 

866.  Après  avoir  mis  dans  dz=pdx  -hqdyy  la  valeur  de  p 
ou  celle  de  q , tirée  de  la  proposée,  on  a une  équ.  différen- 
tielle entre  les  quatre  variables  x , y,  z et  q ou  p.  Supposons 
que  cette  équ.  soit  réductible,  à être  une  différentielle  exacte, 
en  prenant  pour  constante  p ou  q,  ou  une  fonction  Q de  cette 
lettre;  et  soit  f(x,  y,  z , S)~c,  l’intégrale  dans  cette  hypo- 
thèse de  6 constant.  Il  est  visible  que  si  l’on  différencie  celte 
équ.,  on  reproduira  celle  d’où  on  l’a  tirée,  non-seulement  B 
et  c demeurant  constans , mais  même  ,$i  ô et  c sont  des  va- 

df 

viables , pourvu  qu’on  ait  dâ  -f~  de  =;  0.  Ainsi  , pour  rendre 
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a 8 son  état  de  fonction  variable  quelconque  dans  l’équ.  dilFé- 
renhelle  et  que  cependant  l’équ.  /=  e en  soit  toujours  l’in- 

egrale , il  suffira  de  supposer  que  c est  une  fonction  arbitraire 
j telle  , qu  on  ait  ensemble  < 

f{x,  y,  z , 8)  — <?}  r Ç'K 

Dans  le  cas  où  la  proposée  est  différentielle  exacte  . 6 étant  pris 
pow  constant , on  intégrera  dans  cette  hypothèse,  et  on  aura 
i e ces  equ. , qu’on  différenciera  ensuite  relativement  à 8 
seul,  pour  former  la  2e  ; le  système  de  ces  deux  équ.  satisfera  à 
Ja  proposée , ç étant  une  fonction  arbitraire  ; quand  on  aura 

etermine  <p  (n°  87g),  il  restera  à éliminer  Ô entre  elles,  et  on 
aura  1 intégrale  demandée. 

.!!  !l,it  de  ce  <îu’on  a y»(n°765)t  que  si  la  i"  équ.  est  con- 
sidérée comme  appartenant  à une  surface  courbe  dont  8 serait 

un  paramètre  variable,  ces  deux  équ.  sont  celles  de  la  caracté- 
ristique;  la  recherche  de  cette  courbe  revient,  comme  on  voit, 
a ! intégration  de  l’équ.  proposée.- 

Soit  donnée  l’équ.  z=pq-y  on  trouve 

ds  = — +<7dy,  dy  - ~ . (g  + *)ds  - zdx 

^ ^ (0  -f-  x)2  > 


en  posant  q — 0- fx;  l’intégrale  est,  pour  ô constant, 


y 


~h  <pÔ , d’où 


x ^ 1 (x  -f-  6ÿ 

en  différenciant  relativement  à ô seul.  Le  système  de  ces  deu: 
equ.  est  l’intégrale  de  l’équ.  z,z=pq. 

867.  On  facilite  souvent  intégration  en  introduisant  une  in- 

déterminée  6 , qui  permette  de  partager  l’équation  proposée  ei 

deux.  Soit  ftp,: r)  ^ ; Faisons  f(p,x ) = ô ; d’où 

*(<7OO  = 0;  résolvons  ces  équ,  par  rapport  à p et  q nom 
aurons  ' 


p __  tÇr,Û)  , q — , dz  ~ -|dx  + *dy. 
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Intégrons  en  prenant  6 constant , d’après  ce  qu’on  vient  de 
dire  ; 

z + V®  —fi pàx  ~j~fi%dy  : 

il  restera  à différencier  relativement  à Ô seul , et  à éliminer  S 
entre  ces  équ. , après  avoir  déterminé  la  fonction  <p. 

Par  ex. , pour  l’équ.  a2pq  = x2y*y  on  a 


ap y2  A x2d 


x 


Donc 


aq 


= Ô>  P== 


a 


4>  <7 


aô 


X- 


5 az  çé  — x?,ô  -f*  y?>^~\  — E — y 


/3Ô  \ 


868.  Quand  l’équ,  Pp-\-Qq  — Tr)  est  homogène  en  x > y,  z9 
on  fait  x—tzy  yz=uz\  P,  Q,  P" se  changent  en  Pxzn}  Qxz7\ 
V,zn  (n°  8 1 5)  , et  les  équ.  (3)  donnent 

(Pt  — tVé)dz  — zVxdt , (Qt  — uVé)dz  — ap^du ; 

d’où  <Pt  — i^dttr-sCQi—  ' 

L’intégrale  de  cette  équ.  en  t et  u étant  trouvée,  on  s’en  ser- 
vira pour  éliminer  soit  t , soit  u , de  l’une  des  précédentes  , 
qu’  on  sait  alors  intégrer;  enfin,  éliminant  u et  t par  x—tz , 
y~uzy  on  a les  solutions  tt  et  p des  équ.  (3),  et  par  suite 
l’intégrale  ?r  = çp. 

Pour  l’équ.  pxz  -f-  qyz  =s  xs,  on  trouve 

(î  — t2)dzz=:  ztdt,  u(l  — t2)dz  — ztddu  ; 
d’où  udt  — tdu)  tz=zuu,  a^/(i — t2)z=i 3; 


enfin  z = «jy,  y/ (V  x2)  = fi , 


+<D 


y 

Equations  différentielles  partielles  du  2e  ordre . 

869.  Outre  les  coefficiens  p et  q du  1er  ordre,  l’équation 
peut  contenir 


z 


d2 


dJ 


dxa 


= r 


* dxçiy  dydx  * dya 


t, . fiA)\ 
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d’où  âp  — rdx-hsdy,  dq  = sdx  + tdy . . . ( B)  ; 

d22,  — dpdx  -f-  dc/dy  — rdx'2  -{-  c.s'dxdj'  -f-  ^cTya. 

Il  s’aSit:  d’intégrer  l’équ. /(x,  jg  a , p,  q,r,  s,  *)  = o. 

Remarquons  d abord  qu’on  doit  considérer  y comme  con- 
stant dans  1 equ.  quia  la  forme  r ™ P p -|-  Q } qui  revient  à 
d2s  dz 

— ^ “f*  v > P Q étant  fonctions  de  x,  _y  et  z;  car 

i . ' 

les  aifférentieîles  partielles  q,  s et  t , qui  se  rapportent  à la 
variation  de  y , n’entrent  pas  ici  (n°  862)  : on  a alors  à inté- 
grer une  ëqu.  aux  différentielles  ordinaires  du  2e  ordre  entre  x 
et  z.  ; mais  au  lieu  de  la  constante  additive,  on  prendra  une 

fonction  arbitraire  cpy. 

• 

Par  exemple  , si  z n’entre  pas  dans  P et  Q . en  substituant  — 

. clx? 

dp  ' * r 

pour  p,  on  a ~ .==  Pp  -f-  Q;  la  fonction  (Pp-f-  Q)dx  est  li- 
néaire entre  les  variables  p et  x ; y est  d’ailleurs  constant; 
l’intégrale  est  donc  (n°8i7),  en  faisant  u ~fPdx, 

dz 

f> = e“(/e~“Çdx  + <jy)  ; 

\ / \ 

intégrant  de  nouveau,  et  ajoutant  une  nouvelle  fonction  arbi- 
traire ÿv,  on  a l’intégrale  demandée. 

Lorsque  P — o , on  a p~fQdx-\-çy\  d’où 
z~  fdxfQdx  “f-  xcpy  -j-^y. 

Pour  intégrer  t=  P q -f-  Q , ou  ~ " ^ + Q > d faut 


prendre  a?  constant,  et  ajouter  çx  et  d/x. 

* r 

V -,  . yv  ^ 

Soit  af  = xy;ona  d’abord  q 


dz 


yzx 


-f-  <px  ; puis 


üy  2 a 

Gaz  ~ y3x  -4 -yçx  -f-  ÿx. 

Pour  l’équ.  xyr  ~ (/z — i)py  -f-  a\  comme  dans  cet  exemple 
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on  obtient 


7 v+x  «y+’b-- 


ds  * — a — ax  x 

-J-—} r — h x <pV,  2 = 7- r — î — 

dx  (/i- — i)y  - (n — î )jy  n 

Enfin  soit  xr  = ( n — i)p , on  a nz  = xnçy  -f-  ■» fy. 
Syi.  L’intégrale  de  s — My  ou  ^ 


dxdy 


M,  rentre  dans 


théorie  des  cubatures  (n°  282)  ; 

s ==  Jdx f 31  ây  *4-  <px  + 4y-, 

..  — 

C’est  ainsi  que  s = ax  -f-  by,  donne 

z = xy{cix  -f-  /jy)  4-  <pa?  4“  4y-‘ 

• ' ' ' ’ v‘  ^ 

872.  Soit  .y  = il/p  -f~  JV,  ifcf  et  A7  étant  connus  en  x et  y,  ou 


d; 


dp 


Mp  + N; 


dxdy  dy 

V 

p et  y J sont  ici  seules  variables,  et  on  retombe  sur  un  équ.  li- 
néaire (n°  817);  donc,  faisant  u =b  fMdy,  on  a 

p — — e°(.<p'x + • 1%)  • 

Intégrant  ensuite,  par  rapport  à x , il  vient 

* , f v f ■■  r r.-'.  , • f s-  * ! . ' ' - ‘ ’ \ j ’ ’ : vl  ' '■  f » ' , ' ",  ’ 

2 z=f(eltdxfe~uNdy)  -f-  feuq>'x.  dx  4.  ÿy.. 

Par  ex. , pour  sxy  r=  bpx  4~  ay>  on  trouve 

V = tî: — "tt:,  4-  yl$'x , 2 


- ’y  - . 

— ay  «ylx  , 

(fxi )x+y*x>  z=r=rb+y 


8y3.  Prenons  l’équ.  linéaire  du  2e  omVe 
Ti/’-f-Ss'  -f*  Ttxz.y.,  ou  /! 


d2z 


d2z 


'dx 


,2  I 


S~  4-  T . 

dxoy  dv2 


r, 


E , T , sont  donnés,  en  x , y,  2,  p et  q.  Éliminant  r et 

£ par  les  équ.  (5),  qui  servent  de  définition  à ces  fonctions 
on  a 

Ràpdy  4~  Tdqdx  ~~  /fidxdy  = $(iîdya — Sdxdj'  4-  ZYix3}. 


3> 
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Supposons  qu  on  connaisse  deux  fonctions  tt,  p f qui  rendent 
nul  chaque  membre  respectif,  ou  qu’on  ait  w — *,  ?—P, 
avec 

Rdy*  -f-  7’dx3  — Sdxdy , 

Rdpdy  4 Tdqdx  = Vd, xdy. 

Il  s’agit  de  prouver  qu’ici , comme  au  n°  863,  v — <pp  satis- 
fera à la  proposée,  quelle  que  soit  la  fonction  <p  , tt  et  p conte- 
nant x , y,  z,  p e t q.  Pour  le  démontrer,  ramenons  d’abord  ces 
équ.  au  1er  ordre,  en  posant dy  = £2  dx,  il  vient 

RW  — $Q+  T=o.  ..(]), 

dy  = Qdx , Radp  4 Tdq  = Vsidx . . . (2), 

La  ire  de  ces  équ.  donne  pour  £2  deux  valeurs  enr,  y , z,  p,  q ; 
et  on  suppose  que  *■  = « et  p = p ont  été  déterminés  de  ma- 
nière à satisfaire  aux  équ.  (2).  Formons  donc  les  différentielles 
complètes  d^-  = o,  dp=r=o,  sous  la  forme 

V ' \ ’ ' 1 ^ . ' ' ‘ _ ‘ •« 

Adx -\- Bdy  4 Cûz Ddp -j- Edq  =0 , adx  4 bdy...edq  = 0. 

Mettons  pcLr  + qdjr  pour  dz,  Qdx  pour  djy;  enfin,  pour  dq  sa 
valeur  tirée  de  (2),  nous  aurons  deux  sortes  de  termes  dans 
chaque  équ.  , les  uns  facteurs  de  dx,  les  autres  de  dp ; en  les 
égalant  séparément  à zéro  (attendu  que  la  proposée.  . . . 
Rr  4*  Ss...  — V,  ne  pouvant  déterminer  qu’une  des  quantités 
r-,  s,  t,  e n fonction  des  autres , et  de  x , yf  z , p et  q , dx  et  dp 
Testent  indépendans) , il  vient 

A 4 4 (p  -h  q®)C —J—  = 0,  D —^2^- 3 

a 4-  nb  -f-  (p  4-  q£2)c  4-  = o , ci  — 

Ces  équ.  expriment  la  condition  que  v et  p satisfont  aux  con- 
ditions (2).  Cela  posé,  pour  reconnaître  si  en  effet  l’équation 
?r  z=z<pp  satisfait  à la  proposée,  prenons  sa  différentielle  com- 
plète dïT  = ç'p.dp,  ou 

Adx  A-  Bdy...  Edq  = <p'p.(adx  4 &dy...edq)  ; 
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substituons-y  pour  A , D,  a , dy  leurs  valeurs  tirées  des  quatre 
equ.  precedentes,  et  pdx -f- qdy  pour  ds;  enfin,  réunissant  les 
termes  qui  ont  pour  coefficiens  B , C , JE,  b,  c,  e,  nous  voyons 
qu’ils  ont  pour  facteur  l’une  ou  l’autre  des  quantités 


Rciàp  -f~  Tdq  — - V&dx , dy  — ndx, 

lesquelles  sont  nulles  en  vertu  des  équ.  (2)  , et  cela  quelle  que 
soit  la  fonction  <p  ; donc  x = cpp  est  /’ intégrale  première  de  la 
proposée  , désignant  une  fonction  arbitraire  de  x et  y. 

On  se  trouve  ainsi  conduit  à traiter  les  équ,  (2);  mais  il  faut 
remarquer  qu’outre  ces  deux  relations,  on  a d&=:pdx-f-qdj', 
ce  qui  ne  fait  que  trois  équ.  entre  les  cinq  variables  x yy>  z , p 
et  q j il  pourrait  donc  se  faire  que  1 équ.  qu’on  obtiendrait  entre 
trois  de  ces  quantités,  par  l’élimination,  ne  rempiiît  pas  îa 
condition  d’intégrabilité  (n®  867);  dans  ce  cas  elle  ne  provien- 
drait pas  d’une  équ.  unique.  On  serait  alors  conduit  à une 
intégration  inexécutable,  sans  que  pour  cela  on  fût  en  droit  de 
conclure  quelle  n’est  pas  possible,  et  que  l’équ.  différentielle 
proposée  ne  résulte  pas  d’une  seule  primitive. 

Concluons  de  là,  que  pour  intégrer  l’équ.  linéaire  du  2e  ordre 
J\r  + Ss  -f-  Tt  = on  posera  les  équ.  (1)  et  (2);  celle-là 
fera  connaître  £2 , dont  la  valeur,  substituée  dans  ^2) , donnera 
deux  équ.  auxquelles  il  faudra  satisfaire  par  des  intégrales  ■*—*  s 

p — fi  : on  fera  a-=^,  et  il  restera  à intégrer  cette  équ.  du 
1er  ordre. 


Comme  l’équ.  (2)  est  du  2e  degré,  on  en  tire  deux  valeurs 
de  £2  ; on  préférera  celle  qui  se  prêtera  mieux  aux  calculs  ulté- 
rieurs. 


874.  Prenons,  par  exemple  , q&r — üpqs  f-p*t  — o ; Pi=zq-\ 
•$  = — zpq>  T—p\  V —o,  donnent,  pour  l’équation  (1)  , 
f®?  + 9pqSi  -{-p2  = o ; d’où  q£2  +P  = o ; et  chassant  £2  des 
équ.  (2), 

pdx  + qdy  = o , qdp  = pdq. 

Celle-ci  donne  pz=fiq;  l’autre  revient  à dz  = o , z z=zx  ; et 
$ — ou  p~q(pz  reste  à intégrer  de  nouveau. 


So 
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Appliquons  la  méthode  du  n°  863  , qui  donne 

âz  ~~  o,  d y = — dx.çz ; d’où  z~<&  } y xça  — fi; 

posant  /3  = 4*e,  il  vient  enfin  pour  l’intégrale  cherchée  , ç>  et  sj/ 
étant  les  deux  fonctions  arbitraires  , y - } - xçz  = ÿz. 

L’équation  rr2-p  2xys  -p yzt  = o , où  — x%>  S = 2 xy...  r 
donne  Qx  —y,  et  les  équations  (2)  deviennent  ydx  “ .rdy, 
xdp  -p  yâq  z=z  o.  La  ire  donne  y = ux\  chassant  y de  la  2e, 
elle  devient  dp  ~p  <*dp  = o ; d’où  p -f - otq  z=z  fi  \ enfin  , /3  = (pu 

donne  pour  l’intégrale  première  , px  -f-  qy  — xç(^^. 

Les  équs  (2)  du  n°  863  sont  ici  d z ~ dx*.<p , xd y = ydx\  on 
tire  de  cette  dernière  yz=zax\  chassant  j'de  l’autre,  dz—dx.ç*  , 

z~xq><t- P/3  ; enfin  , fi  — , donne  z = ^ ÇQ* 

Dans  l’exemple  suivant  on  a fait  p-\-q  — m, 
r(t  -f-  qm)  -f-  s(q  — p)  rn  — t{i  -ppm). 

L’équation  (i)  est 

(1  -H  pm)fia--  (p— p)mfi  = I +pm; 

d’où  fi  ~ 1 ; quand  à l’autre  racine  de  fi  , comme  elle  con- 
duirait à une  intégrale  première  , contenant  p -p  q sous  le  signe 
ç7  et  hors  ce  signe  *,  elle  ne  peut  etre  employée.  Les  equ.  (2) 

S°nt  dy™dx,  (1  -f  qm)dp  = (i  -Ppm)dp. 

On  a x ——y  " a * pour  intégrer  la  2e  faisons  p — q~n  y et 
p _f.  q — ni  ; on  en  tire  les  valeurs  de  p,  q,  dp,  dp,  et  011  a 
cette  équation  séparable  mnàm  — (2  -1-  7?i2)dn,  qui  donne..  , . 

n = ^(2  + mâ);  ainsi,  0 = devient 

p=p+  v/û+Cp+^)a-<p'(^—  y)- 

Pour  intégrer  de  nouveau  cette  equ.,  mettons  poux  p et  p leur» 
valeurs  en  m et  11  dans  dz~pdx-\~qdy  • il  vient 

udz  = {rn  -p  n)dx  -p  (m  — 72)cly 

— ?n  {dx  -f-  d [)-)  + (dx  — dy)  V/(2  + * ?'(*  *“ 
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Intégrons  , en  supposant  m constant,  par  la  méthode  du  n°  86h  , 
et  nous  trouvons  que  l’intégrale  cherchée  est  représentée  par  le 
système  des  deux  équations 

23  -f~  ÿm  — tïi{x  + y)  + J/(s  -f"  m?  ) <p(x — y) , 

^ = <X  + J)  + *(* - J). 

870.  La  complication  de  ces  calculs  empêche  très  souvent 
qu’ils  ne  réussissent  ; mais  dans  le  cas  où  les  coefficiens  R,  S et  T 
«ont  constans,  et  V fonction  de  x et  y,  l’équ.  (1)  donne  pour  Lï 
deux  valeurs  numériques,  telles  que  m et  n : et  les  relations  (2) 
auxquelles  = & et  p—fi  doivent  satisfaire , s’intégrent  et 
donnent,  pour  la  racine  m, 

y = mx  4~  & et  Rmp Tq  = m[Vdx  : 

on  devra  substituer  dans  V,  pour  y sa  valeur  mr  + ij;  puis 
fV dx  ne  dépendra  plus  que  des  quadratures.  L’intégration, 
faite,  on  ajoutera  une  constante  et  l’on  remettra  pour  « sa 
valeur  y — mx.  On  aura  donc  les  équ.  cherchées  p =z(S3 

en  sorte  que  7r  — <p'p=.<pe(y  — . mx) } deviendra 

Rmp  4-  Tq  — m f Vdx  4-  <pe (y  — mx). 

On  raisonnera  de  même  pour  la  2e  racine  n de  a,  ou  plutôt 
on  changera  ici  m en  n : mais  il  suffit  de  traiter  l’un  de  ces  deux 
cas,  parce  que  l’autre  conduit  au  même  résultat  : on  choisit 
celui  qui  se  prête  le  mieux  au  calcul. 

Il  s’agit  maintenant  d’intégrer  de  nouveau  : pour  cela,  repre- 
nons notre  ire  intégrale,  et  tirons-en  la  valeur  de  p pour  la 
mettre  dans  dz  = pdx-4-qày  : remarquant  que  par  la  nature 
des  deux  racines  m et  n de  O,  on  a Rmn = T}  on  trouve 

ildz  — dx  [Vàx  — dx(p\y  — mx)  — Rcj{dy  — nàx)  ; 

en  comprenant  dans  <p'  le  diviseur  constant  m.  Or,  pour 
intégrer  cette  équ.  (n®  863),  on  égalera  à zéro  chaque  membre 
sépàrément;  d’où 

y = nx-{~Cj  Rz—fàxfVàx — fdx.<p'(y — mx)  = b , 

3o.t 
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Il  convient,  avant  tout,  de  faire  quelques  remarques  : 
i*.  On  devra  mettre  nx-\-c  pour  y dans  la  2e  équ.,  et 
intégrer  par  rapport  à x ; puis  on  remettra  y — nx  pour  c dans 
le  résultat. 

û°.  Les  deux  intégrales  fdxfVdx  nécessitent  une  distinction 
importante,  puisqu’on  a d’abord  mis  mx -j- a pour  y dans  Ft 
et  y — mx  pour  a dans  le  résultat;  tandis  qu’on  doit  faire 
y = nx  -f-  c dans  dx  fVdx , et  restituer  y — nx  pour  c. 

3°.  fdx.q>'(y — mx)  devient  fdx.<p'[x(n — rn)4~c]j  ou 

— ou  plutôt  Q [(71  — m)x  -f-  c] , en  comprenant  la  con- 

n — m 

stante  n — m dans  ainsi,  l’on  a <p(y  — mx). 

4°.  Enfin,  la  constante  b est  une  fonction  quelconque  ^ de  c, 
ou  b = ÿ(y — nx).  Donc 

Rz~f dxfVdx  -\-<?(y  — mx)  -f-  ty{y  ■—  nx}* 

Par  ex. , pour  r — s — - 2£  = ^y—1,  on  a 

na-|-£2— 2,  d’où  771—1  , 71= — 2 et  jy  = x-j-a5,  y = #—  2X. 


Donc 

fVdx  =y^^-=  & 1 (x  -J-  «)  = & 1 y, 

fâx  fVdx  = /Adn:  1 y = /Ado;  1 - 2ar). 

Cette  intégrale  s’obtient  aisément  ( n9  787  ) ; elle  devient 
kx  — ky  1 y/y,  en  remettant  %x-{-  y pour  » . Ainsi, 

Z -4-  +y  1 l/y)  = <p  {y  — a:)  + ^(.y  + ax) . 


Pour  r—frt  ou 


dx* 


-,  qui  est  l’équ.  des  cordes 


vibrantes  (yoy.  ma  Mécanique , n°  262),  on  a jR  = i,  T~ — b 2, 
5 = 0 = T7",  d’où  £22=62,  771  = ù = — 71,  y ~ bx  a , 

y = </  — bx  ; enlin,  fdxfFdx  = o.  Donc 

zz=ç>(y  — ôx)  -J-  ^f/(y  -H  foc) . 

Nous  renvoyons , pour  de  plus  amples  détails  sur  cette  ma-* 
tière,  au  Calcul  intégral  de  M.  Lacroix. 


INTÊG.  DES  ÉQU.  DIFFÉR.  PART.  PAR  SERIES. 

876.  On  intègre  quelquefois  en  suivant  le  procédé  du  n°  867» 
qui  consiste  à partager  la  proposée  en  deux  équ.  à 1 aide  d une 
indéterminée  0.  Par  ex.,  l’équ.  r£~sa,  des  surfaces  develop— 

pables  (n°  766) , donne  - =0  = -,  d’où  r = s0,  s~tQ , 

s t 

rdjc  + sdy  = 6(vdo7  -f-  fdy) , ou  dp  = 0d q (n°  869). 

Cette  équ.  n’est  intégrable  qu’autant  que  0 est  fonction  dô  q 
donc  p = <pq  est  l’intégrale  ire.  L’équ.  dz=pdx-}~  qdy  de- 
vient dz  — dx.$q-{~qdy  : supposant  q constant,  par  la  mé- 
thode du  n®  866  , il  vient 

z = xtpq  -\-qy  -f-  4'Ç  » xty  q -\-y  -f-  4/'q  ™ o. 

Toutes  les  surfaces  développables  sont  comprises  dans  le  système 
de  ces  deux  équ. , et  pour  l’une  d’elles  qu’on  déterminerait  en 
particulier,  il  faudrait  trouver  les  fonctions  <p  et  puis  éli- 
miner q entre  les  deux  équ.  résultantes. 

Intégration  des  Équations  différentielles  partielles 

par  les  séries. 


877.  Prenons  le  2e  ordre  pour  ex.  des  intégrales  approchées. 
Soit  donnée  une  équ.  entre  r,  s,  t...  x\  choisissons  l'une  des  va- 
riables, telle  que  x,  et  posons  la  formule  de  Maclaurin  (n°  706) 

s rrr  f -f - xf  + \ + 3 xff -f  - • • 


ff,r-  désignent  ici  des  fonctions  cherchées  de  y , qui 
sont  ce  que  deviennent  l’intégrale  y')  et  ses  dérivée» 

relatives  à xy  lorsqu’on  fait  x~  o (*).  Qu’on  tire  de  la  pro- 
posée r=F(L  s,  p , q,  x,  y),  il  est  clair  que  si  l’on  change 


, c rr  r dp  df 

x en  zéro,  z en  p en  j , eniin  s ou  en  — , 


il  n’entrera 


(*)  Si  la  fonction  f(x  ,y)  devait  être  de  nature  à donner  l’infini  pour  quelque 
valeur  def,  , il  faudrait , à l’exemple  du  n°  83i,  changer  a:  en  a:  — a J 

dans  la  proposée  , a étant  une  constante  qu’on  prend  h volonté,  de  manière  à 
aeplus  rencontrer  de  dérivées  infinies  dans  les  calculs  qu’on  va  exposer. 
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dans  la  valeur  de  r que  f f\  et  leurs  dérivées  par  rapport  à yf 


: ainsi,  r deviendra/’".  De 


df  df 

puisque  q devient  g-,  et  t r=  -~r  • 

meme  la  dérivée  de  r,  relative  à x , donnera  fmy  à l’aide  des 
mêmes  fonctions  f etf',  qui  demeurent  ^quelconques  : et  ainsi 
pour  /lv,/v....  en  sorte  que  la  série  contiendra  deux  fonctions 
arbitraires  de  y. 


Pour  le  3e  ordre,  le  même  raisonnement  prouve  que  la  série 
ci-dessus  est  l’intégrale  et  contient  les  trois  fonctions  quelconques 
f /"".  En  général,  toute  équ.  différ.  partielle  d ordre  n 
a une  intégrale  qui  contient  n fonctions  arbitraires . 

878.  Lagrange  a encore  proposé  d’approcher  des  intégrales 
par  la  méthode  des  coelïiciens  indéterminés.  On  pose 


£ — <p  XTp  “f*  X2x  -f-  x3y  . . * 

En  prenant  les  différentielles  convenables , substituant  dans  la 
proposée,  et  égalant  entre  eux  les  termes  où  x entre  au  même 
degré,  on  a diverses  équ.  qui  servent  à trouver  celles  des  fonc- 
tions de  y qui  ne  doivent  pas  rester  arbitraires. 

Par  ex.,  pour  r—q,  on  trouve 


d2z 

dur* 


= r=z  2£-f-  Gxn  -4*  1 2 x2cù  , . . , 


àz 


g-—q  = ç'+xS'  + - ; 


'J 

substituant  dans  r~q  et  comparant,  on  trouve 

xvf  + i x3f  4-  4 x*ç"  — 


d‘z 


De  même  pour  l’équ.  g—  : + ;p^  + 


d2s 


d y2  ‘ d t2 


o , on  trouve 


x2/d 2<p  d2<p\  x3  /d2^  d24 


2 ^dj^2  dt* 


\ x3  ^d2^  j d24\ 

/ 2T3\dÿ-*~  dtv*  ‘ 
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879.  On  dira  pour  les  fonctions  arbitraires  p,  des 

équ.  différ.  partielles,  ce  qu’on  a dit  (n°  799)  pour  les  constantes 
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introduites  dans  les  intégrations  ordinaires.  Tant  qu’on  ne  veut 
qu’intégrer,  c.— a— d.,  composer  une  expression  qui,  soumise 
aux  règles  du  Calcul  différentiel , satisfasse  cà  la  proposée,  les 
fonctions  <p , sont  en  effet  quelconques.  Mais  si  les  résultats 

doivent  être  appliqués  à des  questions  de  Géométrie , de  Mé- 
canique , etc. , ces  fonctions  peuvent  cesser  d etre  arbitraires. 
Quelques  exemples  suffiront  pour  l’intelligence  de  cet  expose. 

On  a vu  (nos  62 o,  yoô)  que  l’équ.  des  surfaces  cylindriques  est 

y — bz~  ç(x  — az) , ou  ap-\-bq—i. 

La  ire  étant  l’intégrale  de  la  2e,  et  la  forme  de  la  fonction  <p 
dépendant  de  la  courbe  directrice.  Or,  si  la  base  du  cylindre 
sur  le  plan  xy,  est  donnée  par  son  équ.  y ~fx,  il  faudra  que  <p 
soit  telle,  que  cette  base  soit  comprise  parmi  les  points  de  l'es- 
pace que  désigne  l’équ.  y* — &z  = <p(a?  az ).  Si  donc  on  y 
fait  z = o,  les  équ.  y~<X>x,  y~fx  seront  identiques.  Donc 
les  fonctions  (p  et  f ont  même  forme , c.-a-d. , que  si  1 on  change 
dans  y , y en  y - — bz , et  x en  x az , 1 équ.  qu  on  ob- 
tiendra sera  celle  du  cylindre  particulier  dont  il  s agit. 

Généralement,  soient  M=  o,  N~ o les  équ.  de  la  direc- 
trice i on  fera  x — az  — : il , et  éliminant  entie  ces  tiois  eqa. , 
on  en  tirera  les  valeurs  de  x,  y et  z,  et  par  suite  celle  de 

y bz  ou  ç>uy  en  fonction  de  u , c.-à-d. , qu’on  aura  la  manière 

dont  (pu  est  composé  en  u . Il  ne  restera  plus  qu  à mettre  x—az 
pour  u y dans  y — bzxr:(pUy  pour  avoir  1 equ.  de  la  surface 
cylindrique  particulière  dont  il  s agit. 

Pareillement  les  surfaces  de  révolution  autour  de  1 axe  des  z 
ont  pour  équ.  py~qxy  dont  l’intégrale  est  x*-+-y*  = <pz 
(nos  622,  70b)  ; la  fonction  <p  demeure  indéterminée  tant  que 
la  génératrice  de  la  surface  reste  quelconque  . mais  si  cetio 
courbe  est  donnée  par  ses  équ.  M ~ o , N~o,  dans  toutes 
ses  situations  elle  sera  sur  la  surface",  les  xy  y et  z .seront  les 
mêmes.  Posons  z — u,  éliminons  x y y et  z entre  ces  trois  equ.  „ 
puis  substituons  leurs  valeurs  dans  xz  + y2~<pu,  nous  saurons 
comment  la  fonction  (p  est  composée  en  w)  remettant  donc  s 
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pour  u,  et  x^-f-  y2  pour  pu , nous  aurons  particurarisé  <p , de 
manière  que  1 équ.  appartiendra  exclusivement  à la  surface 
proposée. 

Et  si  le  corps  est  engendré  par  la  révolution  d’une  surface 
mobile,  qui  serait  invariablement  liée  à l’axe  des  z,  et  dont 
on  aurait  1 équ.  M=  o,  en  la  considérant  dans  l’une  de  ses 
positions,  différenciant , on  trouvera  les  expressions  de  p et  q 
en  x}  y et  z ; substituées  dans  py  — ç,r  r:  o , on  aura  l’équ. 
M o de  la  courbe  de  contact  du  corps  générateur  avec  la 
surface  engendrée,  puisque  les  plans  tangens  sont  communs  à 
3 une  et  à 1 autre.  On  a ainsi  les  équ.  d’une  courbe  qu’on 

peut  regarder  comme  génératrice,  et  l’on  retombe  sur  le  cas 
précédent. 

Le  conoïde  a pour  equ.  px-j-qy=o,  dont  l’intégrale  est 
y rr:  xpz  (p.  3o8 , 4^7)»  F aisons  z = u , et  tirons  x } y et  z en  u , 
à 1 aide  des  equ.  q,  A rrr  o de  la  courbe  directrice;  enfin , 

mettons  pour  x et  y leurs  valeurs  dans  y xp u , et  nous  sau- 

rons comment  (pu  est  composé  en  u.  Enfin,  remplaçant  u par  z 
V 

et  <p  par  , nous  aurons  l’équ.  particulière  du  conoïde  proposé. 

Quand  la  directrice  est  un  cercle  tracé  dans  un  plan  parallèle 
aux  yz>j  dont  les  equ.  sont  x z— : ci , y2  —j—  z2  ■ ~ b2 } on  trouve 
u2y2  "H  z?x'1  — b^x*. 

L'équ.  des  cônes  est  z— -c-p^x  — a)  -\-q(y  — b)  , dont 
l'intégrale  est  ?(~ ^)  (n°!  621,  7o5).  Pour  que  la 

base  soit  un  cercle  tracé  sur  le  plan  xy , on  a 

2 = o,  xa-fj'2  = rft>  et  x — az=  u(z — c), 

d’où  z=:o,  x r=z  a — cil  , y~\/[r*  — (a  — en)2]. 

Substituant  dans  y — b~  (z  — c)pu}  pour  x,  y et  z ces  va- 
leurs, on  a cpu  = b~ V/[ra  — (a— eu)2].  Enfin,  remettant 
pour  u et  (pu  leurs  valeurs,  on  a pour  1 equ.  du  cône,  comme 
p.  219, 

(cy  — bzy  + (ciz  ~~  cxy  — r®(z  — c)\ 


1 
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880.  Ces  ex.  suffisent  pour  montrer  comment  on  doit  déter- 
miner les  fonctions  arbitraires,  lorsqu’on  veut  appliquer  les 
calculs  généraux  aux  cas  particuliers.  Soit  en  général  K~(p(U) 
une  intégrale  contenant  une  fonction  arbitraire  <p , K et  U étant 
des  fonctions  données  de  xy  y et  z : la  condition  prescrite  éta- 
blit que  l’équ.  devient  F(xy  yyz)  — oy  lorsque  f (a:,  y,  £)•=.  o. 
Cette  condition  revient,  en  Géométrie,  à demander  que  la  sur- 
face cherchée  dont  l’équ.  est  K~$TJy  passe  par  la  courbe 
donnée  dont  les  équ.  sont  o,  f—  o.  Pour  satisfaire  à cette 
condition,  on  fera  U-=zu'y  et  l’on  éliminera  x y y et  z entre 
ces  trois  équ.  : puis,  substituant  dans  K~çuy  on  aura  <pw, 
exprimé  en  u,  ce  qui  déterminera  la  composition  de  la  fonc- 
tion <p.  Enfin,  on  remettra  TJ  pour  uy  et  K pour  <puy  et  l’on 
aura  l’intégrale  cherchée. 

S’il  y avait  deux  fonctions  arbitraires  à déterminer,  il  fau- 
drait donner  deux  conditions.  Un  calcul  semblable  au  précé- 
dent ferait  connaître  ces  fonctions. 

881.  Mais  si  la  nature  de  la  question,  et  cela  a lieu  dans 
un  grand  nombre  de  problèmes  de  Physique  et  de  Géométrie 
transcendante,  ne  permet  pas  de  déterminer  les  fonctions  arbi- 
traires, elles  restent  quelconques,  et  les  propriétés  qu’on  dé- 
couvre, sans  particulariser  ces  fonctions,  ont  lieu  en  général. 
Pour  tirer  nos  explications  de  la  Géométrie,  s’il  entre  un  terme 
de  la  forme  <px , et  qu’on  décrive  sur  le  plan  xy  la  ligne  qui  a 
pour  équ.  yx=.®x,  toutes  ses  ordonnées  seront  les  valeurs  do 
la  fonction  <py  en  sorte  que  cette  courbe  soit  non-seulement 
quelconque,  mais  même  puisse  être  tracée  à la  main  par  un 
mouvement  libre  et  irrégulier  : la  courbe  peut  même  être 
Discontinue  t c.-à-d.,  formée  de  branches  différentes  placées 
bout  à bout,  ou  Discontinue , c.-à-d.,  formée  de  parties  isolées 
et  séparées  les  unes  des  autres.  C’est  Euler  qui  a mis  ces  prin- 
cipes hors  de  doute,  contre  l’avis  de  d’Alembert,  qu’on  peut  re- 
garder comme  l’inventeur  du  calcul  aux  différences  partielles; 
calcul  dont  les  ressources  sont  immenses,  les  applications  d’une 
utilité  sans  bornes,  et  qui,  comme  on  voit,  est  le  moyen  dont 


CALCUL  INTÉGRAL. 


4?4 

on  se  sert  pour  soumettre  les  fonctions  irrégulières  à 
mathématique. 


l’analyse 


\ X.  CALCUL  DES  VARIATIONS. 


882.  Les  problèmes  des  Isopérimètres  avaient  déjà  été  résolus 
par  divers  géomètres  avant  la  découverte  du  Calcul  des  varia- 
tions y mais  les  procédés  dont  on  se  servait  ne  formaient  pas 
un  corps  de  doctrine,  et  chacun  de  ces  problèmes  n’était  ré- 
solu que  par  une  méthode  qui  lui  était  particulière  , et  par  des 
artifices  d’analyse  souvent  très  détournés.  Il  appartenait  au 
célébré  Lagrange  de  ramener  toutes  les  solutions  a une  méthode 
uniforme.  Voici  en  quoi  elle  consiste. 

Étant  donnée  une  fonction  Z~F(x,y>  en  désignant  par 

y, y" ...  les  dérivées  de considéré  comme  fonction  de  x,y  ~ (px 
on  peut  se  proposer  de  faire  jouir  Z de  diverses  propriétés  (telle 
que  d’être  un  maximum,  ou  toute  autre  ),  soit  en  assignant  aux 
variables  x , y des  valeurs  numériques , soit  en  établissant  des 
relations  entre  ces  variables , et  les  liant  par  des  équations . 
Quand  l’équ.  y = <px  est  donnée , on  en  déduit  y , y' , y" . . . en 
fonction  de  x , et  substituant  , Z devient  ~fx.  On  peut  assi- 
gner, par  les  règles  connues  du  Calcul  différentiel , quelles  sont 
les  valeurs  de  x qui  rendent  fx  un  maximum  ou  un  minimum . 
On  détermine  ainsi  quels  sont  les  points  dune  courbe  donnée, 
pour  lesquels  la  fonction  proposée  Z est  plus  grande  ou  moindre 
que  pour  tout  autre  point  de  la  meme  courbe. 

Mais  si  l’équ.  y = <px  n’est  point  donnée , alors  , prenant  suc- 
cessivement pour  (px  différentes  formes,  la  fonction  Z —fx 
prendra  elle-même  différentes  expressions  en  x j on  peut  se 
proposer  d’assigner  à <px  une  forme  propre  à rendre  Z plus 
grande  ou  plus  petite  que  pour  toute  autre  forme  de  @x  , poui 
la  même  valeur  numérique  de  x,  quelle  qu  elle  soit  d ailleurs . 
Cette  dernière  espèce  de  problème  appartient  au  calcul  des  Va- 
riations. Il  s’en  faut  de  beaucoup  qu’il  se  borne  à la  théorie  des 
maxima  et  minima;  mais  nous  nous  contenterons  de  traiter 
cette  matière  ; parce  qu’elle  suffit  pour  l'intelligence  complète 
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des  règles  de  ce  calcul.  N’oublions  pas  toutefois  que,  dans  ce 
qui  va  être  dit , les  variables  y.  et  y ne  sont  pas  indépendantes 
mais  seulement  que  l’équ.  y = <px  , qui  les  lie  entre  elles,  est 
inconnue  , et  qu’on  ne  la  suppose  donnée  que  pour  faciliter  la 
résolution  du  problème,  x doit  être  regardée  comme  une  quan- 
tité quelconque  qui  reste  la  même  pour  les  differentes  formes 
y — çx  ; les  formes  de  <p  , ç' , ç" . . * sont  donc  variables  , tan- 
dis que  x est  constant. 

883.  Dans  Z— F (x,  y,  /,  mettons  y-^-k  pour 

y y y'  -f~  b'  pour  y' . . . .,  k étant  une  fonction  arbitraire  de  x ? 
et  k'  3 k" . . . ses  dérivées.  Or  l Z deviendra 

Zx  = F (x , y -f-  k , y -f-  k'}  y"  -f-  k" . . . .). 

Le  théorème  de  Taylor  (n°70o)  a lieu,  que  les  quantités 
x , y y i y k soient  dépendantes  ou  indépendantes  ; ainsi , 1 on  a 

Z,=Z  + (l,^+^+  h-’  Z + etc.)  + etc, , 

de  sorte  qu’on  peut  regarder  x , y , y', y"-  ■ • comme  autant  de 
variables  indépendantes  , en  tant  qu’il  ne  s’agit  que  de  trouver 
ce  développement. 

Cela  posé , la  nature  de  la  question  exige  que  l’équ.jy—  (px 
ait  été  déterminée  de  manière  que,  pour  la  même  valeur  de  x , 
on  ait  toujours  ZX^>Z , ou  ZX<^Z  : en  raisonnant  comme 
dans  la  théorie  des  maxima  et  minimci  ordinaires  (n°  717),  on 
voit  qu’il  faut  que  les  termes  du  Tr  ordre  soient  nuis,  et  qu’on  ait 


, d Z d Zj  , 7 ,,  àZ  

k-dy  + h-dÿ  + k ■dÿ+etc--°- 

Puisque  k est  arbitraire  pour  chaque  valeur  de  x,  et  qu’il  n’est 
pas  nécessaire  que  sa  valeur , ou  sa  forme  , restent  les  memes  , 
quand  x varie  ou  est  constant,  h' , k".  . . sont  aussi  arbitraires 
que  k.  Car,  pour  une  valeur  quelconque  x =sX  , on  peut  s up- 
poser  * = <*+&  X)  + \c  (x —X?  + etc.,  X,  a, 
étant  prises  à volonté  ; et  comme  cette  equ.  et  ses  différentielles 
doivent  avoir  lieu  , quel  que  soit  x , elles  devront  subsister  lors- 
que a?  = X } ce  qui  donne  k = a ; k'  = b , £"  = c.  . . . Donc  , 
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notre  équ.  Zt — Z + • • » ne  peut  être  satisfaite , vu  l’indépen- 
dance de  a j b } c.  . . , à moins  que  chaque  terme  ne  soit  nul. 
Ainsi , elle  se  partage  en  autant  d’autres  qu’elle  renferme  de 
termes  , et  l’on  a 

dZ___  dZ___  dZ  __  dZ  _ 

dy—  °’  dy'— °’  ày"~° » àÿïï~C’ 

(n)  étant  l’ordre  le  plus  élevé  de  y dans  Z.  Ces  diverses  équ. 
devront  s’accorder  toutes  entre  elles , et  subsister  en  même 
temps,  quel  que  soit  x.  Si  cet  accord  a lieu , il  y aura  maximum 
ou  minimum  , et  la  relation  qui  en  résultera  entrer  et  x sera 
l’équ.  cherchée,  y = çx  , qui  aura  la  propriété  de  rendre  Z 
plus  grand  ou  plus  petit  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  rela- 
tion entre  x et  y.  On  distinguera  le  maximum  du  minimum  , 
suivant  les  théories  ordinaires , d’après  les  signes  des  termes 
du  2e  ordre  de  Z,.  Voyez  p.  3o5. 

Mais  si  toutes  ces  équ.  donnent  des  relations  différentes  entre 
x et  y y le  problème  sera  impossible  dans  l’état  de  généralité 
qu’on  lui  adonné;  et  s’il  arrive  que  quelques-unes  seulement  de 
ces  équ.  s’accordent  entre  elles,  alors  la  fonction  Z aura  des 
maxima  et  minima , relatifs  à quelques-unes  des  quantités 
y y yr , y" . . sans  en  avoir  d’absolus  et  de  communs  à toutes 
ces  quantités.  Les  équ.  qui  s’accordent  entre  elles  donneront 
les  relations  qui  établissent  les  maxima  et  minima  relatifs.  Et 
si  l’on  ne  veut  rendre  X un  maximum  ou  un  minimum  que  par 
rapport  à l’une  des  quantités^,  y* , y" . . ..  comme  alors  il  ne 
faudra  satisfaire  qu’à  une  équ. , le  problème  sera  toujours 
possible. 

884*  Il  suit  des  considérations  précédantes  , que  , 

i°.  Les  quantités  x et  y sont  dépendantes  l’une  de  l’autre  , et 
que  néanmoins  on  doit  les  faire  varier  comme  si  elles  étaient 
indépendantes  , puisque  ce  n’est  qu’un  procédé  de  calcul  pour 
parvenir  au  résultat. 

20.  Ces  variations  ne  sont  pas  infiniment  petites  ; et  si  l’on 
emploie  le  Calcul  différentiel  pour  les  obtenir,  ce  n’est  que 
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♦comme  en  moyen  expéditif  d’avoir  le  second  terme  du  déve- 
loppement , le  seul  qui  soit  ici  nécessaire. 

Appliquons  ces  notions  générales  à des  exemples.  v 
I.  Prenons  sur  Taxe  des  x d’une  courbe  deux  abscisses  m et 
et  menons  des  parallèles  indéfinies  à l’axe  des  y.  Soit  y ==  <px 
l’équ.  de  cette  courbe  : si  par  un  point  quelconque  on  mène  une 
tangente,  elle  coupera  nos  parallèles  en  des  points  qui  ont 
(n°  722)  pour  ordonnées  l=y-\-y'  ( m—x ) et  h—y-\-y'  (n—x')<. 
Si  la  forme  de  p est  donnée , tout  est  ici  connu  ; mais  si  elle  ne 
Test  point,  on  peut  demander  quelle  est  la  courbe  qui  jouit  de 
la  propriété  d’avoir,  pour  chaque  point  de  tangence  , le  produit 
de  ces  deux  ordonnées  plus  petit  que  pour  toute  autre  courbe* 
On  a ici  / X h t ou 

Z — [y  + (m  — xj  y]  \_y  -f  (n  — x)ÿ  ]. 

D’après  l’énoncé  du  problème  , les  courbes  qui  passent  par 
un  même  point  (x,  y),  ont  des  tangentes  de  directions  diverses,, 
et  celle  qu’on  cherche  doit  avoir  une  tangente  telle  que  la  con- 
dition Z — maximum  soit  remplie.  On  doit  donc  regarder  a?  et  y 
comme  constans  ; d’où 

dZ  sy  sx  — -m  — rc  ^ * L 1 

àÿ~°'  "y~  ~~  {x~—  m)  \x  — n)  æ •—  ni  (x  — n)  - 

puis  intégrant,  y^az  C^x — m)  (a;  — n). 

La  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole , selon  que  C est 
positif  ou  négatif;  les  sommets  sont  donnes  par  xz=m  et  ~ n : 
dans  le  1er  cas,  le  produit  l.h,  ou  Z,  est  un  maximum , parce  que 
a le  signe  — ; dans  le  2e,  Z est  un  minimum , ou  plutôt 
un  maximum  négatif  : ce  produit  est  d’ailleurs  constant 
ih  — — { C(m — 72) 2 , carré  du  demi-second  axe  ; c’est  ce  qu’on 
trouve  en  substituant  flans  Z pourj/  etj7  leurs  valeuis. 

IL  Quelle  est  la  courbe  pour  laquelle,  en  chacun  de  ses  points» 
le  carré  de  la  sous— normale  augmentée  de  1 abscisse , est  un 
minimum  ? On  a Z = ( yy ' + XY  > d’où  1>en  tire  deux  é<\u-  » 
cjui  s'accordent  en  ü&wantj'.y  et  par  suite  x ~j~y  ’ * 
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donc  tous  les  cercles  décrits  de  l'origine  comme  centre , satis- 
font seuls  à la  question. 

885.  La  théorie  que  nous  venons  d’exposer  n’est  pas  d’une 
grande  étendue  ; mais  elle  sert  de  développement  préliminaire  , 
utile  pour  l’intelligence  du  problème  beaucoup  plus  intéressant 
qui  nous  reste  à résoudre.  Il  s’agit  d’appliquer  tous  les  raison- 
ïiemens  précédons  à une  fonction  de  la  forme  j Z : le  signe  / 

indique  que  la  fonction  Z est  différentielle  , et  qu’après  l’avoir 
intégrée  entre  les  limites  désignées  , on  veut  la  faire  jouir  des 

propriétés  précédentes.  La  difficulté  qui  se  rencontre  ici  vient 
donc  de  ce  qu’il  faut  résoudre  le  problème  sans  faire  l’intégra- 
tion • car  on  voit  assez  qu’il  est  en  général  impossible  de  l’exé- 
cuter. 

Lorsqu’un  corps  se  meut,  on  peut  comparer  entre  eux,  soit 
les  divers  points  du  corps  dans  l’une  de  ses  positions  , soit  le  lieu 
qu’occupe  successivement  un  point  désigné  dans  les  instans 
suivans.  Dans  le  ier  cas  , le  corps  est  considéré  comme  fixe,  et 
le  signe  d se  rapportera  aux  changemens  des  coordonnées  de  sa 
surface  ; dans  le  2e,  on  doit  exprimer,  par  un  signe  nouveau,  des 
variations  tout-à-fait  indépendantes  des  ireî,  et  nous  nous 
servirons  de  L Quand  nous  considérons  une  courbe  immobile , 
ou  même  variable,  mais  prise  dans  l’une  de  ses  positions,  dar,  d y... 
annoncent  une  comparaison  entre  ses  coordonnées;  mais,  pour 
avoir  égard  aux  divers  lieux  qu’occupe  un  même  point  d’une 
courbe,  variable  de  forme  selon  une  loi  quelconque,nous  écri- 
rons (Lu,  ê'y.  . .,  qui  désignent  les  accroissemens  considérés 
sous  ce  point  de  vue,  et  sont  des  fonctions  de  x , y.  . . Pareil- 
lement dx  devenant  d(x-f-Lc),  croîtra  de  dLr  ; d2x  croîtra  de 
dELc , etc. 

Observons  que  les  variations  indiquées  par  le  signe  & sont 
finies  , et  tout-à-fait  indépendantes  de  celles  que  désigne  la 
caractéristique  d : les  opérations  auxquelles  ces  signes  se  rap- 
portent étant  pareillement  indépendantes  , l’ordre  dans  lequel 
on  l’exécutera  doit  être  indifférent  pour  le  résultat.  De  sorte 
que  iï'.àx  et  d.Lr  sont  deux  choses  identiques  , aussi  bien  quu 
d2.Lr  et  tf'.d^..  et  que  f^U  et  ê'/U. 
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Tl  s'agit  maintenant  d’établir  des  relations  entre  x ,y , z.  . . t 
de  manière  que/Z  soit  un  maximum  ou  un  minimum  entre 
des  limites  désignées.  Afin  de  rendre  les  calculs  plus  symétri- 
ques, nous  ne  supposerons  aucune  différentielle  constante  . d ail- 
leurs nous  n’introduirons  ici  que  trois  variables,  parce  qu  il  sera 
aisé  de  généraliser  les  résultats,  et  que  cela  suffit  pour  entendre 
la  théorie.  Pour  abréger,  remplaçons  dx,  d2x...,  dy}  dy...>  etc., 
par  x,  t X/,.  . . , yr  , y/r»  . - , etc‘  > de  sorte  que 

z =.  F(x } x, , x,,... , y,  yr  > z3  z'  &/•••)• 
x j y et  z recevant  les  accroissemens  arbitraires  et  finis 
fx,  <Ey,  tey  dx  ou  xr , devient  d(x  -j-J'x)  = dx  + <^dx  ou 
x,  -j-  céx,  ; de  même  x,r  croit  de  S'Xn , et  ainsi  des  autres  , de 
sorte  qu’en  développant  Zt,  par  le  théorème  de  Taylor,  et  in- 
tégrant , /Z  devient 


/z,  =fz+f(y.îx+Ty.  ïy+â-  • **+ àx,  ■ ^,+  dÿ  ** 


La  condition  du  maximum  et  du  minimum  exige  que  l’inté- 
grale des  termes  du  1er  ordre  soit  nulle  entre  les  limites  dési- 
gnées , quels  que  soient  ïx , ïy  et  te , ainsi  qu’on  l’a  vu  précé- 
demment. Prenons  la  différentielle  de  la  fonction  connue  Z , en 
regardant  x , x, , x„...  y,  yf3  y/r—>  comme  autant  de  variables 

indépendantes-,  nous  aurons 

dZ~mdx-\-  ndxr  +pàxM-»+Mày+Này, , 


m , 7i... , My  N... , p,  v... , étant  les  co^fficiens  des  différences 

partielles  de  Z par  rapport  à x , Xt ... , y y yt • ••  > z > -/•••  > traites 
comme  autant  de  variables;  ce  sont  donc  des  fonctions  connues 
pour  chaque  valeur  proposée  de  Z.  En  pratiquant  cette  différen- 
ciation absolument  de  la  même  manière  par  le  signe  ^ on  a 


ê'Z  = m.te  + n.Mx  -f  p . te2x  + q . M*x  +•  • • T 
4.  M.ïy  ~f  NMy  + PMy  -+•  QM3y  ff- . . - > 

4-  » . te  -h  r , ^ds  4-  tr.te2z  A-^^édz  4”-  • • J 
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Or,  cette  quantité  connue , et  dont  le  nombre  des  termes  est 
limité,  est  précisément  celle  qui  est  sous  le  signe /,  dans  les 
termes  du  ier  ordre  de  notre  développement  : en  sorte  que  la 
condition  du  maximum  ou  du  minimum  demandée,  est  que 
fiZ  7=  O , entre  les  limites  désignées , quelles  que  soient  les  va- 
riations «br , <by,  J'z.  Observons  qu’ici , comme  précédemment, 
le  calcul  différentiel  n’est  employé  que  comme  un  moyen  facile 
d’obtenir  l’assemblage  des  termes  qu’il  faut  égaler  à zéroj  de 
sorte  que  les  variations  sont  encore  finies  et  quelconques. 

Nous  avons  dit  qu’on  pouvait  mettre  d.J'lc  au  lieu  de  <Fdx  ; 
ainsi  la  ire  ligne  de  l’équ.  équivaut  à 

m . -f-  n . defo:  -f-  p . d2*h;  -f-  q . d3<Ec  -f-  etc. 

m , n...  contiennent  des  difFér.  , de  sorte  que  le  défaut  d’homo- 
généité n’est  ici  qu’apparent.  Il  s’agit  maintenant  d’intégrer;  or, 
la  suite  du  calcul  fera  voir  qu’il  est  nécessaire  de  dégager  du 
signe  /,  autant  que  possible,  les  termes  qui  contiennent  dL 
Pour  y parvenir  on  emploie  la  formule  de  l’intégration  par  par- 
ties , (p.  358); 

fn . d^x  —n.ê'x  — fdn.^x  f 

fp.d2ê"x  = p.d^x  — dp.^c-f-  /d2p.«Ec , 

jq.d3fx  = q.d2^x — dq . d^x  d2q . ^x  — fd3q.^x f etc. 

En  réunissant  ces  résultats , on  a cette  suite  dont  la  loi  est  facile 
à saisir, 

f(m  — dn  -f-  dy  — d3q  -f-  db*  — . . .)  Jx 
~f-(72-d/7+d2q-d3r. . .)Lc-f- ( p-dq-fd2r. . .)d  «Lc-f  (q-dr. . .)  d2<Lc. . . 

L’intégrale  de  (Z)  , ou  /.<FZ  = o,  devient  donc 

(B)-  - .f[(m—dn+d>p...)<rj:-t-(M—dl\r+d*P...)<fÿ+(/u—dy...)<rz]=o  , 

{(n—dp+dy...)J'x+(2V—  dP+d>Q...)fy+(v— dsr-f....)(te 

Mp— d<7+dar...)d<TÆ+(P— dÇ d*....)dds 

“H <7 — dr....)da<Rr-+-  etc )~\~K=zo , 

K étant  la  constante  arbitraire.  Nous  avons  coupé  notre  équ. 
en  deux , parce  que  les  termes  qui  restent  sous  le  signe  / ne 
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pouvant  être  intégrés , à moins  qu’on  ne  donne  à £x  , fy,  ê'z,  des 
valeurs  particulières , ce  qui  est  contre  l’hypothèse , fâZ  ne 
peut  devenir  — o,  qu’autant  que  ces  termes  sont  nuis  à part* 
et  même  si  la  nature  de  la  question  n’établit  entre  ^ x,  iïy  et  „ 
aucune  relation,  l’indépendance  de  ces  variations  exige  que 
1 équ.  (. B ) se  partage  en  trois  autres, 

o = m — - dn  + d2p  — d3q  -f-  d^r  — . . . 
o =M  — d2V  + da.P  — d3Q-fdhR  — . . . 
o — ^ — - dv  -f-  dV  ■ — d3%  -f-  d4p  — . . . 

886.  Donc  pour  trouver  les  relations  entre  x , y et  z , qui 
rendent  fZ  un  maximum , on  prendra  la  différentielle  de  la 
fonction  donnée  Z , en  considérant  x , yt  z,  dx}  dy)  dz,  d2x... 
comme  autant  de  variables  indépendantes,  et  en  se  servant  de  la 
lettre  ^ pour  désigner  les  accroissemens  ; c’est  ce  qu’on  appelle 
prendre  la  variation  de  Z.  Comparant  le  résultat  à l’équ.(^) „ 
on  en  tirera  les  valeurs  de  m , M}  p,  n,  Ab.. , enr,j,  z,  et 
leurs  différences  exprimées  par  d.  Il  faudra  ensuite  les  sub- 
stituer dans  les  équ.  C et  D ) la  ire  se  rapporte  aux  limites 
entre  lesquelles  le  maximum  doit  exister;  les  équ.  ( D ) con- 
stituent les  relations  cherchées  ; elles  sont  différentielles  entre 
x,  y et  z,  et,  sauf  le  cas  d’absurdité,  elles  ne  peuvent  former  des 
conditions  distinctes,  puisqu’elles  détermineraient  des  valeurs 
numériques  pour  les  variables.  Si  la  question  proposée  se  rap- 
porte à la  Géométrie , ces  équ.  sont  celles  de  la  courbe  ou  de 
la  surface  qui  jouit  de  la  propriété  demandée. 

887.  Comme  l’intégration  est  effectuée  et  doit  être  prise  entre 
des  limites  désignées,  les  termes  qui  restent  et  composent  l’équa- 
tion (C)  se  rapportent  à ces  limites;  elle  est  devenue  de  la 
forme  K -f-  L =a  o,  L étant  une  fonction  de  x,  yy  z , £r,  J'y, 
&z...  Marquons  d un  et  de  deux  nccens  les  valeurs  numériques 
de  ces  variables  à la  ire  et  à la  2e  limite.  Comme  l’intégrale 
doit  être  prise  entre  ces  limites,  il  faut  marquer  les  divers 
termes  de  L , qui  composent  1 equ.  (C)  d’abord  d’un,  puis  de- 
deux  accens  ; retrancher  le  i£r  résultat  du  2e,  et  égaler  à zéro 
(Iî<s  799)  j de  sorte  que  i’équ.  £•//— Z»/r=  o ne  renfermera  plus 

2.  3i, 
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de  variables,  puisque  x , à'x...  auront  pris  les  valeurs  x, , <^X/..., 
xn , â'X/r... , assignées  par  les  limites  de  l’intégration.  On  ne 
doit  pas  oublier  que  ces  accens  se  rapportent  aux  limites  de 
l’intégrale,  et  ne  désignent  pas  des  dérivées. 

Il  se  présente  maintenant  quatre  cas. 

i°.  Si  les  limites  sont  données  et  Jixes  (*)>  c.-à-d.  si  les 
valeurs  extrêmes  de  x,  y et  z sont  constantes,  comme  $xf, 
d^x,,  etc.,  , dà'x/, , etc. /sont  nuis,  tous  les  termes  de  L, 
et  L,,  sont  zéro  , et  l’équation  (C)  est  satisfaite  d’elle-même. 
Alors  on  détermine  les  constantes  que  l’intégration  introduit 
dans  les  équ.  (D)  , par  les  conditions  que  comportent  les  li- 
mites. 

2°.  Si  les  limites  sont  arbitraires  et  indépendantes , alors 
chacun  des  coefficiens  de  è'x, , ^X//... , dans  l équ.  (C) , est  nul 
en  particulier. 

3°.  S’il  existe  des  équ . de  conditions  pour  les  limites  (**)> 
c.-à-d.  si  la  nature  de  la  question  lie  entre  elles , par  des  équ.  , 
quelques-unes  des  quantités  xv,  yr , zf , xf/ y yn , zff , on  se  ser- 
vira des  différ.  de  ces  équ.  pour  obtenir  plusieurs  des  varia- 
tions ê'x, , <ty, , iïz,,  cbr,,... , en  fonction  des  autres  • en  substi- 
tuant dans  Lrr  ■ — Lr  = o , ces  variations  se  trouveront  réduites 
au  plus  petit  nombre  possible  : ces  dernières  étant  absolument 
indépendantes  , l’équ.  se  partagera  en  plusieurs  autres,  en  éga- 
lant leurs  coefficiens  à zéro. 

-5 

Au  lieu  de  cette  marche,  on  peut  prendre  la  suivante,  qui 
est  plus  élégante.  Scient  uz=.  o , v — o... , les  équ.  de  conditions 
données  ; on  multipliera  leurs  variations  S'a , àV...  , par  des  in- 


(*)  Ce  cas  revient,  en  Géométrie,  h celui  où  l’on  cherche  une  courbe  qui, 
outre  qu’elle  doit  jouir  de  la  propriété  de  maximum  ou  minimum  demandée, 
doit  encore  passer  par  deux  points  donnés.  Les  équ.  ( D ) sont  celles  de  la  courbe 
cherchée j on  en  détermine  les  constantes  par  la  condition  que  cette  courbe 
passe  par  les  deux  points  dont  il  s'agit. 

(**)  Cela  signifie,  en  Géométrie,  que  la  courbe  cherchée  doit  être  terminée 
à des  points  qui  ne  sont  plus  fixes,  mais  qui  doivent  être  situés  sur  deux 
courbes  ou  deux  surfaces  données. 


I 
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déterminées  A , a'...;  ce  qui  donnera  aJ' u~\~ a'<JV  , fonction 
connue  de  £xf , £x/f  , <J"yy...  Ajoutant  cette  somme  à L,,  — Lf 
on  aura 

L/r  — — Lf  -j"  A S'il  -f-  A^JV  ”4”,..  ==  O...  (/£). 

On  traitera  toutes  les  variations  ê'x,,  J'x,,...,  comme  indé- 
pendantes, et  égalant  leurs  coefïiciens  à zéro  , on  éliminera 
entre  ces  équ.  les  indéterminées  a,  a'...  On  parviendra  par  ce 
calcul  au  même  résultat  que  par  la  méthode  précédente  ; car 
on  n’a  fait  que  des  opérations  permises,  et  on  obtient  ainsi  le 
même  nombre  d’équ.  finales.  Ce  calcul  revient  à la  méthode 
d’élimination  donnée  dans  l’Algèbre  (n°  111). 

Il  faut  observer  qu’on  ne  doit  pas  conclure  de  uzzz  op 
v = o...,  qu’aux  limites  on  ait  du  = o,  dv^o.,,.;  ces  condi- 
tions sont  indépendantes,  et  peuvent  fort  bien  ne  pas  coexister. 
Si  toutefois  la  chose  avait  eu  lieu  ainsi  (*)  , il  faudrait  regarder 
du  = o,  du  ==  o...  , comme  de  nouvelles  conditions,  et  outre 
le  Ai , il  faudrait  aussi  comprendre  A'-^du,.-. 

4*.  Nous  ne  dirons  rien  pour  le  cas  où  l’une  des  limites  est 
fixe  et  l’autre  assujétie  à certaines  conditions,  ou  même  tout- 
à-fait  arbitraire  (**)  parce  qu’il  rentre  dans  les  trois  cas  pré- 
cédens. 

888.  Il  pourrait  aussi  arriver  que  la  nature  de  la  question 
assujétît  les  variations  ê'x , £ y et  à de  certaines  conditions 
données  par  des  équ.  ■«  = o,  0 rrr  o... , et  cela  indépendamment 
«les  limites;  comme,  par  ex. , lorsque  là  courbe  cherchée  doit 
être  tracée  sur  une  surface  courbe  donnée.  Alors  l’équ.  ( B ) ne 
se  partagerait  plus  en  trois,  et  les  équ.  (D)  n’auraient  plus  lieu. 
Il  faudrait  d’abord  réduire,  comme  ci-dessus  , les  variations 


(*)  S’il  s’agit  d’une  question  de  Géométrie  , ta  courbe  chercbe'e  doit,  dans 
ce  cas,  avoir  à sa  limite  un  contact  d’un  certain  ordre  avec  la  courbe  ou  la 
surface  dont  l’e'qu.  est  u — o. 

{**)  Alors  la  courbe  cherchée  a une  de  ses  extrémités  assujétie  à passer  par 
un  point  fixe  , tandis  que  l’autre  doit  être  ou  quelconque,  ou  située  sur  une 
courbe  ou  une  surface  donnée. 

3i., 


i 
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au  plus  petit  nombre  possible  dans  la  formule  ( B ) à l’aide  des 
équ.  de  condition,  et  égaler  à zéro  les  coefficiens  des  variations 
restantes  ; ou , ce  qui  revient  au  même,  ajouter  à (Z>)  les  termes 
xJ't  -f-  x'à'Q  -f-...  ; partager  cette  équ.  en  d’autres  en  y regardant 
èx , <fy,  è'z  comme  indépendantes;  enfin,  éliminer  les  indé- 
terminées A , A... 

Nous  ferons  observer  que,  dans  les  cas  particuliers,  il  est 
souvent  préférable  de  faire  , sur  la  fonction  donnée  Z ,>4:ous  les 
calculs  qui  ont  conduit  aux  équ.  ( B ) et  (C)  , au  lieu  de  com- 
parer chaque  cas  particulier  aux  formules  générales  précé- 
demment données. 

Tels  sont  les  principes  généraux  du  calcul  des  variations  : 
appliquons-îes  à des  exemples. 

889.  Quelle  est  la  courbe  CMK  (fig.  24)  dont  la  longueur 
MR,  comprise  entre  deux  rayons  vecteurs  AM  et  AK,  est  la  plus 
petite  possible?  On  a ( nts  765,  729)  s=f\/(r*dQ2-\-dr'1)~  Z, 
il  s’agit  de  trouver  la  relation  r = <p6> , qui  rend  Z un  minimum  ; 
la  variation  est 

2 y rd9a . h'  -f-  r2d0 . <fdfl  -f.  dr . «fdr 

P'Yr2dTa-f-  dr2)  3 

comparant  a l’équ.  ( A ) , où  l’on  suppose  x = r,  y zzz  B 

rdP  ^ V-»** 

di’ 


on  a 


m 


ds 

les  équ.  (Z?)  sont 


72 


M — 0 , 


ds 


rdô3 

ds 


O- 


2dô 


ds 


c. 


-h  dr3, 


•En  éliminant  dé , puis  ds  , entre  ces  équ.  et  ds2z=  fJ dô! 
on  reconnaît  qu’elles  s’accordent;  en  sorte  qu’il  suffit  d’intégrer 
î une.  Mais  la  perpend.  AI , abaissée  de  l’origine  A sur  une 
tangente  quelconque  TM , est 


AI  — AM  x sin  AMT 1 
qui  équivaut  (p.  553)  à 

r tang/3  r2dfl 


r sin/3 , 


l/(l  + tang^)* 


ou 


r*dé 


y^r^dô*  -f-  dr2)  ds 


c) 


\ 
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et  comme  cette  perpend.  est  ici  constante,  la  ligne  cherchée  est 
droite.  Les  limites  M et  K étant  indéterminées , l’emploi  des 
équ.  ( C ) n’a  pas  été  nécessaire. 

890.  Trouver  la  plus  courte  ligne  entre  deux  points  donnés , 
ou  deux  courbes  données. 

La  longueur  5 de  la  ligne  est  fZ—f\/(dx*  + dy2  -f-  dz,2)  , 
(n°  75 1 ) -,  il  s’agit  de  rendre  cette  quantité  un  minimum  ; on  a 


ds'  1 ds  ~ J ' ds 
et  comparant  avec  la  formule  (^),  on  trouve 

m~o}  o,  (z 


dx  dy  dz 

°>  n=Âs’  A==dï>  ' = CÜ: 


les  autres  coefïïciens  P}  p,  tt...  sont  nuis.  Les  équations  (£>) 
deviennent  donc  ici 


d’où  l’on  conclut  àx~  ads  , dy  = éds  et  dz,  câs.  En  carrant 
et  ajoutant,  on  obtient  a2  -f-  ù2  + c*  = 1 5 condition  que  les 
constantes  a , b,  c doivent  remplir  pour  que  ces  équ.  soient 
compatibles  entre  elles.  Parla  division  on  trouve 

i-  ~ , ~ = -s  d’où  bx~ciy  -f-  af,  ex  — az  -f-  b'  ; 

éx  a ux  a 

/ * ' » 

les  projections  de  la  ligne  cherchée  sont  donc  des  droites  j ainsi 

cette  ligne  est  elle-même  une  droite. 

Pour  en  déterminer  la  position  , il  faut  connaître  les  cinq 
constantes  a , by  c , a et  b'.  S’il  s’agit  de  trouver  la  plus  courte 
distance  entre  deux  points  fixes  donnés  (fig.  63)  , A{^Xtytz)  , 
C(x,,y,,z,,')  , il  est  clair  que  S'x, , ê'x,, , & y t . . . sont  nuis  , et  que 
l’équ.  {C)  a lieu  d’elle-même.  En  assujétissant  nos  deux  équa- 
tions à être  satisfaites  lorsqu’on  y substitue  x,  yx,, , yf,„  pour 
x } y et  zt  on  obtiendra  quatre  équ.,  qui,  avec  a*  -j-  ù2+  c2  =1  # 
déterminent  nos  cinq  constantes. 

Supposons  que  la  2e  limite  soit  un  point  fixe  C dans  le  plan 


I 
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ccy,  et  la  ire  une  courbe  AB , située  aussi  dans  ce  plan  ; î’équa- 
tion  bx=ay+a'  suffit  alors.  Soit  y,z=  fx, , l’équ.  de  AB\ 

on  tire  S'y  ^ AS. rA-  l’équ.  (C)  devient  L — ^-.Sx  4.  àl.Sy 

ds  ds  } ’ 

et  comme  la  2e  limite  C est  fixe  , il  suffit  de  combiner  ensemble 
jes  equ.  à y,  — ASx,t  et  dxr ..Sx, ~f“  dy,  .Syrr=z  o.  En  éliminant 
S'y,  on  obtient  gx,  -f-  Adyr~^  o. 

On  aurait  pu  aussi  multiplier  l’équation  de  condition.... 

S'y,  — ASx,  =0  par  l’indéterminée  A,  et  ajouter  à L,,  ce  qui 
eût  donné 

dx,  . d\v 

’ èxt  + * ty'  + A*>  ~ •S'xr—o  y 


d’où 


dx' 

dsr 


dy^ 

■ü— : n i 


A i = 0 5 ^-4-  A 

ds' 

* / 

Éliminant  A,  on  obtient  de  même  dx,  -f*  /^djy  — o. 


Mais  puisque  le  point  A(pc,>y,')  f est  sur  notre  droite  AC)  on 

a aussi  êdx,  =3  cidy,  ; d’où  a^=.—  bA}  et  ^ ~ L — t ■ Ce 

dx  A a' 

qui  fait  voir  que  la  droite  AC  est  normale  (n°  728)  à la  courbe 
proposée  AB.  La  constante  a ' se  détermine  par  la  considération 
de  la  2e  limite  qui  est  fixe  et  donnée. 

îî  serait  facile  d’appliquer  le  raisonnement  précédent  aux 
trois  dimensions,  on  parviendrait  à la  même  conséquence;  on 
peut  donc  conclure  qu’en  général , la  plus  courte  distance  AC 

(fig.  63),  entre  deux  courbes  AB  x CD , est  la  droite  qui  leur 
est  normale. 


Si  la  plus  courte  ligne  demandée  devait  être  tracée  sur  une 
surface  courbe,  dont  o serait  l’équ. , alors  l’équ.  (B)  ne 
se  décomposerait  plus  en  trois,  à moins  qu’on  n’y  ajoutât  le 
terme  A Sir,  alors  on  pourrait  regarder  Sx,  S'y  et  Sz  comme 
indépendans  , et  on  trouverait  les  relations 


dx 


a — , . ,dy  , du 

+ A 0>  dj+,  > 


ds  1 dy 


dz  d 


O. 
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Éliminant  A,  on  a les  deux  équations 

ï <(£)■ = © ■>  (£)  • © a © = © d © ■ 


qui  sont  celles  de  la  courbe  cherchée. 

Prenons  pour  exemple  la  moindre  distance  A C mesurée  sur 

une  sphère  qui  a son  centre  à 1 origine  : d où 


u: 


X‘ 


-f-y-H 


•r*=o, 


du 

dx 


— 2x , 


du 

dj' 


du 

zy’  ds: 


2 Z. 


Nos  équations  deviennent,  en  prenant  ds  constant, 

adaa;  = tfd9z,  ^==yd**,  d’où  j>dax  ==*<!>  . 

Intégrant , on  a 

ad*  — *di=ad*,  zày-ydz—Ms,  ytoc— *dy.=  edi. 

En  multipliant  la  i“  de  ces  équ.  par  — y,  la  fl*  par  x,  la  S* 
par  z , et  ajoutant , on  trouve  ay  — bx  + cz  , equ.  d un  plan 
qui  passe  par  l’origine  des  coordonnées.  Ainsi , la  courbe  cher- 
chée est  le  grand  cercle  AC  (flg.  63),  qui  passe  par  les  deux 
points  donnés  A et  C,  ou  qui  est  normale  aux  deux  courtes 
AB  et  CD,  qui  servent  de  limites,  et  sont  données  sur  la 

surface  sphérique.  , 

891.  Lorsqu’un  corps  se  meut  dans  un  üuide,  il  en  éprouvé 

une  résistance  qui  dépend  de  sa  forme,  toutes  circonstances 
égales  d’ailleurs  : si  ce  corps  est  de  révolution  et  se  meut  dans 
le  sens  de  son  axe , la  Mécanique  prouve  que  la  résistance  est 
la  moindre  possible  , quand  l’équation  de  la  courbe  génératrice 


remplit  la  condition 

y*?  ... 


/a 


minimum } ou 


yy‘ 


/3dx 


_ dxa+dy  ' i+y\ 

Déterminons  cette  courbe  génératrice  du  solide  de  moindre  ré- 
sistance. En  prenant  la  variation,  on  trouve 

— aydy3 dx  __  — 


!% \ 2 } 


m — o , n — ^ dy  )i  ( i 4“  / a) 


o... 


M = 


dy3 


y/?Jdx 


dx  -+■  dja  1 -h J 


/a  > 


Ar 


yV/a(3  ”f-y2) 

0 +y‘T 
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3a  2e  equ.  (D)  est  M cLY—  o;  et  il  suit  du  calcul  qu'on  vient 
de  faire  sur  Z , que 

d(7+yï)  = M-  üx  + — / diV  + ivd/, 

Wm  \ 

à cause  de  M = diV.  Ainsi , en  intégrant,  on  a 

« + _Æ_ = Ay = /y) 

14- y 2 J (i-h/T 

Donc  c(i  4- y2)2  — 2_yy3.  Observez  que  la  ire  des  équ.  (D), 
ou  772  drc— o,  aurait  donné  de  suite  ce  même  résultat,  — n=z=a; 
en  sorte  que  ces  deux  équ.  conduisent  au  meme  but.  On  a 


y 


a(i  +/*y 


2y 


/3 


en  substituant  pour  y sa  valeur,  cette  intégrale  est  facile  à ob- 
tenir ; il  reste  ensuite  à éliminer  y entre  ces  valeurs  de  x et  de 
y*  on  obtient  1 equ.  de  la  courbe  demandée,  contenant  deux 
constantes  qu’on  déterminera  d’après  des  conditions  données. 

892.  Quelle  est  la  courbe  ABM  (fig.  26),  dans  laquelle  l'aire 
BODM , comprise  entre  l'arc  ABM,  les  rayons  de  courbure  BO, 
MD,  qui  le  terminent , et  lare  OD  de  là  développée , est  un 
minimum  ? L’élément  de  l’arc  JM  est  d.?:=d.ry(i  4*  v'2);  le 

rayon  de  courbure  MD  est  (n°  733,  p.  3i7)  ; le  pro- 

duit  est  1 élément  de  l’aire  proposée , 


£ ___  0 +ya)Ldx (d.r2  4-  dy2)2 

y d x . d “y 

1!  s’agit  de  trouver  lequ.  y—fx,  qui  rend  fZ  un  minimum 
Prenons  la  variation  <fZ,  et  nous  bornant  à la  2e  des  équa^ 
Bons  (D),  qui  suffit  à notre  objet,  nous  trouvons 


3d—ôy  N—dP  = 4a> 


N 


da?24-dy 

dx.d^ 


( 1 4-  y'2)2 

y2.d.e  9 
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Or, 


48g 


d ~~y~  = Ndy' P ày” . dx = 4ady'-f-dP . dy'+  -Pdy" . dx, 

en  mettant  /^a  -J-  dP  pour  Ar.  D’ailleurs  y"dx  = dy',  change  ces 
deux  derniers  termes  en 


(/dP  -f  Pd/  ) dx  = à (Py"  ) . dx 


_„(<l±£ï> 


. fi  -L.  y'^Y 

Donc , en  intégrant,  4 — — = ay  -f-  b, 

y 


enfin , 


v"  = il  +ÿ‘Y  _ d/  , _ apy  + &yy 

■'  s («y  + 0“  dx-'  (t  + y»)»  1 

x==  c +Y^rT^  + ô-arc(taag=y): 


d' 


un  autre  côté  , y = fy'dx  = y'x  — fxdy' , ou 


y~ÿx  ~cÿ  —J'y^^d/—fbdy'.avc(tang=/); 


ce  dernier  terme  s’intégre  par  parties,  et  on  a 

y — y'x  — <y  — oy  — a)  arc(tang  = y ) + /. 

Éliminons  l’arc  tang.  entre  ces  valeurs  de  x et  de  y, 

by  — a(x  c)  -f-  + ¥> 

< /n  in  (hV— a)dx  , 5dy — adx 

J ds  V(Py  — ax  “h  b) 

enfin  (IV,  p.  358)  s = 2\/(by  — - ax  -f-  g)  -f-  h . 

Cette  équation,  rapprochée  de  celle  de  la  page  3q3,  montre  que 
la  courbe  cherchée  est  une  cycloïde,  dont  on  déterminera  les 
quatre  constantes  d après  un  égal  nombre  de  conditions  données» 

ds 

8q3.  Prenons  pour  3e  ex.  la  fonction  Z — — — — — , 5 étant 

V 0 — - h) 

un  arc  de  courbe,  ou  dp  ==  dx2  + dy2  4-  dp  : il  s’agit  de  rendre 
fZ  un  minimum.  Ce  problème  revient  à trouver  la  courbe  AO 
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(Fig.  62)  suivant  laquelle  un  corps  pesant  doit  tomber,  pour 
mettre  le  moins  de  temps  possible  à passer  de  C'  en  A ( voy . ma 
Mécanique  y n°  ig3).  Formant  la  variation  iïz , nous  trouvons 

âz 


d.ç 


dx 


^ 2[/(z .-hf  ' >l  às\/{z,-hy às\/(z-hy  às\/(z-h)3 

enfin,  m = M~p. . .=  0..  Les  équ.  D deviennent 

. t](  o....(o. 

yL  y (z — h)  J \ds|/(z. — h)  J 

1 

ISous  omettons  ici  la  3e,  qu’on  peut  démontrer  être  comprise 
dans  les  deux  autres  : condition  sans  laquelle  le  problème  pro- 
posé serait  absurde.  En  intégrant,  et  divisant  l’un  par  l’autre  les 
résultats,  on  obtient  dy  — adx;  ce  qui  prouve  que  la  projection 
de  la  courbe  sur  le  plan  xy  est  une  droite,  et  que,  par  consé- 
quent, cette  courbe  est  décrite  dans  un  plan  perpend.  aux  xy. 
Prenons  ce  plan  pour  celui  des  xz\  la  ire  des  équ.  (1)  subira-, 
et  nous  aurons  kàx  — ds  [/(z  — h ) *,  et  comme  ds2  ~ dx2  -f-  dz.2, 

d z.  \/(z  — h) 
on  trouve  + 

reconnaît  que  cette  équ.  est  celle  d’une  cycloïde  ( voy . p.  309) 
dont  k 2 est  le  diamètre  du  cercle  générateur. 

Quand  les  limites  sont  deux  points  fixes  A et  C (fig.  fis),  il 
n’y*  a aucune  autre  condition  à remplir,  si  ce  n est  de  faire 
passer  la  cycloïde  AC'  par  ces  deux  points  , œ qui  détermine 
les  valeurs  des  constantes  k et  h. 

I 

Si  la  2e  limite  est  un  point  fixe  C ! , et  si  la  ire  est  une  courbe 
AB  située,  ainsi  que  le  point  fixe,  dans  îe  plan  vertical  des  xa, 
on  a è'Xn  = iï'z,,  = o . 


y N: 


dy 


-,  En  posant  z~k*-+-h — -n,  on 


et 


L, 


d.r. 


âz, 


àsf  — h)  ' ds>  \/  ( z / — h ) 


. y Z'7  . 


ï!  suffit  de  rendre  L,  nul,  en  ayant  égard  à la  ire  limite  qui 
est  une  courbe  AB  dont  x^‘=zfzr  est  1 equ,  donnée.  O11  en 
déduit  <ÿX/  — A y Z/  o j multipliant  par  a,  ajoutant  à Lr}  oa 
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trouve  les  deux  équ. 


d Zr 


— Ax  = o. 


-ds,y/(2v  — h) 


5 d.?/\/(z/ -— &) 


En  éliminant  A,  on  obtient  éz,  AAxt  = o.  La  cycloide  dévia 
donc  couper  à angle  droit  la  courbe  donnée  AB\  la  constante  k 
sera  déterminée  en  comparant  1 équ.  de  la  cycloide  à la  pre~ 
cédente. 

On  trouverait  dans  les  trois  dimensions  la  meme  conséquence, 
de  sorte  que  la  courbe  de  plus  vite  descente,  en  partant  dune 
eourbe  quelconque  CD  (fig.  63) , pour  aller  à une  autre  Ab  , 
est  une  cycloide  A1  Cf  normale  a ces  deux  dernieres.  La  meme 
chose  aurait  aussi  lieu  si  les  deux  limites  étaient  prises  sur  deux 
surfaces  courbes , ainsi  qu’on  peut  s en  convaincre. 

Quand  la  courbe  doit  être  tracée  sur  une  surface  donnée  par 
son  équation  i/  = ü,  {B)  ne  se  partage  en  trois  equ.  qu  après 
avoir  ajouté  Xcï'ii,  ce  qui  donne,  au  lieu  des  equ.  (i),  trois  equ, 
entre  lesquelles,  éliminant  A,  on  aurait  celles  de  la  courbe 
cherchée.  Si  l’on  avait  pour  limites  deux  points  Fixes , les  con- 
stantes seraient  déterminées  par  la  condition  que  la  courbe 
passât  par  ces  deux  points  : lorsqu’on  a pour  limites  deux 
courbes,  celle  qu’on  cherche  doit  les  couper  à angle  droit 
comme  ci-dessus.  Ainsi,  le  reste  du  problème  est  le  même  dans 
les  deux  cas. 

894.  Quelle  est  la  courbe  BM  (Fig.  55)  dont  la  longueur  s 
est  donnée , qui  passe  en  B et  en  M,  et  qui  intercepte  entre  ses 
ordonnées  terminales  BC,  PM  et  l’axe  Ax,  l aire  la  plus 
grande ? fyàx  doit  être  un  maximum , l’arc  s étant  constant  : 
il  faut  donc  combiner  la  variation  de  fZ—fyàx  avec  celle 
de  / l/(dx5-f-dy£) — const.=o,  suivant  ce  quon  a vu  n°  888,  afin 
de  pouvoir  partager  l’équ.  B en  deux  autres.  On  trouve  pour 
la  variation  complète 


d’où 


/ 


4 92 
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et 


y + A 


dx 
d s 


c y x 


€es  équ.  sont  identiques,  puisqu’en  intégrant  l’une  ou  l'autre  on 
parvient  au  même  résultat;  on  ne  doit  donc  pas  éliminer  A entre 
elles.  La  ire  donne,  en  mettant  p/(dx2  + dy2)  pour  às , 


A2. 


La  courbe  cherchée  est  donc  un  cercle;  suivant  qu’il  tourne  sa 
convexité  ou  sa  concavité  à l’axe  des  x , l’aire  est  un  minimum 
ou  un  maximum.  On  doit  déterminer  les  constantes  c,  c et  a 
par  la  condition  que  le  cercle  passe  par  les  points  B et  M , et 
que  l’arc  BM  ait  la  longueur  exigée.  Tel  est  le  plus  simple  des 
problèmes  d ' Isopérimètres. 

8q5.  Quelle  est  la  courbe  BM  (fig.  55),  pour  laquelle  l’aire 
BCMP  soit  donnée , l'arc  BM  étant  le  plus  court  possible ? 
On  a ici  /\/(dxa  + dy2)  = minimum , avec  la  condition... 
fyàx  — const.  =:  o.  En  imitant  le  raisonnement  ci -dessus, 
on  obtient 

dx  dy 

S+AJ._C,  xv-~  = c, 

équ.  visiblement  les  mêmes  que  celles  que  nous  venons  de 
trouver  : le  cercle  est  donc  encore  la  courbe  demandée. 

On  demande  quelle  doit  être  la  courbe  MK  (fig.  24) 
la  plus  courte  possible , l'aire  MAK  comprise  entre  les  deux 
rayons  vecteurs  AM,  AK  étant  donnée? 

On  doit  avoir  5 f\/ (dx2  -f-  dy2)  = minimum  , avec  la  con- 
dition (n°  729)  , fl  (xdy  — ydx)  = const.  : ce  qui  donne 

dx . -f-  dy . <Wy 

d~ i *(dy . ^x+x . ^dy— -dx . ty—y . JMx)=o. 

i '%  — d (jjj  —if — o,  a «Le  + cl (^  + i f = O. 

Ces  équ.  s’accordent  visiblement,  et  il  suffit  d’intégrer  la  t“ , 
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A étant  une  constante  arbitraire;  il  vient 

^y  + c=^,  ou  (Ay  + c)dy  = dx  l/[  i — (A_y  + c)'']. 

On  fera  Ay + c = z,  et  l’intégration  sera  facile  (n°  7S9,  IY)  : 
on  trouvera  (ax  + è)“  + (Aj  + c)“  — 1 , ou  , si  l’on  veut  » 
+ + La  courbe  cherchée  est  donc  un 

cercle,  assujéti  à passer  par  les  points  31  et  K } et  à former 
Faire  31AK  de  grandeur  donnée.  En  sorte  que  toute  autre 
courbe , passant  par  deux  points  M et  K de  cette  circonférence, 
et  formant  la  même  aire,  aurait  Tare  intercepté  dans  l’angle 
31  AK  plus  long  que  l’arc  de  cercle,  quels  que  soient  les  points 
M et  K.  On  verra  de  même  que  le  cercle  répond  aussi  au  pro- 
blème inverse  : de  toutes  les  courbes , d’égale  longueur  entre 
deux  points  donnés , quelle  est  celle  dont  l’aire  MAK  est  un 
maximum  ? 


897.  Parmi  toutes  les  courbes  planes , terminées  par  deux 
ordonnées  BC,  PM  (lig.  5i),  qui  engendrent  dans  leurs  révo- 
lutions des  corps  dont  l’aire  est  la  même  > on  demande  quelle 
estcell  e qui  produit  le  plus  grand  volume ? 

On  a =:  maximum , et  /2jry  l/(d,r2 -f-  dj'2)  =const. 

D’où  il  est  facile  de  tirer 


üùydx 

~tr+r=c> 


yàx  + *às=iÇ^. 


Ces  équ.  s’accordent  entre  elles,  et  la  ire  donne 


dx  = 


(c  — y»)  dy 

V C4A'y  — O — yTJ 


(O- 


Si  la  constante  c = o , on  trouve  dx  = 


— ydy 


d; 


ou 


(x  — b)2  -f-ya  = 4a2  ; équ.  d’un  cercle  dont  le  centre  est  en 
un  lieu  quelconque  de  l’axe  des  x,  et  qui  doit  passer  par  les 
deux  points  donnés.  Toutefois  ce  cercle  ne  répond  au  problème 
qu’autarit  que  Faire  engendrée  par  la  révolution  de  Farc  CM 
se  trouve  avoir  l’étendue  exigée  : en  effet,  l’équ.  intégrale  ne 
renferme  que  deux  constantes  , qu’on  déterminera  par  la  coa» 
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dition  que  la  Vgne  passe  par  les  points  C et  M.  La  solution 

générale  du  problème  est  donnée  par  l’équ.  (1). 

898.  Ve  toutes  les  courbes  planes , d’égale  longueur  entre 
deux  points  donnés , quelle  ept  celle  qui , dans  sa  révolution , 
engendre  un  volume  ou  une  aire  maximum  ? 

Dans  les  deux  cas , f \Z{dx* -f-dy2)  — const.  En  outre,  dans 
l’un  fny^dx  > et  dans  l’autre  fo.7iryds  (n°  762),  doit  etre  un 
maximum.  D’abord,  dans  le  ier  cas,  Z=:^ry2dx.  En  raison- 
nant comme  ci-dessus  , on  trouve 


xdx 

V*  + d7 


% . (c  — ttv2)  dv 

d ou  dx  — j/[V  — (c  — sry»)'*]’ 


La  courbe  dont  il  s’agit  ici  jouit  de  la  propriété  que  son  rayon 
de  courbure  R est  — (n°  7^4»  6°0»  en  effet,  on  a 


y=y/Ui 


-■ *y 2 


27ry 

y * y (c  — ^ye)3  ’ c — ’ty2 

Cette  courbe  est  X Élastique,  dont  le  rayon  de  courbure  est  en 
raison  inverse  de  1 ordonnée.  Outre  c et  à , on  a une  3 con~ 
stante;  les  conditions  que  la  courbe  passe  par  les  deux  points 
donnés,  et  ait  la  longueur  exigée,  servent  à déterminer  ces  trois 

quantités. 

Dans  le  2*  cas , Z =f^y  + d/)  . d’où 


c>7rydx  —f—  Adx" 


dx  — 


:dy 


ds  " v [Oy + — c*y 

La  courbe  demandée  est  une  Chaînette  (p.  368),  dont  1 axe  est 
horizontal  : il  y a maximum  ou  minimum , suivant  quelle  pré- 
sente à l’axe  des  x sa  concavité  ou  sa  convexité. 

899.  Quelle  est  la  courbe  de  longueur  donnée  s , entre  deux 
points  fixes,  pour  laquelle  /yds  est  un  maximum?  On  trouvera 

<J  + A)a 7 = c'  doù  d*=  v7ÎIÿ'+^)r- c“E 


On  obtient  la  même  courbe  que  ci-dessus.  Comme 


fyds 


est 


s 
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F ordonnée  verticale  du  centre  de  gravité  d’un  arc  de  courbe 
dont  s est  la  longueur  ( voy . ma  Mécanique , n°  64),  on  voit 
que  le  centre  de  gravité  d’un  arc  quelconque  de  la  chaînette 
est  plus  bas  que  celui  d’un  arc  de  toute  autre  courbe  terminé 
aux  mêmes  points. 

qoo.  En  raisonnant  de  même  pour  f y*  àx — minimum , et 

fydx 2=  const. , on  trouve  yz -{-xy  — c , ou  plutôt  y — c : on 

fv*dx  „ . , 

est  1 ordonne© 


a une  droite  parallèle  aux  x.  Comme 


2jydx 


verticale  du  centre  de  gravité  de  toute  aire  plane  ( voyez  ma 
Mécanique , n°  68),  celui  d’un  rectangle  vertical  dont  un  côté 
est  horizontal , est  le  plus  bas  possible.  En  sorte  que  toute 
masse  d’eau  dont  la  surface  supérieure  est  horizontale,  a son 
centre  de  gravité  le  plus  profondément  situé. 

Consultez  l’ouvrage  d’Euler,  intitulé  Methodus  inveniendi 
lineas  curvas  maximi  minimise  proprietate  gaudentes • 


Y.  DIFFÉRENCES  ET  SÉRIES. 


Méthode  directe  des  Différences . Interpolation . 

901.  Étant  donnée  une  série  a , b , c , d.  . . . , retranchons 
chaque  terme  du  suivant; a— b — -a,  b'—c — by  c —d — - c ... 
formeront  les  différences  premières.  On  trouve  de  même  que 
cette  série  d y c , d' . . . . donne  les  différences  secondes 
ci  — br  — d , b " — c - — br , d — d'  — d . . . ; que  celles-ci 
donnent  les  différences  troisièmes  d" —b"  — a1',  bw—d — 
et  ainsi  de  suite.  Ces  différences  sont  indiquées  par  A , et  l’on 
donne  à cette  caractéristique  un  exposant  qui  en  marque  Tordre  ; 
An  est  un  terme  de  la  suite  des  différences  ne\  On  conserve 
d’ailleurs  à chaque  différence  le  signe  qui  lui  appartient,  lequel 
est  - — , quand  on  la  tire  d’une  suite  décroissante. 

Par  exemple,  la  fonction  y — x3  — gx  -f-  6,  en  faisant  suc- 
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cessivement  o , 1 , 2, 3,  4*  ••  donne  une  série  de  nombres, 
dont  est  le  terme  général , et  d’où  l’on  tire  les  différences  , 
ainsi  qu’il  suit  : 

pour  X r=z  o,  T,  2,  3,  4»  5,  6,  7 

sérié  y — 6,  — 2,  — 4*  6,  34,  86,  168,  286.... 

diff.  ires  Ay  = — 8,  — 2,  10,  28,  62,  82,  1 1 8 

diff  2es  A °y  = 6,  12,  18,  24,  3o,  36 

diff.  3es  A ïy  — 6,  6,  6,  6,  6 


902.  On  voit  que  les  différences  troisièmes  sont  ici  constantes, 
et  que  les  différences  deuxièmes  font  une  équidifférence  : on 
arrive  à des  différences  constantes  toutes  les  fois  que  y est  une 
fonction  rationnelle  et  entière  de  x , ainsi  que  nous  l’allons 
démontrer. 


Que  dans  le  monome  kxm  on  fasse  x=zu,  /3,  y...  ô,  A (ces 
nombres  ayant  h pour  différence  constante  ) , on  a la  série 
k*m , &/3m,  kym...  kQm , kx.m , kxm.  Comme  x,-=  a — h > en  déve- 
loppant kx.m  ~k  (a  — hyn , et  désignant  par  m , A'  y 'A" . ...  les 
coefficiens  de  la  formule  du  binôme,  on  trouve 

k{ Am  — *m)  — kmhx"1-1  — kA'h2 A’!l“a  4-  kA"h3. . . . 

Telle  est  la  différence  première  entre  deux  termes  quelconques 
de  la  série  kumy  k(âm  , kym.  . . La  différence  qui  précède,  ou 
— ôm),  s’en  déduit  en  changeant  A en  »,  « en  ô ; et  comme 
» zz:  A — h y il  faut  mettre  A —h  pour  A dans  ce  2e  membre  : 

kmh(*-h)m~1-kA'hz(<X-hyn~*..<=kmhXn~'-[_A'-T-7n(ni-i')yih2Âm~2.., 

Retranchant  ces  résultats  , les  deux  premiers  termes  disparais- 
sent, et  il  vient,  pour  la  différence  2e  d’un  rang  arbitraire, 

km  (m  — 1)  h* Am“*  + kB'h3 Am“3  -f 

Changeant  de  même  A en  A — h dans  ce  dernier  développement, 
et  retranchant,  les  deux  ierî  termes  disparaissent,  et  l’on  a pour 
differ.  3e , 

km  (m  — i ) (m  — 2)/z3Am—3  kBlfh^ A'n~L  . . , 

et  ainsi  de  suite.  Chacune  de  ces  différences  a un  terme  de  moins 
dans  son  développement  que  la  précédente;  la  ire  a m termes  ; 
la  2e  en  a 77i  — i,  la  3e  m — 2.  . . etc.  ; d’après  la  forme  du 
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1er  terme,  qui  finit  par  rester  seul  dans  la  différence' 772e,  on  voit 
que  celle-ci  se  réduit  à la  quantité  constant.^  1 .2.3.  . . mkhm . 

Si  dans  les  fonctions  M et  N,  on  prend  pour  a:  deux  nombres 
les  résultats  étant  m et  / 1,  celui  qui  provient  de  M -{-N  est 
772  + ».  Soient  de  même  m et  ri  les  résultats  donnes  par  deux 
autres  valeurs  de  x ; la  dilférence  ire,  provenue  de  M 
est  visiblement  ( m — m)  -f-  (/* — ri).  Il  en  faut  dire  autant  des 
dilfér.  3es,  4es-..  : la  différ.  de  la  somme  est  la  somme  des  différ. 

Donc , si  l’on  fait  x~  a,  i 3,  y.  . . dans  kxm  -f-  px'n~l  -f- . . . p 
la  dilfér.  772e  sera  la  même  que  s’il  n’existait  que  le  seul  ier  terme 
kxm,  puisque  celle  de  pxm~l,  qxm~z...}  est  nulle.  Donc,  la  dif- 
férence me  est  constante , lorsqu’on  substitue  à x des  nombres 
équidifférens , dans  une  fonction  rationnelle  et  entière. 

qo3.  On  voit  donc  que,  si  l’on  est  conduit  à substituer  des 
nombres  équidifférens  , ainsi  que  l’exige  la  résolution  des  équ» 
numériques  ( p.  77  et  1 55  ) , il  suffira  de  chercher  les  (772  -f-  1) 
1ers  résultats,  d’en  former  les  différences  ires,  2es.  . . : la  me 
n’aura  qu’un  terme  ; comme  on  sait  qu’elle  est  constante  et. 
— 1 .q.3.  . .mkhm)  on  prolongera  cette  série  à volonté.  Celle  des 
différ.  (m — 1)“  sera  ensuite  prolongée  au-delà  des  deux  termes 
connus,  puisqu’elle  forme  une  équidiffér.  j celle  de  (tn  — Q,)es\e 
sera  à son  tour.  . . ; enfin  la  série  des  résultats  provenus  de  ces 
substitutions,  le  sera  aussi,  autant  qu’on  voudra,  par  de  simples 
additions. 

C’est  ce  qu’on  voit  dans  l’exemple  précédent  et  dans  celui-ci  : 


H 

II 

0 

M 

bj 

OJ 

Diff.  3es 

6. 

6. 

6. 

6. 

6. 

6. 

6 

1 . — i , i . ï3 

2es 

4- 

10. 

16. 

22. 

28. 

34. 

4o. . . 

jer..  ....  — 2.  2.  12 

1 res — 

2. 

2. 

12. 

28. 

5o. 

78. 

1 12. . . 

Résultats 

1 . - 

- 1 . 

1. 

i3. 

41- 

91. 

169. . . 

Pour  x — 

0. 

1 , 

2. 

3. 

4* 

5. 

6.  . . . 

Ces  séries  se  déduisent  de  celle  qui  est  constamment  6.6.6. . . 
et  du  terme  initial  déjà  trouvé  pour  chacune  : un  terme  s'obtient 
en  ajoutant  les  deux  qui  se  correspondent  dans  le  rang  à gauche. 
On  peut  aussi  les  continuer  dans  le  sens  contraire,  pour  obtenir 
les  résultats  de  x — — 1,  — 2,  — 3...  Un  terme  s'obtient  alors 
en  retranchant  son  supérieur  de  celui  qui  est  à droite . 

2»  3s 


/ 
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Dans  le  but  qu’on  se  propose,  de  résoudre  une  équ. , il  n’est 
plus  besoin  de  pousser  la  série  des  résultats  au-delà  du  terme 
où  l’on  ne  doit  rencontrer  que  des  nombres  de  mêmes  signes , 
ce  qui  arrive  dès  que  tous  les  termes  d’une  colonne  quelconque 
sont  positifs  du  côté  droit,  et  alternatifs  dans  le  sens  opposé, 
puisque  les  additions  ou  soustractions  qui  servent  à prolonger 
les  sériés,  conservent  constamment  ces  mêmes  signes  aux  ré- 
sultats.  On  obtient  donc,  par  cette  voie,  des  limites  des  racines 
soit  positives,  soit  négatives. 

904.  A l’avenir,  nous  désignerons  par  yx  la  fonction  de  x 
qui  est  le  terme  général  de  la  série  proposée,  et  engendre  tous 
les  termes,  en  faisant  a?  = ô,  1,  2,  3....;  y$  désignera,  par. ex. , 
qu’on  y a fait  x = S , ou  qu’on  a égard  au  terme  qui  en  a 5 
avant  lui  (91,  dans  le  dernier  ex.).  D'après  cela, 

y,  — y 0 = Ay„ , y a — yi  = Aj, , y3  — y . = Aya . . . 
Aji—  Ayc  ^=Ay0 , ûy fl — Ay , ~ A2y/, , Ays— Aya  = „ 

Aaj'x — A*jy0 —A3yQ)  ùy2 — Ayi^=Asy1 , Ay3 — etc. 

En  général , 

Jx  Jx—' 1 — Ay*— , , 

Ay  x Ay  x — , _ — ; A y x , , 

Ayx  — Ayx_x  = Ayx_x , etc. 


90.5.  Formons  les  différences  de  la  série  quelconque 


a* 

A* 

A’ 


ci  . b . c « cl  . 6*. . . • 

. a'  . br  . c'  . âf  . e' . 
« V 

...  u . t/  » C . Cl  « . 

a!" . 6W/.  cw  etc. 


Z»  = a -f-  <z'  , 
//  = 4'  + a"  , 


c — b -f-Z/,  d —c  +c'  ..., 
d — b'  - f-  Z/'  , (V  = c'  “fr  c"  ..  . , 


En  éliminant  6,  6',  c,  c ....  , des  équations  de  la  ire  ligne, 
on  réduit  le  2e  membre  à ne  contenir  que  a , a',  a"....  On 
peut  aussi  tirer  des  valeurs  de  a,  a ",  aw....,  qui  ne  renferment 
aucune  lettre  accentuée  : on  trouve 

b = a -f-  a ' > c — a -f-  2a'  -f-  a1 , d = a - f-  3a  -f-  oa"  -f-  aw, 
e = a-}~  4a ' 6a"  -f  ~h  alVr  f—a-h  5a'  -f- 1 oa"  etc. 


dr=.b  — at  a"  = c—2b  -fa,  — 3c  -f  56  — a.... 


/ 
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Comme  les  initiales  a\  ci  ....  sont  Ay0 , A2y0,  A 3y0...,,  et 
que  ay  by  Cy  d ....  sont  y0,  yl}  y%)  y3....,  on  trouve 


yi  = y0+  Ay0, 

> = y0  -f- 2 Ayo  + Aay0 , 
y 3 '=  -f  3Aj0  -f-3A2j0+A 3y0  * 

J4  = y©  -j-6Aftj70  etc. 

En  général, 

OC 

i ty^y.-i-xfy.+x  - 


'y°—y>  — y 


i A 

A2J„=y,  — 2-y,  + yOJ 

A!y.  = V»  ~ 3y.  + 3y,  — v„, 

A!y»  — ^4  — 4ys  + G_y B etc. 


-A“_y0+x- 


■1  Æ — 2 


77- 


Any0— |y« — /^y*— X-1-?»  — -Jn-a  — » 


2 

77 1 


g A J'q  • • . . (^)  , 

cç-y*-  s+. . .(^). 


77 2 


2 ^ " 2 

906.  Ces  équ.  donnent,  l’une  un  terme  quelconque  de  rang  x 
(le  terme  général  de  la  série),  connaissant  le  ier  terme  de  tous 
les  ordres  de  différences,  l’autre  le  terme  initial  de  la  série 
des  nes  différences,  connaissant  tous  les  termes  de  la  série 
y°>  Jl>  J*'  • * ï>ôur  appliquer  la  ire  à l’ex.  du  n°  go3,  on  fera 

yQ—i>  Ay0  = — 2,  A2y0  = 4,  A3=6,  A+  = o 

d’où  1 — qx-\t2x(x — i)-j^x{x — i)(o:-2)=jc3 — x2 — 2x-f-i . 

On  se  grave  dans  la  mémoire  les  équations  (. A ) et  (Z?),  en 
remarquant  que 

yx  — (l-\-  ùyoy,  àyo  = (y  — iy, 

pourvu  que,  dans  les  développemens  de  ces  puissances,  on 
transforme  les  puissances  de  Ay0,  en  exposant  de  A,  pour  mar- 
quer l’ordre  des  différences , et  les  puissances  de  y en  indices. 

907.  Dans  ce  qu’on  a dit  (n°  905),  a,  bt  c,  d.  . . sont,  si 

l’on  veut,  les  valeurs  que  prend  yxy  quand  celles  de  x sont  les 
nombres  équidifférens  m,  m-f-z7?,  savoir, 

d—ymy  b—ym+h>  c = etc.  On  peut  donc  remplacer,  dans 
l’équ.  (J),  yx  par  yQ  parym,  Ay0 par  Aym , etc.,  enfin 

les  coefficiens  par  ceux  de  la  puissance  ie.  Faisons  ïhz=zZy  et 
écrivons  A,  A2. . . pour  Aym,  A *ym. . . nous  aurons 

zA.  z(z  — /z)Af  z{z — h)(z  — 2 /?)A3 

;>+ir+— Th~+ 


ym-e* 


2 ¥ 


■(.C). 


3a.. 


I 


5oo 


DIFFÉRENCES  FINIES. 


Cette  equ.  donnera yx  quand  x = m -f-  z , z étant  entier  ou 
fractionnaire.  On  tire  de  la  série  proposée,  a , b , c,  d. . .,  les 

différences  de  tous  les  ordres,  et  le  terme  initial  de ’ces  séries 
représente  A,  A2. . . 

Mais,  pour  pouvoir  appliquer  cette  formule,  il  faut  qu’on 
soit  conduit  à des  différences  constantes,  afin  quelle  soit  ter- 
minée; ou  au  moins  quelle  ait  pour  A,  AK...  des  valeurs  dé- 
. croissantes  qui  rendent  la  suite  convergente  : le  développement 
donne  alors  la  grandeur  approchée  d’un  terme  répondant  à 
bien  entendu  qu’il  ne  faut  pas  que  les  facteurs 
de  A croissent  assez  pour  détruire  cette  convergence , ce  qui 
restreint  z à ne  pas  dépasser  une  limite. 

Par  ex.,  on  trouve  (n°  365,  IX)  que 


l’arc  de  6o°  a pour  corde  1000,0 


65 1074,6 

7° 11 4y>9 

7 5 * 1217,5 


' .h 


Puisque  la  différence  est  à peu  près  constante  , du  moins  de 
6o°  à,  7 5 , on  peut,  dans  cette  etendue,  employer  l’équ.  C\ 
taisant  li  — 5,  il  vient,  pour  la  quantité  à ajouter  à ym  = 1000, 


5 .74,6.2  5o  z(z  — 5)  — i5, 12. z — 0,0 4-2>2. 


Ainsi,  en  prenant  2=1,  2,  3....,.' puis  ajoutant  1000,  on  en 
tirera  les  cordes  de  6 1°,  6 2%  63°....;  même  prenant  pour  2 
des  valeurs  fractionnaires , on  aura  la  corde  d’un  arc  quelconque 
intermédiaire  entre  6o°  et  75°.  Cependant,  il  sera  bon  de  chan- 
gei  le  point  de  départ,  si  1 on  est  conduit  à employer  pour  z 
des  nombres  trop  grands. 


On  a log  3ioo 


log  3i  10 
log  3i  20 
log  3i3o 


= 4927604 
= 4941546 

=4955443 


A. 


'3f/  A.= 

1 3942 
13897 


•45 

45 


Nous  considérons  ici  lu  partie  décimale  du  log.  comme  étant 


INTERPOLATION.  5oL 

un  entier.  En  faisant  h = 10,  il  vient,  pour  la  partie  additive 
à log  5ioo, 

1400,95.3 — 0,226  .z1. 

Pour  avoir  les  log.  de  3ioi,  3io2, 3io3... , on  fera  3 = 1,  2,3..., 
et  même,  si  l’on  veut,  log  3i  07,58,  on  prendra  2;  = 7,58,  d’ou 
résultera  10606  pour  quantité  à ajouter  au  log.  de  dioo;  ainsi  > 
log  3i0758  = 5, 4924226. 

On  peut  voir  une  application  de  notre  formule  à la  p.  101 
des  Tables  de  Gallet;  on  y calcule  des  log.  avec  20  chiffres 
décimaux. 

908.  Ces  procédés  s’emploient  utilement  pour  abréger  le 
calcul  des  tables  de  log. , de  sinus , de  cordes , etc.  On  se  borne 
à chercher  directement  des  résultats  d’espace  à autre,  et  à com- 
bler ensuite  l’intervalle  par  notre  méthode.  L 'Interpolation  a 
pour  objet  d’insérer,  entre  les  termes  d’une  série  donnée, 
d’autres  termes  soumis  à la  même  loi;  et  l’équ.  (C)  résout 
complètement  ce  problème. 

Quand  il  arrive  que  A2  est  nul,  ou  très  petit,  la  série  se 
réduit  à ym  -f-  ; d’où  l’on  tire  que  les  résultats  ont  une  dif- 


férence qui  croît  proportionnellement  à 3.  Nous  avons  fait  sou- 
vent usage  de  cette  remarque  (n0î  91,  IIÏ , et  586). 

Lorsque  A2  est  constant,  ce  qui  arrive  le  plus  souvent,  en 
changeant  z en  z- f~  1 dans  (C)  et  retranchant,  on  a la  valeur 
générale  de  la  différence  première  pour  la  nouvelle  série  inter- 
polée : faisant  le  même  calcul  sur  celle-ci,  on  obtient  la  diffé- 
rence seconde  ; savoir  : 


-, v rr ' re  W A-  23—  /z-f-i 

Biffer.  ire  A = -y-  -f — 

h ^ 2 ù2 


Différ.  2e  A" 


Si  l’on  veut  insérer  n ternies  entre  ceux  d’une  série  donnée,  il 
faut  prendre  h = n -f- 1 ; puis  faisant  3 = o , on  a le  terme  initial 
des  différences 


A"  = 


A* 


(n  -J-  1) 


2 > 


A'=4r-—  |„A"; 

/2+ï  2 


5o2  différences  finies. 

on  caîcuîera  A",  puis  A'  ; ce  terme  initial  A'  servira  à composer 
la  suite  des  différences  ire*  de  la  série  interpolée  (A"  en  est  la 
différ.  constante)  ; puis,  enfin,  on  a cette  série  par  de  simples 
additions. 

Veut-on,  dans  fex.  du  n°  précédent,  calculer  les  log.  de 
3ioi,  3 102, 3io5....,  on  interpolera  9 nombres  entre  ceux  qui 
sont  donnés  : d’où  n— rg,  A"r = — 0,45,  A' ~ 1400,726.  On 
forme  d’abord  l’équidifférence  qui  a Af  pour  terme  initial,  et 
— 0,45  pour  constante,  les  différ.  premières  sont 

3400,726,  1400,275,  1399,826,  1399,375,  1398,926.... 


lies  additions  successives , en  partant  de  log3ioo,  donneront 
les  log.  consécutifs  qu’on  cherche. 

Je  suppose  qu*on  ait  observé  un  phénomène  physique  de  12^ 
en  1 2^,  et  que  les  résultats  mesurés  aient  donné 


12 


24 

36 


78 
3oo 
666 
1 176 


366 
5 1 o 


Si  je  veux  trouver  l’état  qui  répond  à 4\  8A,  12*....,  j’inter- 
polerai 2 termes,  d’où  2,  Aw=i6,  A'  — 58;  composant 
l’équidifférence  qui  commence  par  58  , et  dont  la  raison  est  16, 
j’aurai  les  différences  irei  de  la  nouvelle  série,  et  par  suite 
celles-ci  : 


Diff.  ire*  ' 58.74  .90  . 106. 122.  i38. . . , 


Série 78. i56.2io.  3oo. 406.528. 666. . . , 

A ohy  4a>  8h,  l^h>  20ft,  24^. . . 


La  supposition  des  différences  2CS  constantes  convient  à pres- 
que tous  les  cas , parce  qu’on  peut  choisir  des  durées  conve- 
nables. O11  fait  fréquemment  usage  de  cette  méthode  en  Astro- 
nomie*, et  même  quand  l’observation,  ou  le  calcul,  donne  des 
ré  ïilltats  dont  les  différences  2es  offrent  une  marche  peu  régulière, 
on  impute  ce  défaut  à des  erreurs,  qu’on  corrige  en  rétablissant 
une  marche  uniforme. 


INTERPOLATION. 


v 909.  Les  tables  astronomiques,  géodésiques....,  se  forment 
d’après  ces  principes.  On  calcule  directement  divers  termes , 
qu’on  prend  assez  rapprochés  pour  que  les  différences  ireî  ou  2es 
soient  constantes  *,  puis  on  interpole  pour  obtenir  les  nombres 
intermédiaires. 

Ainsi,  quand  une  série  convergente  donne  la  valeur  de  y,  à 
l’aide  de  celle  d’une  variable  a’;  ai\  Heu  de  calculer  y chaque 
fois  que  x est  connu,  quand  la  formule  est  d’un  fréquent  usage, 
on  détermine  les  résultats  y pour  des  grandeurs  de  x graduelle- 
ment croissantes , de  manière  que  les  y soient  peu  dilférens  : 
on  inscrit,  en  forme  de  table,  chaque  valeur  de  y près  de  celle 
de  x , qu’on  nomme  Y Argument  de  cette  table.  Pour  des  nombres 
x intermédiaires , de  simples  proportions  donnent  y , comme 
on  l’a  vu,  pour  les  log.  (ier  vol.,  page  117),  et  à la  simple 
inspection  on  obtient  les  résultats  cherchés. 

Quand  la  série  a deux  variables , ou  argumens  , x et  z)  les 
valeurs  de  y se  disposent  en  table  à double  entrée , comme  celle 
de  Pythagore  (n°  14);  en  prenant  pour  coordonnées  x et  z,  le 
résultat  est  contenu  dans  la  case  déterminée  ainsi.  Par  ex.,  ayant 
pris  z = 1 , on  rangera  sur  la  ire  ligne,  toutes  les  valeurs  de 
y correspondantes  à x 1 , 2 , 3...  ; on  mettra  sur  une  2e  ligne, 
celles  que  donne  z = 2;  dans  une  5',  celle  de  z~  3...  Pour 
obtenir  le  résultat  qui  répond  à x ~ 0 et  2 — 5 , on  s’arrêtera 
à la  case  qui,  dans  la  3e  colonne,  occupe  le  5e  rang.  Les  va- 
leurs intermédiaires  s’obtiennent  d’une  manière  analogue  à ce 
qui  a été  dit. 

910.  Nous  avons  supposé  jusqu’ici  que  les  x croissent  par 
équidifférence.  S’il  n’en  est  pas  ainsi,  et  qu’on  connaisse  les 
résultats  y = a , b,  c,d...  provenus  des  suppositions  quel- 
conques x = /3 , y,  <L., , on  peut  recourir  à la  théorie  ex- 

posée n°  465 , lorsqu’il  s’agissait  de  faire  passer  une  courbe 
parabolique  par  une  suite  de  points  donnés  : ce  problème  n’est 
en  effet  qu’une  interpolation.  On  peut  aussi  opérer  comme  il 
suit  : 

A l’aide  des  valeurs  correspondantes  connues  a,  b} 
formez  les  fractions  consécutives  : 


; 


5o4 

A b — a 

A — , Ax 
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c — b 


Bzz= 

C = 


/ 3 ci 

Ax  — A 


y 
B . 


» 

■B 


> Cc 


y — fi 

Ai — Ax 

<f—  fi 


) A z 


d — c c — d 

, A $ — * v-  < 

- y g — dr 


'f 


■p  A 3 A a 

) B £ — — , 


D 


C,—C 


U 


«E — * ' ‘ g — fi 

Éliminant  entre  ces  équ.,  on  trouve  successivement 
b a.  — A Çfi  — ce)  , 

c — — a -f-  A (y  — ci)  -f*  B (y — ce)  (y — fi)  t 

d = a+  A (J— «)  4-  5 (J—*)  («h—,  /3)  4-  c (J-*)  (£—fi)  (£—y)y 

et  en  général 


y*  — a-\-A(x — oi)-j~B(x — ce)  (x — /S)-f- C(x — ot)  (x — fi)  ( X — y).. . 

On  cherchera  donc  les  différences  ires  entre  les  résultats  a,  b y 
c... } et  on  divisera  par  les  différences  entre  les  suppositions 
* > P y y •••  > ce  ffui  donnera  A , Ax , Az...  ’ traitant  ces  nombres 
d’une  manière  analogue,  on  en  déduira#,  Bx , #2...-  ceux-ci 

donnent  C,  Cx,..\  et  enfin  substituant,  on  a le  ternie  général 
demandé. 


En  exécutant  les  multiplications,  l’expression  reçoit  la  forme 
a a x -\-a"  x* ....  de  tout  polvnome  rationnel  et  entier;  cela 
vient  de  ce  qu  on  a négligé  les  différences  supérieures  (n°  902). 


Corde  de  6o°  =100 

62.2,0'  r=z  io35. 
65.io  = 1077 
69.  o =3  1 i35  56 


A rr:  1 5 
Ax  = 14,82 
Ao.~  14,61 


—0,21 


— o,  o35 

#t  =:  — 0,o3l 


Olia  *=0,  &—2^y  yz=z  5^,  «^  = 9. 


On  peut  négliger  les  différences  3es,  et  poser 

y*  — îooo-f-  15,082.x  — o,o35x2. 


911.  En  considérant  toute  fonction  de  x,  yx)  comme  étant 
le  terme  général  de  la  série  que  donne  x=m,  m+h , m+zh... , 
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si  l’on  prend  les  différences  entre  ces  résultats , pour  obtenir 
une  nouvelle  série,  le  terme  général  sera  ce  qu’on  nomme  la 
Différence  première  de  la  fonction  proposée^,  qui  est  repré- 
sentée par  Ayx.  Ainsi , en  obtient  cette  différ.  en  changeant  x 
enæ  + h dans  yx  , et  retranchant^*  du  résultat;  le  reste  en- 
gendrera la  série  des  différences  ires,  en  faisant  x — jn  > m-\-h  ÿ 
m -f-  2,h  , etc.  C’est  ainsi  que 

x2  -,  (x  4-  hy  x2 

J a x J a x h cr-j-  x 

Il  restera  à réduire  cette  expression , ou  à la  développer  selon 
les  puissances  de  fi... 

En  général , il  suit  du  théorème  de  Taylor , que 

Ay*  = J h + iy"ha  ji ÿ°h3  ■+*•••• 

Pour  obtenir  la  différence  2e,  il  faudrait  opérer  sur  Ay.r , comme 
on  a fait  pour  la  proposée  ; et  ainsi  des  différences  3es,  4es-- 

Intégration  des  Différences . Sommation  des  Suites . 

<■ 

912.  L’intégration  a ici  pour  but  de  remonter  d’une  diffé- 
rence donnée  en  x,  à la  fonction  qui  l’a  produite;  c.-à-d.  de 
retrouver  le  terme  générai  yx  d’une  série  ym , ym+h  , ÿm+zh-  • » , 
connaissant  celui  de  la  série  d’une  différence  d’ordre  quel- 
conque connue.  Cette  opération  s’indique  par  le  signe  S. 

Par  ex. , 2(3x2  -f-  x — 2)  doit  rappeler  cette  idée , sachant 
que  h — 1 : une  fonction  yx  engendre  une  série,  en  faisant 
x~  o,  1 , 2, 3...7  les  différences  ir&s  qui  s’ensuivent,  forment 
une  autre  suite  dont  3x2  -f-  x — 2 est  le  terme  général  (elle 

est  2,  2,  12,  28...).  L’objet  qu’on  se  propose  en  intégrant» 

est  de  trouver  yx , fonction  qui , si  l’on  met  x 4“  1 pour  x » 
donnera  , en  retranchant , le  reste  3x2  -y  x — 2. 

Il  est  facile  de  voir  que  , i°.  les  signes  2 et  A se  détruisent 
(comme  / et  d)  ; ainsi,  2A/x  —fx. 

2°.  A (a  y)  = oAy  j donc  'Zay  = aly. 


3*30  différences  finies. 

3°.  Comme  A (At  — Bu)  = Aàt  — B Au  , de  même 

• * Bu)  — A'Zt  Bxu  , t et  u étant  des  fonctions,  de  x. 

9 î 3.  Le  problème  de  déterminer yx  par  sa  différence  ire,  ne 
i enferme  pas  les  données  necessaires  pour  être  résolu  complète- 
ment, car  pour  i ecomposer  laserie  provenue  àeyxy  en  partant 
2 > 2 > *2>  28...,  faisons  le  ier  terme  yQ  rr;  a , nous  trou- 
vons, par  des  additions  successives,  a>  a-2,  a-f-2,  a , a-j-i2...> 
et  a demeure  arbitraire. 

Toute  intégrale  peut  être  considérée  comme  comprise  dans 
1 equ.  ( A ) (p.  499  );  car  en  prenant  27  = 0,  1,2,  3...  , dans 
la  différence  ire  donnée  en  x , ôn  formera  la  suite  des  diffé- 
rences ires;  retranchant  celles-ci  consécutivement , on  aura  les 
différences  2e*,  puis  les  3es,  4eî'..  Le  terme  initial  de  ces  séries 
sera  Ay0 , A y0... , et  ces  valeurs  substituées  dans  (A)  donnent 
y*'  ^insi  3 dans  l’exemple  ci-dessus  (qui  n’est  que  celui  du  n°  900,, 
quand  a = 1)  , on  a (n°  90 6) 

Ay°~  2>  Ay°==4>  a3Jo  ~ b , Aty0==  O...  ; 

d’où  yx  ~yQ  — 2X  — o?a  -f  x3. 

En  général,  le  1er  terne  yQ  de  î’équ.  (A)  est  une  constante 
arbitraire,  qui  doit  s’ajouter  à l’intégrale.  Si  la  fonction  donnée 
est  une  différence  2e,  il  faudra,  par  une  ire  intégration,  re- 
monter à la  différence  et  de  celle-ci  à ; ainsi,  l’on  aura 
deux  constantes  arbitraires;  et,  en  effet,  l’équ.  {A)  fait  con- 
naître encore  yxy  en  trouvant  A2,  A3... , seulement  yQ  et  Ayü 
lestent  quelconques.  Et  ainsi  des  ordres  supérieurs. 

914.  Proposons-nous  de  trouver  l’exposant  m étant  en- 
tier et  positif.  ^Représentons  ce  développement  par 

Xxm  = pxa  -f-  qxb  -f-  rxc... , 

a > b 3 c...  étant  des  exposans  décroissans  qu’il  s’agit  de  déter- 
miner aussi  bien  que  les  coefficiens  p , q...  Prenons  la  différence 
ire,  en  supprimant  le  2 au  1er  membre,  puis  changeant  x en 
x -f-  h dans  le  2e,  et  retranchant.  En  nous  bornant  aux  deux 
1er3  termes,  nous  avons 


INTÉGRATION. 


5oj 


xm  — pahxa~l  -4 -\pci{a  — 1 ) 7dxa”fl ...  4“  qhhxb  1 ...  ; 

or,  pour  que  l’identité  soit  établie,  les  exposans  doivent  donner 
les  équ  .a  — î ■=  jn,  a — 2 z=z  b — 1 ; d’où  a = m -f*  1 , b = 7?i  ; 
de  plus , les  coeffieiens  donnent  v ' , 


pah  , —lpa(a—i)h  = qb',  d’où  P~ <7 


Quant  aux  autres  termes , il  est  visible  que  les  exposans  sont 
tous  entiers  et  positifs  ; et  on  peut  même  reconnaître  qu’ils 
manquent  de  2 en  2;  c’est,  au  reste,  ce  qui  suit  du  calcul  ci- 
après.  Posons  donc 

Zxm  = pxm+'  — £ Xm  4-  etXm^1  4-  /Sx"1”3  + yXm~h.. . , 


et  déterminons  et,  /3,  y...  Prenons,  comme  ci-dessus,  la  diffé- 
rence ire,  en  mettant  x-f-  h pour  x , et  retranchant  : et  d’abord 
en  transposant  px"1"4-1  — ~ xm , on  trouve  que  le  ier  membre  , à 
cause  de  ph (m  4-  1 ) = 1 , se  réduit  à 


A'.K.x 

2.0 


m — 2 


. tu — 5 5 M . . v m- 

4-^4". — 7-  . — — 
4 2.5 


6 


■5  bjf 

2.7 


~T?I — b 
• ■"  « X • > # 


Pour  abréger,  nous  omettons  ici  les  termes  du  développement 
de  2 en  2 , que  le  calcul  prouverait  s’entre-détruire;  et  nous  dé- 
signons par  1 , m.  A',  A "...  les  coefficiens  du  binôme.  Venons- 
en  au  deuxième  membre,  et  faisons  le  même  calcul  sur.  .. 
etxm~l-\~  fixm~3...y  nous  aurons,  avec  les  mêmes  puissances  res- 
pectives de  x et  de  h , 


(m  — 1 )ot  4“  772  — 1 


m — 2 m — 5 

. . — «-4-771 1 

2 O 


771 2 

5~ 


+ 


„ rrs  , r?  771 4 771—5 

(m — 0^/3  4~  771—  o . — — — . 4-.. 


2 O 

4-  (m — 4)  y 4"  • • 

En  comparant  terme  à terme,  on  en  tire  aisément 
m — A " 


S 


3.4’ 


2 . 3 . 4 ♦ 5 * 


6.6. 7*’* ’ 


5o8 

d’où  l’on  tire  enfin 
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(^+Tjh  ~ T + + -*W*~ 


Vj£.m  ' 


Alyc/i°xm~5  + Avldh7æm-?  +...  (£>); 

ce  développement  ayant  pour  coefïiciens  ceux  du  binôme  de 
deux  en  deux  termes , multipliés  par  de  certains  facteurs  nu- 
mériques cl  , b y Cm  . • , qu  on  a nommes  Nombres  Bernoulhens  > 
parce  que  Jacques  Bernoulli  les  a le  premier  déterminés.  Ces 
facteurs  sont  d’un  fréquent  usage  dans  la  -théorie  des  suites  ; 
nous  donnerons  un  moyen  plus  facile  de  les  évaluer  (n°  pi 6)  : 
en  voici  d’avance  les  valeurs. 


a 


i a > 


/=- 


b = 


6P  i 

3 2 7tjo  ) 


i 

no  ) 


i 

25  a > 


g 


i 

î a > 


fc=. 


rf=. 

3 H 1 7 
8 i 6o  > 


24®  ; 


i 3 2 > 


438  H 7 
143  6 4’  ** 


q 13,  Concluons  de  là  que,  pour  obtenir  Zrm,  m étant  un 
nombre  donné  entier  et  positif,  il  faut,  outre  les  deux  premiers 


xm+i  jçi._ 

termes  prendre  le  développement  de  (x-f-/z)"1, 

en  rejetant  les  termes  de  rangs  impairs,  ier,  3e,  5e...,  et  mul- 
tiplier les  termes  conservés , respectivement  par  a , b , c.  . . 
■xeth  ri  ont  que  des  exposons  pairs  quand  m est  impair , et  réci- 
proquement; en  sorte  qu’on  doit  aussi  rejeter  le  dernier  terme 
hm}  lorsqu’il  vient  en  rang  utile;  la  quotité  des  termes  est 
ï^  + 2)  quand  m est  pair;  et  £ (m  -f-  3)  quand  m est  impair, 
e.-à-d.  la  même  pour  un  nombre  pair  et  pour  l’impair  qui 
suit. 

y1 

Yeut-on  Sx10  ? outre  ^ a:10,  on  développera  (x  -f- 

et  conservant  les  2es,  4€s,  6es...  termes , on  aura 

10 x$ah  -J-  1 2c>x^  bh?  — j—  rio2...  \ 

donc 


ÏXl-LÂ_^'"+  t ^ — *7A3  + xW—lxVi’  + ^ xR 
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C’est  ainsi  qu’on  obtient 
Xx°  = t , 2xT  = 


x 

h’ 


2xa 


x3 

x a 

■ 1 lr 

3 h 

2 

x*- 

a:3 

- 

4h 

2 

x5 

5 h 

2 

x5 

a:5 

ëh 

2 

X7 

x6 

7h 

2 

X 8 

x7 

" T 

8/7 

2 

a:9 

x8 

r\ 

9 h 

2 

- 

x'° 

10  h 

2 

X 2 

ûh 

hx 

IP 

hx a 

7~5 

hx3 

T 

bhx$ 

* 

13 

hxb 

2 

yhx5 
1 3 
Q,hx7 
~3~ 

3hxs 

4 


T 


a 


3o  ' 
h3af 

12  * 

h3x3  h*  x 

~1T  + 4Ï 

jhKv^  hbx 
L u 

24  ^ 


,2 


7/z3 


i5 

y h 3x6 


Zx10  = etc.  {voyez  ci-dessus). 


10 

\ 


1 3 

2ÏlbX3 

+ "9 

{_ 


a 


h7  x 
3ô  e 
3h7x^ 
20 


91  G.  Yoici  un  moyen  facile  d’étendre  aussi  loin  qu’on  veut 
les  valeurs  des  nombres  Bernoulliens  a 
x = ù = 1 , dans  l’équ.  (Z>)  ; Sxm  est  1 
série  qui  a x1"  pour  différence  ire;  nous  considérons  ici  2i  , 
et  cette  série  est  la  suite  naturelle  o,  1 , 2,3...  Prenons  zéro 

pour  ier  membre,  et  transposons — — P— — P— 

m -J~  1 2 {ni  -f  î)  * 

-7- — — - — cim  -f-  b A”  -f-  cAlV  «f*  dAyt...- f-  km. 

En  faisant  m = 2,  le  ae  membre  se  réduit  à am , d’où  l’on  tire 
<7  = 77  ; 771=:  4 donne  am-^-bA"  ou  4«-f  pour  2e  membre  ; 
on  trouve  cim-\-  bAn ' -f-  6c,  pour  771  = G...  ; ainsi,  en  procé- 
dant selon  les  nombres  pairs  771  = 2,  4>  6,8...,  on  obtient 
chaque  fois  une  équ.  qui  a un  terme  de  plus  , et  sert  à trouver 
de  proche  en  proche  le  dernier  terme  2 4b,  6c.,,  mk. 


, b } c...  Qu’on  fasse 
e terme  général  de  la 
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917.  Prenons  la  différence  du  produit 

y x = (x  — h)x  ( X -\-h)  (x  4-  2 h)...  (x  -f  ih)  , 
en  mettant  x h pour  x,  et  retranchant  : il  vient 

„ 1 * 

Ayx  ===  x(x  + h)  (x  + 2 h)...  (x  -f- ih)  X {i  -f-  à)h  ; 

divisant  par  ce  dernier  facteur  constant,  intégrant,  et  remettant 
pour^y*  sa  valeur,  on  trouve 

2x(x  -f-  h)  (x  —f*  2 h).. . (x  zÆ) 

= Jï+iïjh  x x(x  + h)  (*  + (*  -h 

Cette  équation  donne  l'intégrale  du  produit  de  facteurs  qui 
forment  une  équidifférence. 

918.  En  prenant  la  différence  du  2e  membre,  on  vérifie 
l’équation 

2 1 ' — 1 

x(x-f-Æ)(x-j-2/z)...(x-f-z7z)  ihx(x-\-h)..,\_x  -J-(r — i)/jj  ’ 

919.  Soit^y»  ^af;  la  différence  est 

— ax(ah  — 1 ) ; d’où  yx  ~ Ea*(ah  — 1 ) = a*  ; 


donc 


G 


Sa*  ±£  — r— {-  const. 


920.  L’équ.  du  bas  de  la  page  358 , Ier  vol. , est 
cos  B — cos  A = 2sin  ~ {A  -f-  B) . sin  A — i?)  ; 


or, 


Acos  x ■===.  cos  (x  -f-  h)  — cos  x = — - 2sin  (x  -f-  ± /z) . s in  a ; 
intégrant  et  changeant  x -f-  j h en  s,  on  a 

M ’i  . ; 1 C.  . v • « «...  ... 

cos  (2s A h ) 


2 sin  z = — * 

* : ' ' \ ft»  - > t *•  f ■ * 

r " ' 

on  trouverait  de  même 


asm  ~/i  3 


const. . 

« * 


SC0S3~ 


sin  (z—  ’ /z) 


- 


asm:: 


-f-  const. 


Lorsqu’on  veut  intégrer  des  puissances  de  sinus  et  cosinus 


I 
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on  les  traduit  en  sin.  et  cos.  d’arcs  multiples  ( voy . p.  191),  et  on 
a des  termes  de  la  forme  Asinqx,  Acosqx\  faisant  qx~z  t 
l’intégration  est  donnée  par  les  équ.  précédentes. 

921.  Soit  représentée  l’intégrale  d’un  produit  uz  par 

Z(uz)  = U SZ -j- t f 

u , z et  t représentant  des  Fonctions  de  x , celle-ci  inconnue  , u 
et  2 données.  En  changeant  x en  x -f-  h dans  u22-f*  t}  u de- 
vient u -nf-  An,  2 devient  2- f- As,  etc.,  et  on  a 

uHz  uz  “f-  Âu . 2(2  —J”  A z.)  t “h*  Ai  î 

retranchant  notre  2e  membre  utz  -f-  t,  on  en  obtient  la  diffé- 
rence, ou  uz  ; de  là  résulte  l’équation 

o = An.  2(2 -f-  Az)-j-At;  d’où  t — — 2[Au.2(2-}-A2)l0 

Donc  X(u . 2)  •=*  z/22  — 2 [Au . 2(2  - f - A2)]  ; 

cette  formule  répond  à l’intégration  par  parties  des  fonctions 
différentielles  p.  358. 

922.  H n’y  a qu’un  petit  nombre  de  fonctions  dont  on  sait 
trouver  l’intégrale  finie  ; on  a recours  aux  séries  quand  on  ne 
sait  pas  intégrer  exactement.  Celle  de  Taylor  A yx-=.ÿh  -f-. . . 
(n°  911),  donne 

y*  = hXyf  -f  ih'zÿ'  -f... , 

où  y,  y"...  sont  les  dérivées  successives  de  yx.  Regardons  y' 
comme  une  fonction  2 donnée  enr;  il  faudra  faire y'=z,yHz=:  zf  s 
y 9 = & ' • • • , et  y z = fydx  — fzdx  ; d’où 

fzdx  ~ h~Zz  -f-  k h*  +. ..  ; * 

puis  22  = h~'1  fzdx  — - f hl.zf — ±h22z"... 

Cette  équ.  donne  2 2,  quand  on  sait  trouver  2z>[  22"....  ; pre- 
nons la  dérivée  des  deux  nombres;  celle  du  ier  sera  22',  ainsi 
qu’on  peut  s’en  assurer.  On  tirera  de  là  22",  puis  22'".... ; et, 
même  saris  faire  ces  calculs , il  est  aisé  de  voir  que  le  résultat 
de  la  substitution  de  ces  valeurs  sera  de  la  forme 


22  - — Ii  'fzdx  Az  — j-  Bhzf  -f-  Ch' z17 . . » . 
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Il  reste  à déterminer  les  facteurs  A,  Z?,  C....  Or,  si  zr=zxm, 
on  en  tire  fzdx , z,  z".,..,  et,  substituant,  il  vient  une  série  qui 
doit  être  identique  avec  (Z>) , et,  par  conséquent,  privée  des 
puissances  m — 2,  m — En  sorte  qu’on  posera 


fzdx 

Zz^—T— 

II 


bl?z 


z ahz 

* — ni  1 ■ ■—  ■«»  | 1 1 

2 1 1.2 


, ch5zy  . d Jfzyl1 
i _ c?  / l ~ /5  ) etc. 


2.5.4  1 2.  . .6 

a}  b , c....  étant  les  nombres  bernoulliens. 

'/  r $ -S  ‘ ‘ ^ — -,  f » 

Par  ex.  si  z — lx , flx.dx  — xlx — x,  z!  ~ x—1,  2"™  etc.: 

: ' 1 , V ' . ~ N 

donc  s/x  z=z.C-j-  oclx  — x — - Ix  + ax~x  -f-  Zx--3  -f-  ex-5,  etc. 


^23.  La  série  a,  b,c,  d...kj  /,  ayant  pour  différ.  ire  a , b',  c'..., 
on  a vu  (n°  go5)  que 

0 :=  a-\~ a > c ==  b -f-  b , C?  rrr  c -f-  c ...  .1  ~ h -f-  /d  ; 
équ.  dont  la  somme  donne  lz=.a~\-d  -f-  br  -f-  c' . , . . -f-  k' . 

Si  les  nombres  a',  //,  c* ...  sont  connus  , on  peut  les  considérer 
comme  étant  les  différ.  ires  d’une  autre  série  a,  b,  c....,  puisqu’il 
est  aisé  de  composer  celle-ci  à l’aide  de  la  ire  et  du  terme  ini- 
tial a.  Par  définition  (n®  912)  nous  savons  qu’un  terme  quel- 
conque pris  dans  la  série  donnée  a',  b' , c'....,  n’est  autre 
chose  que  A/,  puisque  l z=.  m — 1,  en  intégrant  lr=zAl}  on  a 
2/'  = /,  ou 

2 Z*  a -f-  b'  -f-  c • • • « -f-  b' } 


en  supposant  l’initial  a compris  dans  la  constante  du  signe  S. 
Donc,  en  prenant  ï intégrale  d’un  terme  quelconque  dune 
sérié , on  obtient  la  somme  de  tous  les  termes  qui  le  précèdent , 


zy*  — y 0 +y  1 “bya  • • • . -f- y.v-i • 

Bien  entendu  que  pour  avoir  la  somme  de  la  série,  y compris 
le  terme  général^*,  il  faut  ajouter  yx  à l’intégrale,  ou  bien  y 
changer  x en  x -f-  1 , ou  enfin  changer  x en  x -J-  1 dans  \x  avant 
d’intégrer.  Du  reste , on  détermine  la  constante  en  rendant  la 
somme  =y0  quand  x=i. 
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On  sait  donc  trouver  le  terme  sommatoiie  de  tome 
série  dont  on  connaît  le  terme  général , en  fonction  rationnelle, 
et  entière  de  x.  Soit  y. * = Axm  — Bxn  ~f  C , m et  n étant 
entiers  et  positifs  , on  a JZxm  — Blxn  -f  ^x°  pour  somme 
des  termes-qüsqu’à  yx  exclusivement.  Cette  intégrale  une  fois 
trouvé^  par  l’équ.  D , on  changera  x en  x 1,  et  1 on  dé 
terminera  convenablement  la  constante. 

Soit,  par  ex.  , y^  = a:(2x—  i)j  changeons  x en  x ~b  1 ? 
intégrons  le  résultat  • nous  trouvons 


4x3  -f“  3.r2  — x _ oc~\~ 7 4X 

■ nrwii-  - Chr  • 


2Sjc2 -f-  oSaJ-j-Sx0. — — 2 o, 

®n  n’ajoute  pas  de  constante,  parce  que  * = o doit  rendre  ia 
somme  nulle  (voy.  p.  22). 

La  série  im,  2m,  des  puissances  des  nombres  natu- 

rels se  trouve  en  prenant  üxm  (équ.  D)  : mais  il  faut  ensuite 
ajouter  le  ;re  terme  qui  est  xm,  c.-à-d.,  qu’il  suffit  de  chan- 
ger 2e  terme  de  î’équ.  D,  en  : il  reste  ensuite 

à déterminer  la  constante,  d’après  le  terme  auquel  on  veut  que 
la  somme  commence.  Par  ex.,  pour  la  suite  des  carres,  on 
prend  2a;2,  p.  5gg , en  changeant  le  signe  du  2e  terme,  et  1 on  a. 

2 je  -f-  7 x ~b  7 . 


m3-f  i*2-f \oo-x: 


2 


S.- 


la  constante  est  — o , parce  que  la  somme  est  nulle  quand  x •—  o. 

Mais  si  l’on  veut  que  la  somme  s’étende  de  /i2  a elle  est  nulle 

n — 1 27i  — 1 

quand  x = n — i}  et  l’on  a const.r=  n — . 3 • 

Cette  théorie  s’applique  à. la.  sommation  des  nombres  figurés. 
Par  ex.,  pour  ajouter  les  x 1ers  nombres  pyramidaux  1.4.10.20... 
(p.  20),  il  faut  intégrer  le  terme  général  £ x(pc  + 1)  O + 2)  ; 

on  trouve  (n*  9 1 7)  £ (x  - 7 ) a (x  + 7 ) G*  + 2)  : enfin  > 1 1 faut 
changer  x en  x-\~i,  et  l’on  a,  pour  la  somme  demandée, 
-h  x(x  -b  0 (x  + 2)  (fp  4“  3).  La  constante  est  nulle.. 
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9Q5.  Les  nombres  figurés  inverses  sont  des  fractions  qui 
ont  1 pour  numérateur,  et  pour  dénominateur  une  suite  figurée» 
Le  xe  terme  de  l’ordre  p est  (p.  20) 

1 . s .5. . . (p — i) 

1 ) . . . (x-\-p — 2) 5 (p — 2)x(a7~f- 1 ) . . . (a;— f-p — 3) 

«est  1 intégrale  (n°  918).  Changeons  x en  2?  4 1 , puis  détermi- 
nons la  constante  en  rendant  la  somme  nulle  quand  jr~o5 

nous  aurons  C — — : et  la  somme  des  x iers  termes  est 

P~  2 

P — 1 _ 1 .2.5. . .(p  — 1) 

P— 2 (p  — 2)(X+  l)(a?  + fl).  . .(x-f-p  — 2) 


Faisons  successivement  p = 3,  4>  5. . . , et  nous  aurons 

ï.2  „ 2 


*r  4“î  + ïï  • • 


x(.r  4-  1 ) 1 x + 1 * 


J-  4=  1 _j — 1_  J — L_ 

•i»  4 l 1 O S 20*  • • 


1.2.0 


3 

a 


O 


4 L4  4 44.  . . 


t f 1 
1 


(x  4 1 ) (^  “h  2) 

2 • 4 


f “f“  F ”1“  aV  Jü  * • • 


x(xfi)  (a?  4 2) 

1 .2.3.4 

^7777:7(^43)  “ « (^434."(l43) 

1.2. 5. 4. 5 ^ _ 2.3.5 

00 (4  4 4)  ^ (x4i)...(x4-4) 


et  ainsi  de  suite.  Pour  obtenir  la  somme  totale  de  nos  séries , il 

faut  rendre  x infini , ce  qui  donne  — pour  la  limite  dont  elles 

P t~2 

approchent  sans  cesse. 

Pour  la  sei  îe  sm  nt , sin  (gi  4“  h") , sm  (gt  —j—  2/7) on  a 
(n°  920) 


2(a  4 2$)  = C — 


cos  (a  4-  hx  — ^h) 
2 sin  ~ h 


changeant  x en  x -f-  1,  et  déterminant  C par  la  condition  que 
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x = — - i rend  la  somme  nulle , on  trouve , pour  terme  som« 
matoire , 

cos  {a-{h)~ cos {a+hx -f  \lï) 

2 sin  r h > 


ou 


s\n(a-\-±hx) . sinÇ^/zÇ.r-f-i)] 


, sin  ~ h 

en  vertu  de  l’équ.  du  bas  de  la  p.  358,  Ier  vol. 

La  suite  cos  a , cos  (u+  h)  , cos  ( a -f-  2/2)...  donne  de  meme  g 
pour  terme  sommatoire, 

cos  (a  + i hx)  . sin 

sin  - h 1 
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